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PROJECTIVLSrHEN GEOMETRIE 



1)'' EMIL AVKYK 



ERSTES HEFT. 

TliEOKlE DER PHÜJECTIV KOCHEN GKfJNDGEBlLDE ERSTER STUFE 
UND DEK QUADRATISCHEN INVOLUTIONEN. 



MIT öH HOLZaOISITTEN. 



WIEN, 1883. 



W 1 L H I-] L M B K A U M U L T. E K 
riTSBüCHaXwuLiiii, 
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VORWORT. 



Das vorliegeadc erste Hi;ft entliMt die wiolitigsten Kapitel aus 
der Theorie der projectivischeu G-rnndgebiide erster Stufe, sowie die 
Lehre von den quadratischen Involutioneii, und soll mit den noch fol- 
genden Heften, welche die Lehre von den Cnrven nnd Flächen zweiten 
Grades nnd jene von den Ranmcurven dritten Grades enthalten werden, 
zunächst als Leitfaden ftlr die geometrischen Voriesungen dienen, welche 
an der k. k. Wiener Univereität vom Verfasser ober neuere Geometrie 
abgehalten werden. Einen Literaturausweis, so weit er bei der elemen- 
taren Natm- des behandelten Stoffes als nothwcndig erscheinen sollte, 
wird das letzte Heft bringen. 

Der Verfasser eifWlt eine angenehme Pflicht, indem er dem Herrn 
Adolf Ameseder, Assistenten am hiesigen k, k. Polytechnikum, fUr 
die Anfertigung der Figuren, sowie auch der verehrten Verlagsbuch- 
handlung ftli- die Ausstattung des Werkes seinen anfrichtigen Dank 
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EINLEITUNG. 



Die geometrischen &rundelemente und G-rundgebilde. 

1. Den Gegenstand der geometrischen Betrachtungen bilden 
die Beziehungen der Elemente der geometrischen Gebilde zu einander 
und der geometrischen Gebilde untereinander. 

Insoferne als die Elemente eines Gebildes zu den Elementen 
eines zweiten Gebildes in gewissen gesetzmässigen Relationen stehen, 
nennt man die Gebilde geometrisch verwandte Gebilde. 

Die geometrischen Grundelemente sind der Punkt, die Gerade 
{Strahl, Axe) und die Ebene. 

Die einfachste Lagenbeeiehung zwischen einem Punkte a und 
einem Strahle Ä oder einer Ebene a erhalten wir offenbar, wenn 
wir den Strahl respective die Ebene durch den Punkt hindurch- 
legen oder den Punkt als in dem Strahle respective der Ebene 
liegend annehmen. In derselben Art ist die einfachste Lagen- 
beziehung zwischen Strahl und Ebene die, dass der Strahl in der 
Ebene gelegen ist oder die Ebene durch den Strahl hindurchgeht. 
Diese eben erwähnte Beziehung der Grundelemente wird die per- 
Bpectivische Beziehung genannt. Die Elemente a, A, «*) sind 
also in perspectivischer Beziehung oder in perspectiyiecher Lage, 
wenn a m A respective a liegt oder A respective a durch a, hin- 
durchgeht und A m a. liegt oder a durch A hindurchgeht. 



*) Wir werden, so weit als möglicli, die Punkte diircli Muine lateinisuhe 
Buulistaben a, h, c . . . <b , . . , die Stralileii diireli groasu lateinische Buehatabeii 
A, B, C . . . X . . . und die Ebenen durch grieüliiBclie ituuliatabeTi i, ß . . . ^ . . . 
bezeicluien. 
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Die geometrischen Errundgebilde erster, zweiter und dritter Stufe. 

2. Die Gesammtheit von nach einem bestimmten Gesetze zu- 
sammenhängenden Elementen nennt man ein geometrisches Gebilde. 
Wenn man die einfachsten, die Grundelemente nach dem einfachsten 
Gesetze, nach jenem der Perspectivität zusainmenfasst , so erhält 
man die einfachsten, die G riuidgebilde. 

,Zu den geometrischen Gvundgebilden gelangt man somit, 
indem man alle Grundelemeiite in Betracht zieht, welche mit einem 
und demselben Grundelemente perspectiviseh sind. Dieses letztere 
wird der Träger und die ersteren die Elemente des Grand- 
gebildes genannt. Jedes der drei Grundelemente kann als Träger 
auftreten und ebenso als Element. 

a) Ein Punkt a als Träger ; es gibt unendlich -piele Strahlen Ä, 
welche mit a perspectiviseh liegen, d. h. durch a hindvircligehen. 
Die Gesammtheit aller dieser, nach allen Richtungen des Raumes 
von a ausgehenden Strahlen wird ein Strahlenbiindel genannt; 
a ist der Träger, Seheitel, Mittelpunkt des Strahienbündels, Es 
gibt jedoch auch unendlich viele Ebenen a, welche mit a per- 
spectiviseh sind, d, h. durch ihn hindurchgehen und alle möglichen 
Stellungen im Räume annehmen können. Die Gesammtheit dieser 
Ebenen wird ein Ebenenbündel genannt und« ist wiederum der 
Träger, Scheitel oder Mittelpunkt des Ebenenbündels. 

Jeder Punkt a im Räume als Träger oder Scheitel genommen, 
bestimmt daher unendlich viele durch ihn gehende Strahlen und 
Ebenen, deren Gesammtheit (sowohl der Strahlen als auch der 
Ebenen), wohl auch als ein räumliches Bündel oder Bündel 
schlechtweg genannt wird. Der Träger des räumlichen Bündels ist 
der Punkt a und die Elemente desselben sind die durch a gehenden 
Strahlen und Ebenen. Die Elemente eines Bündels sind daher 
zweierlei Art, Strahlen und Ebenen, 

b) Eine Ebene a als Ti-äger ; die Gesammtheit der in a liegen- 
den Punkte heisst ein ebenes Punktsystem, die Gesammtheit 
der in a liegenden Strahlen ein ebenes Strahlensystem; die 
Gesammtheit aller dieser Punkte und Strahlen heisst kurz ein 
ebenes System. Die Ebene « ist der Träger des ebenen Systemes, 
welches sowie das Bündel zweierlei Elemente, Punkte und Strahlen 
besitzt. 

c) Ein Strahl Ä als Träger; die säramtlichen auf A liegenden 
Punkte a bilden eine gerade Punktreihe, deren Träger oder Axe 
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die Gerade A ist. Die G-csammtheit der durch A gehenden Ebenen 
bildet ein Ebenenbüschel, dessen Äxe oder Träger Ä ist. Der 
Strahl Ä ti'itt somit als Träger zweier verachiedener Grundgebilde, 
der Punktreihe und des Ebenenbüaehels auf. Die Elemente der 
Punktreihe sind Punkte, jene des Ebenenbüscheis sind Ebenen. 

d) Wir sind in den vorhergehenden drei Fällen von jedem der 
Grundelemente als dem Träger ausgegangen und haben die sämmt- 
licben mit ihm perspeetivisch liegenden Elemente als ein geometri- 
sches Gmndgebilde eonstituirend erkannt. So kamen wir zu. vier 
Gebilden: dem räumlichen Bündel mit Strahlen und Ebenen als 
Elementen , dem ebenen Systeme . mit Strahlen und Punkten als 
Elementen , der geraden Punktreihe mit Punkten und au dem 
Ebenenbüschel mit Ebenen als Elementen. Wenn man alle die 
Elemente beti-aehtet, welche mit zwei festen Elementen perspee- 
tivisch liegen, so gelangt man grösstentheils zu den uns schon 
bekannten Gebilden, nebstdem aber zu einem neuen Gebilde, dem 
ebenen Strahlenbüschel. 

Alle Stralilen, welche in einer Ebene a liegend durch einen 
festen Punkt a dieser Ebene hindurchgehen (also sowohl mit der 
Ebene a als auch mit dem Punkte a perspeetivisch liegen) bilden 
ein ebenes Strahlenbüschel. Der Punkt a ist Scheitel oder 
Mittelpunkt des Büschels und tritt nebst der Ebene a als Träger 
des ebenen Strahlenbüschels (oder Strahlenbüschel schlechtweg) auf. 
Die durch a in « gezogenen Strahlen sind die Elemente des Strahlen- 
buschels. 

Zu zwei beliebigen Ebenen a^ a^ ist nur eine Gerade, ihre 
Schnittlinie A oder (a, a.{) perspeetivisch, dagegen unendlich viele 
Punkte a, weiche sämmtlich auf A liegend eine gerade Punktreihe 
bilden. 

Zu zwei beliebigen Punkten a^ «j ist nur eine Gerade, ihre 
Verbindimgslinie A oder (a, «.;) perspeetivisch, dagegen unendlich 
viele Ebenen, welche sämmtlich durch A hindurchgehend ein Ebenen- 
büschel bilden. 

Zu zwei beliebig im Räume gelegenen (windschiefen) Geraden 
Ji A^ ist kein Punkt und keine Ebene gleichzeitig perspeetivisch; 
schneiden sich die beiden Geraden, so liegen sie auch in einer 
Ebene und dann gibt es aber einen Punkt (^i A2) und eine 
Ebene (A^ A^) , welche gleichzeitig mit beiden Geraden perspee- 
tivisch sind. 

Ein Punkt a kann mit einer Ebene a nur dann gleichzeitig 
als Träger (von Strahlen) auftreten, wenn er in der Ebene liegt, 
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und die sämmtlichen mit a und a gleichzeitig perspectivisch liegen- 
den Strahlen bilden ein ebenes Strahle nbUschel in a mit a als 
Scheitel, 

Ein Punkt a und ein Strahl A bestimmen eine mit beiden 
gleichzeitig perspectivische (durch a und Ä hindurchgehende) Ebene a 
oder {a Ä); wenn jedoch a in 4 Hegt, so wird cc unbestimmt und 
alle Lagen der Ebene a bilden oifenhar das Ebenenhüechel mit der 
Axe A. 

Eine Ebene « und ein Strahl A bestimmen einen mit beiden 
gleichzeitig perspectiv! seh liegenden Punkt a oder [A a) ihren 
Durehschnittspunkt ; wenn jedoph iL in a Hegt, so nimmt a alle 
Lagen auf A an mid erzeugt eine gerade Punktreihe mit der Axe A. 

3. Man erhält kein neues Grundgebilde, wenn man die Elemente 
untersucht, welche mit drei gegebenen Elementen gleichzeitig per- 
spectivisch liegen. Von den möglicherweise hier auftretenden Fällen 
mögen nur die folgenden Erwähnung finden. 

Drei beliebige Punkte m, oj «^ bestimmen eine mit allen drei 
Punkten gleichzeitig perspectivische Ebene a, ihre Verhindungs- 
ebene («[ a^ «3), Wenn die drei Punkte einer geraden Punktreihe 
angehören, so wird a unbestimmt und kann irgend eine durch die 
Gerade a^ a^ a^ gehende Lage annehmen. 

Drei beliebige Ebenen a^ «j ag bestimmen einen mit ihnen 
gleichzeitig perspectiyisch liegenden Punkt a, ihren Schnittpunkt 
{«£ «2 «3) ; nur wenn die drei Ebenen einem Ebenenbüschel angehören, 
wird a unbestimmt und kann irgend eine Lage auf der Geraden 
(oj «2 «3) haben. 

Von den bis nun betracliteten Grundgebilden enthalten drei, 
die Punktreihe, das Strahlenbüsehel und das Ebenenbüschel, nur 
Elemente einer Art und zwar in einfach unendlicher Anzahl. Die 
gerade Punktreibe ist der Inbegriff aller der unendlich vielen ein- 
zelnen Puiikte auf einer Geraden, der Axe, das Ebenenbüschei ist 
der Inbegriff der sämmtlichen Ebenen, welche durch dessen Axe 
hindurehgeben und das ebene Strahlenbüsehel bilden die sämmtlichen 
einfach unendhch vielen Strahlen, welche durch dessen Scheitel in 
dessen Ebene gezogen werden können. 

Die beiden anderen Grundgebilde , nämlich das räumliche 
Bündel tind das ebene System enthalten Elemente zweierlei Art 
(das Bündel enthält Strahlen und Ebenen durch den Scheitel und 
das ebene System enthält Punkte und Strahlen in einer Ebene) 
und in doppelt unendlicher Anzahl. Es gibt nämlich in diesen 
beiden Gebilden unendlich viele Gebilde der früheren Art. 
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In jedem räumlichen Biitidel gibt es offenbar unendlich viele 
Ebenenbüschel (die Ebenenschaaren, welcbe durch die einzelnen 
Strahlen des Bündels als Äxen hiudurehgehen) und unendlich viele 
Strahlenbüschel (die Strahleubüschel, welche in den einzelnen Ebenen 
des Bündels liegend den Bündelscheitel zum Scheitel besitzen). 

Ebenso enthält jedes ebene System unendlich viele gerade 
Punktreihen, deren Axen die dem Systeme angehörigen Strahlen 
sind, und unendlich viele ebene Strählenbüecbol, deren Scheitel die 
einzelnen Punkte des Systemes sind. 

Aus den eben erwähnten Gründen pflegt man daher die drei 
erstgenannten Gebilde, nämlich die gerade Punktreihe, das Ebenen- 
büschel und das ebene Strahlenbüschel als die geometrischen 
Grundgebilde erster Stufe (einförmige Gebilde) und das räum- 
liche Bändel nebst dem ebenen Systeme als die geometrischen 
Grundgebilde zweiter Stufe zu bezeichnen. 

Zu den geometrischen Gmndgebilden erster und zweiter Stufe, 
welche man als Inbegriff aller Elemente erhält, welche gleichzeitig 
mit zwei festen Elementen, respective mit einem solchen Elemente 
in perspecti vis eher Lage sind, pflegt rriän als GrUndgebilde dritter 
Stufe die Gesammtheit aller Punkte, Strahlen und Ebenen, die an 
keine Bedingung geknüpft sind also den ganzen unendlichen Saum 
erfüllen, hinzuzufügen. Von diesem Gesichtspunkte aus erscheint 
also der unendliche Raum als Gruiidgebilde der dritten Stufe. Die 
Elemente des Gi'undgebildes dritter Stufe sind m dreifach unend- 
licher Anzahl und dreierlei Äi-t, nämlich Punkte, Strahlen und 
Ebenen. Das Grundgebilde dritter Stufe enthält alle Grundgebilde 
der ei'stcn und zweiten Stufe, überkaupt alle geometrischen Gebilde. 

Eintheilung der geometrisclien Betraclitungeii. 

4. Entsprechend der' Eintheilung der geometrischen Grund- 
gebilde nach drei Stufen, zerfällt die Geometrie in drei Abtheilungen: 
die Geometrie der Grundgebilde erster Stufe, jene der Gebilde 
zweiter Stufe und die Geometrie des Grundgebildes dritter Stufe. 
Die Geometrie der Gebilde erster Stufe beschäftigt sich mit den 
Beziehungen der Elemente einer Punktreihe, eines Ebenenbü seheis 
oder Strahlenbüschels. Die Geometrie der Gebilde zweiter Stufe 
zerfällt, je nachdem sie das ebene System oder das Bündel zum 
Gegenstande hat, in die Geometrie der Ebene (Planimetrie) und 
die Geometrie des räumlichen Bündels. Den Abschluss bildet dann 
die Geometrie des Gebildes dritter Stufe, die Geometrie des Raumes. 
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Erstes Kapitel. 

"Bostimmuug der Elemente der Grundgobiide erster Stufe. 

5. Eine Punktreihe als Gcsammthcit aller auf einer Geraden 
liegenden Punkte ist bestimmt, sobald man diese Gerade, die Axe 
der Punktreihe oder zwei Elemente, d. h. zwei Punkte der Punkt- 
reihe kennt ; die Axe ist in dem letzteren Falle die gerade Ver- 
bindungslinie der beiden Piinkte. 

Ebenso ist ein Ebenenbüechel bestimmt, entweder durch directo 
Angabe der Axe desselben oder durch awei willkürliche Elemente, 
Ebenen, desselben; die Axe erscheint als 8chnittlinie der beiden 
bestimmenden Elemente. 

Ein Strahlenbüschel ist gegeben, wenn zwei Strahlen desselben 
gegeben sind, deren Schnittpunkt als Scheitel und deren Ebene 
als zweiter Träger des Büschels erscheint. Ebenso kann ein Büschel 
durch Angabe seiner Ebene und des in derselben liegenden Scheitels 
bestimmt werden. Die sämmtlichen Punkte einer geraden Punkt- 
reihe kann Inan als die Lagen eines sich auf der Axe bewegenden 
Punktes betrachten. Von einer Lage a ausgehend, kann man die 
Bewegung des Punktes in der einen oder der entgegengesetzten 
Richtung ins Unendliche vorsichgehen lassen. 

Die gegenseitige Lage der Punkte einer Punktreihe bestimmen 
wir durch die von den Punkten derselben begrenzten Theile der 
Axe, durch die Strecken. Zwei Punkte Xyy bestimmen eine Strecke. 
Dieselbe kann von einem beweglichen Punkte in doppelter Richtung 
durchlaufen werden, entweder in der Richtung ..von x gegen y, 
dann soll sie mit xy, oder in der direet entgegengesetzten Richtung 
von y gegen x, dann soll sie mit yx bezeichnet werden. 

In jedem Strahle haben wir also zwei Bewegungsrichtungen 
zu unterscheiden; zum Unterschiede soll die eine als die positive, 
die andere als die negative bezeichnet werden, und die in positiver 
Richtung durchlaufenen StreckeJi sollen ebenso als positiv , jene 
in negativer als negativ betrachtet und in Rechnung eingeführt 
werden. 
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Dieser Beetimmmig gemäss ist 

yx = — xy (1) 

oder : __ 

xi/-\- yx = o (2) 

Die erste Gleichung sagt, dass eine Strecke ihr Vorzeichen 
ändert, wenn man deren Anfangs- und Endpunkt gegenseitig ver- 
tauscht; die zweite Gleichung läset eine mechanische Deutung zu, 
sie sagt dass die I jagen Veränderung eines bewegKchen Punktes, 
welcher von x ausgehend nach y gelangt und sich wiederum von 
y nach Ji zurückbewegt, gleich Null ist. Aus demselben Grunde 
ist, wenn a, h, c, d . . . . kl beliebig' viele Punkte der Punktreihe 
sind: 

ah -\-hc-^iid+ . . . .-Jrkl -\-la = o (3) 

oder r 

ab ^ bc-^ cd+ . . . .-<rU= ~la = al . . . .(4.) 

"Wenn man auf der Geraden einen festen Punkt o, den Anfangs- 
punkt beliebig wählt, so ist die Lage eines veränderlichen Punktes 
X der Geraden bestimmt, sobald man die Strecke ox dem Werthe 
und dem Zeichen nach kennt; letzteres gibt an, auf welche Seite 
vom Anfangspunkte o angefangen, die absolute Länge ox aufzutragen 
ist, vorausgesetzt dass früher bestimmt ist, welcher Sinn in der 
Geraden als der positive etwa zu betrachten ist. Die Strecke ox 
wird die Abscisse des Punktes a; genannt. Die Strecke xy drückt 
sich durch die Abscissen ihrer Begrenzungspunkte in der Form ; 

xy = oy — ox (5) 

aus. Denn nach (4) ist xy =^ xo -\- oy, woraus mit Berücksichtigung 
von (1) sofort die Gleichung (5) folgt. 

Wenn iii der Mittelpiinkt der Strecke xy ist, so hat man 

zunächst - — = core = iny oder my =^ — mx; ferner ist nach (5) 

Qx =3 om -\- rnx oy =: om -\- my ^^ om — mx 
somit durch Addition 

o^ -f oy ,^-, 

om = ^ (6) 

und durch Multiplicatiou 
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Vier beliebige Punkte a, h, c, d der geraden Puiiktreilie erfüllen 
immer die Eelation: 

ah .cd -\- bc . ad ^ ca .bd ^ . . . . (ß) 
denn aus den Gleichungen 

(^ := ad -}- db 

bc = bd -}- de 

oa = od -\- da 

erhält man dnrcli Multiplication mit cd, ad, hd respectiTe und durch 

Addition (bei Berücksichtigung , dass z. B. ad .cd -\- de .ad = 

ad [cd -]- de] ^ ist) sofort die Gleichung (8). 

Die Gleichrrng (8) kann man noch in drei weiteren Formen 
schreiben, wenn man die Punkte «, h, c, d cyklisch vertauscht. 

Durch Multiplication der drei letzten Gleichungen erhält man 
überdies die Relation: 

- — ah .bc .Ca ^ ab . cd^ -\- bc . ad^ -^ ca .bd . . , . (9) 
welche, wie man sich leicht überzeugen kann, auch dann noch 
gütig ist, wenn der Punkt d ausserhalb der Geraden ahc liegt. 

6. Von einem Strahle X eines Strahlenbüschels kann man zu 
einem zweiten Strahle Y dadurch gelangen, dass man X um den 
Scheitel so lange dreht, bis dieser Strahl mit Y zusammeniällt. Bei 
der Drehung durchlauft X einen Winkel, welcher mit XY bezeich- 
net werden soll. Die Drehung von X kann jedoch entweder in dem 
einen positiven oder dem anderen negativen Drehungssinne erfolgen, 
so dass durch das Symbol XY zwei Drehungswinkel bezeichnet 
erscheinen , ein positiver und ein negativer. Um die hieraus ent- 
springende Mehrdeutigkeit zu beseitigen , denken wir uns den 
Seh eitel des Büschels als Anfangspunkt in den beiden Strahlen 
X, Y (dieselben als Axen von Punktreihen betrachtet) und dem- 
gemäss in beiden Strahlen die positive und die negative Richtung 
fisjrt. Dann soll das Symbol Xy jenen Winkel bedeuten, den der 
Strahl X um den Scheitel in einem bestimmten, z. B. positiven 
Di'ehuugssinne durchlaufen muss, damit seine positive Richtung mit 
der positiven Richtung von Y zusammenfallt. 

Es ist dann offenbar immer 

Z_ XY+ l_ rZ= 360" = 271 (1) 

Der Strahl X geht in sich selbst über, sowohl was seine Lage 
als auch die in ihm auftretenden zwei Bewegungsrichtungen betrifft, 
wenn man ihn entweder ungedreht belässt oder aber ihn um 360, 
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Be9lJraniung det Bleraente der Gi-nndeebilde mstec Stnfn. U 

2 , 360, .,.,«. 360 =: 2)iit in dem einen oder dem anderen Sinne 
dreht, es ist also 

wobei n irgend eine ganze Zahl bedeutet. Die Gleichung (1) kann 
man also ersetzen durch : 

^xi'+^« = ±2«,....(r) 

oder flir 11 = 

/_XY+ /^ rz=o....(2) 

oder 

^YX = ^ /_XY 

Ebenso iet, wenn ÄBCD .... KL belicl)ig viele Strahlen eines 
Büschels sind: 

^ÄB + ^BC + /_CD-i-.... +/_KL -±Z.LA = dz2nT. = o....l3) 
oder 

I dz^nr. -/_LA = /_AL-h2n'K 

Setzt man in einem Büschel einen gewissen Strahl als 
Anfangsstrahl fest, so drückt eich der Winkel zweier Strahlen X, Y 
durch deren mit dem Anfangestrahle gebildeten Winkel / OX, 
/_0Y in der Form 

/_ ^y=^ Z_ OY— l_OX (5) 

aus, welche G-leichung eine unmittelbai'e Folge der Gleichungen 

/_XY = l_XO -^ l_OY 
und 

/_X0^ l_ OX = 
ist. 

Wenn der Strahl Y auf dem Strahle X senkrecht steht so ist 

/_ ÖY= l_ OX -1-90« (5') 

Der Halb irungs strahl H des Winkels XY ist gegeben durch 
/_ XH= /_ HY oder /_RY= — /_HX und da 

/^OX = l,OH-\-l^HX \ 

1_0Y = Z_0H^/_HY=:/L0H-/_IIX\"- 
so folgt durch Addition 

Wenn man auf die Gleichungen (a) die Formel dn (« ± 5) = 
sin acosh ±sinh cos a anwendet, die Resultate multiplicirt und die 
Cosinus durch die Sinus ausdrückt, so erhält man : 



^ OX. sin OY^dn WH — sin 4 ] 



■(7) 
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10 Bmtea Kapitel. 

Wenn A, B, C, Z) vier beliebige Strahlen eines Strahlenbüschels 
sind, so ist immer: 

sin AB . mi CD + dn BC . dn AD + dn CA . sin -BD — o (8) 

wovon man sich überzeugt, wenn man die rechten Seiten der 
Gtleichnngen 

sin AB = sin {AD -^ DB) 

dn BC = sin {BD + DC) 

dn CA = sin (CD + DA) 

entwickelt, mit dn CD, dn AD, sin BD respectivc multipiicirt und 

addirt. Aus (8) erhält man durch cyklisehe Premutatioii der vier 

Strahlen, drei neue Gleichungen. 

7, Die im letzten Artikel entwickelten Gleichungen gelten bei 
denselben Voraussetzungen auch für ein Ebenenbüschel. Jede Ebene 
des Büschels wird durch die Axe desselben in zwei Halbebenen, 
die positive und die negative getheilt; von einer Ebene | kann 
man au einer zweiten Ebene 'i) durch Drehung um die Axe des 
Büschels gelangen und zwar entweder in dem einen, positiven, oder 



ven Drehungssiune. Unter /_ ^y; 
Lven Drehungssi nncs vei'Standen 
damit ihre positive 



dem dii'ect entgegengesetzten negativ 
soll der Drehung s Winkel des positiv 
werden,, den die Ebene % beschreib 

Halbebene mit der positiven Halbcbene von r, zusammentallt. 
dann die sämmtlichen Gleichungen des vorhergehenden Artikels 
auch gelten, wenn man die lateinischen Buchstaben durch kleine 
griechische ersetzt, d. h. wenn man vom Strahlenbüschei zum 
Ebenenbüschel übergeht, ist unmittelbar klar. Denn die einzelnen 
Ebenen ^, r, . . . . des Ehenenbüschels werden von ii'gend einer 
festen zur Büschelaxe senkrechten Ebene in Sti'ahlen X', Y . . . . 
geschnitten, welche sämmtlieh durch den Schnittpunkt dieser Ebene 
mit der Büschelaxe hindurchgehen, also ein Strahlenbüschei bilden, 
und zwar ist nun der Winkel der beiden Ebenen ^r, dargestellt 
durch den Winkel der beiden Strahlen XY, in denen dieselben von 
jener festen Ebene geschnitten wei'den, so dass wir die Gleichung 
/_&<! = Z_-^^ haben. Alle Eelationen, welche in dem Sferahlen- 
büschel XY . . . . stattfinden, gelten daher auch für das Ebenen- 
büschel ^1] . . . . 

8. Ein variabler Punkt x einer Pnnktreihe, deren Axe A sein 
möge, bestimmt mit zwei festen Anfangs- oder Grundpunkten a, b 

zwei Strecken ax, bx, deren Verhältnisse -—- man das ITieilverhält- 

bx 
niss des Punktes x bezüglich der beiden Grund- oder Fundamental- 
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punkte a, i nennt; hierbei ist a (im Zähler vorkommend) als der 
erste und h (im Neuner vorkommend) als der zweite Fundamental- 
punkt au betrachten. 

Die beiden Grundpunkic a b bestimmen eine Strecke , die 
Grund- oder Fundamentalstrecke, und es ist klar, dase für alle 
Punkte X, welche dieser Strecke angehören, also zwischen den 
Punkten a, h liegen (innere Punkte), die beiden Strecken ax, bx, 
aus denen das Theilverhältniss gebildet ist, voi'schiedene Vorzeichen, 
weil entgegengesetzte Richtungen haben werden, so dass der Quotient 



—- für alle inneren Punkte 

bx 

der Grundstrecke 



speciell 



bx 



r wird. Für den Halbirungspunkt 
: — 1. Wenn x mit a zusammcn- 



; und wenn x mit 6 zusammenfällt, 



fällt, wird ax ^ 0, alsi 
wird bx = o, also — - 

Für alle Punkte, welche ausserhalb der Grundstrccke auf Ä 
liegen, sind beide Strecken ax, bx desselben Sinnes, also das Theil- 
verhältniss -~ für alle solche Punkte (äussere Punkte) positiv. Wenn 
ein äusserer Punkt auf der Seite von b liegt, so ist absolut ax >■ bx, 
somit T~" >■ 1 j wenn dagegen der äussere Punkt x auf der Seite 
von a liegt, so ist dem absoluten Werthe nach ax <; hx, "somit das 

Theilverhältniss — ■< 1. 
bx 
Da jeder Punkt der Punktreibe die beiden Strecken ax, ix, 
sowohl der absoluten Länge als dem Zeichen nach, vollkommen 

durch 



bestimmt, so ist auch der Werth des Theil Verhältnisses 



ix 



den Punkt x unzweideutig gegeben, d, b. jedem Punkte der Punkt- 
reihe entspricht bezüglich zweier Fim dam entalp unkte ein einziger 
Theilverhältnisswerth. Aber auch umgekehrt ist durch den Werth 
des Theilverhältnisses die Lage des 'zugehörigen Punktes unzwei- 
deutig bestimmt, denn aus 

ax =^ ah ~{-bx 
folgt 

fax\ (ab^ 

und hieraus 



(2). 



\hx) 
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90 dass durch den Wcrtli I - I beide Äbsdsseii ax, bx eindeutig 
bestimmt erscheinen. 

Von besonderer Wichtigkeit ist das Verhalten des Theilver- 
hältoisses für den Fall, dass sich der Punkt x auf der Axe Ä 
unendlich entfernt ; man erhält sowohl für lim has ^r= -\- (x> als auch 

für Um ix ^= — oo den Werth Um ~ :^ 1 d. h, der Werth des 

bx 
Theilverhältnisses nähert sich der positiven Einheit, wenn sieh 
der Punkt in der einen oder in der anderen Richtung anendlich 
entferat. 

Da wir früher gezeigt haben , dass jedem Th eil Verhältnisse 
nur ein einziger Punkt entspricht, so wollen wir, um dieses und 
das soeben erhaltene Ergebniss in Einklang zu bringen, auch dem 
Theiiverhältnisswerthe -]- 1 einen einzigen Punkt als entsprechend 
betrachten, d. h. wir "machen die Annahme (oder acceptiren die 
geometrische Redensart), dass es auf der Axe A nur einen 
unendlich weiten Punkt gibt, zu welchem man gelangt, wenn 
man einen Punkt auf der Axe. J. entweder in der einen oder in 
der anderen Richtung ins Unendliche sich entfernen läset, eine 
Annahme, welche noch durch eine ganze Reihe bald folgender 
Fundamentalbetrachtungen begrändet werden wird. Von diesem 
Standpunkte aus (oder nach der angenommenen Redeweise), haben 
wir also jede Gerade als nur einen unendlich weiten Punkt ent- 
haltend, also als eine in sieh geschlossene Linie zu betrachten. 

Um einen Ueber blick über den Verlauf des Werthes des 
Theilverhältnisses au erhalten, denken wir uns die ganze geschlossene 
Axe A von dem beweglichen Punkte x durchlaufen ; derselbe gehe 
von a aus, bewege sich über b ins Unendliche und kehre dann 
von der anderen Seite aus dem Unendlichen gegen a zurück ; in sei 
der Mittelpunkt der Fundamentalstrecke ab. Der Werth des Theil- 



und kleiner als die Einheit (weil absolut ax <C. hx) , in m ^^ ^ — 1, 
zwischen m, und b negativ und grösser als die Einheit ; in h springt 

der Werth -— von — oo nach -\- co über, erhält von b bis ins 

hx 
UnendUche positive gegen die Einheit convergirende Werthe, wird 
für den unendlich weiten Punkt gleich -|- 1, und' kehrt von der 
anderen Seite durch die positiven echten Brüche von -)- 1 zurück 
zu dem Anfangswerthe Null, 
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Beatiinmuug der Elemente der Grundgeljüde ei-stsr Stufe, (3 

9, Einen ganz ähnlielien Parameter kann man auch zur Be- 
stimmung der Elemente eines Strahlen- oder Ebenenbüschels ein- 
führen. Es seien Ä, B zwei feste Strahlen eines Büschels oder zwei 
feste Ebenen eines Ebenen büschels ; X ein veränderlicher Strahl 

sin ÄX 
oder eine Ebene desselben Büscheis. Den Werth z-rr nennt 

sm BX 
man das Theilverhältniss des Elementes X bezüglich der Grund- 
oder Fimdamentalelemente A, B (Ä als erstes, B als zweites Gmnd- 
element). Wenn sich das variable Element X von der Lage A aus- 
gehend um den Scheitel, respeetive Axe in positivem Sinne herum* 

dreht so durchlauft der Werth ■■ - „ ■ dieselben Werthe wie das 
Theilverhältniss — bei der im vorigen Artikel betrachteten Be- 
wegung des Punktes x. Es ist zunächst für X ^^ A dn AA =^ o 
und daher auch das Theilverhältniss des ersten Grundelementea 
gleich Null; für alle zwischen A, B liegenden (inneren) Elemente 

dn AX 
haben dn AX sin BX entgegengesetzte Vorzeichen, daher ist — : — — — 

sin BX 
negativ. Für das Element H, welches den (inneren) Winkel AB 

halbirt, ist = — 1, für alle zwischen A. und U liegenden 

' dnBH ' _ * 

Elemente ist dem absoluten Werthe nach dn AX -< sin BX, daher 
das Theilverhältniss ein echter negativer, und aus ähnlichen Gründen 
für alle zwischen ff und B liegenden Elemente ein unechter negativer 
Bruch; föllt X mit B zusammen, so wird dn BX ^ o, daher, der 
Werth des Th^il Verhältnisses gleich ± oo. Für alle ausserhalb des 
Winkels AB liegenden (äusseren) Elemente haben dn AX und dn BX 

■. , . sinAX ,. 

gleiches Vorzeichen und es ist das Theilverhältniss — ; — —:rr positiv. 

Für das auf H senkrechte Element H', welches den äusseren Winkel 
von AB halbirt, ist dn AH' — dn BH\ daher das Theilverhältniss 

— ; =■ 1. Für alle zwischen B und H' liegenden Elemente ist 

das Theilverhältniss (weü dnAX'>dnBX) gi-össer, und für alle 

zwischen H' und A liegenden Elemente ist es kleiner als die 
positive Einheit. 

Um die Lage des Elementes X zu fixiren, genügt es, den 
dnÄX 

Werth des Theilverhältnisses ".—^^ z" kennen; denn aus den 

zwei Gleichungen — — = a, AX -\- XB ^ AB können die 

mn BX 
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14 



beiden Winkel ÄX, iJZ bestimmt werden, von denen schon einer 
genügt, um die Lage des Elementes X zu üxiren. 

10. Wenn die TLeilverhältnisse zweier Elemente in Bezug 
auf zwei Grün delem eilte sich nur durch das Vorzeichen unter- 
scheiden, so nennt man die heiden ersteren Elemente harmonisch 
eonjugirt in Bezug auf die letzteren. Die beiden Grundelemente 
bilden mit den zwei harmonisch eonjugirten ein System von vier 
harmonischen Elementen,' Sind a, b die tirundpunkte einer 
Reihe und x, y zwei harmonisch conjugirte Punkte, so ist 



ay 



^ . 



hx 



hy hx 1)1/ 



Ebenso ist für vier hai^monische Strahlen oder Ebene 

sin AX sin AY , sin AX 

sin BX 
Da 1 



oder - 



- + - 



in BY sin BX ' dn BY 

die letzten Gleichungen offenbar auch in 






iXA 



nXB 



i YA 



i YB 



ya yb 

schreiben kann, so sind, wenn x, y oder X, Y als Grundelemente 
betrachtet, die Elemente a, b respective A, B hai-monisch eonjugirt, 
bezüglich der ersteren. 

Da sich die Th eil Verhältnisse harmonischer Elemente nur durch 
das Vorzeichen unterscheiden, so ist das eine immei' positiv und das 
andere immer negativ, d. h. von den beiden harmonischen Elementen 
X, y ist das eine bezüglich der Grundelemente a, b ein inneres und 
das andere ein äusseres Element, oder die Grundelemente werden 
durch je zwei harmonische Elemente getrennt. 

Wenn also aixy vier harmonische Punkte einer Punktreihe 
oder vier harmonische Strahlen (Ebenen) eines Büschels sind, und 
wenn etwa x zwischen a, b liegt (ein inneres Element ist), so muss 
y ausserhalb liegen (ein äusseres Element sein). 

Wenn die beiden Grundelemente a, b und ein drittes Element 
X gegeben sind, so ist zugleich das dem letzteren bezüglich der 
beiden ersteren haraionisch conjugirte Element y vollkommen be- 
stimmt. Denn das mit entgegengesetzten Zeichen genommene Theil- 
verhältniss ■ von x ist das Theilverhältniss von y, wodurch, da x 
gegeben ist, auch y unzweideutig bestimmt erseheint. Es sei Z, das 
Theilverhältniss von x und r, jenes von y dann ist, wenn x, y 
harmonische Elemente sind, % -\-- -ri ^= o und es muss, wenn ^ ^= o 
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wird, d. h. w^mi x mit a zusammenfällt, auch vj = o sein, d. h. 
auch 1/ mit a zusammeiif allen ; und wenn ^ = dr co wird, ä. h. wenn 
X mit h Busammenföllt , auch *] ^= =F oo werden, d. h. es rauas y 
auch mit 6 ideatiseh werden. Jedes der beiden Grundelemente ist 
also aieli selbst harmonisch eonjugirt. 

Wenn ^ ^^ — 1 ist, so wird i/ ^ -|- 1 ; hiej-aus folgt mit Rück- 
sicht auf die letzten Artikel, dass dem Halbirungspunkte der Fun- 
dämentalstrecbe der unendlich weite Punkt harmonisch zugeordnet 
ist, nnd dass im Büschel {Strahlen oder Ebenenbüsehel) die beiden 
Halbirungselemente (Winkelhalbireude) harmonisch eonjugirt sind. 

11. Wenn a5 in Fig. 1 die Gmndstrecke nnd x einen beliebi- 
gen Punkt darstellt, so ist das TheilTerhältniss ^ von x gleich dem 



Verhältnisse der Strecken - 



hx 



s StreckenverhältnisB kann noch 



auf unendlich viele Arten durch Pai'allelstrecken ausgedrückt werden. 
Zieht man dnreh die Fundamentalp unkte a, h zwoi beliebige parallele 
Strahlen P, Q und durch x eine willkürliche Transversale, welche 
P, Q in a, b' respectivo schneiden mfige , so ist offenbar ^ auch 

gleich — — nnd die beiden Strecken aa', bh' werden für alle äusseren 
Punkte X gleich — mid für alle inneren Punkte entgegengesetzt 
gerichtet sein. 

Um also den Punkt x zu finden, welcher ein gegebenes Theil- 
Terhältniss ^ =: — besitzt, braucht man nur aa', bh' respective zu 
m und n proportional zu machen und a'h' zu ziehen, diese Gerade 
trifft die Axe der Punktreihe in dem gesuchten Punkte x. 

Um also zu den drei Punkten a, b, x den vierten harmonischen 
Punkt y zu finden, hat man nur eine der beiden Parallela trecken, 
zter Richtung gleich bb" zu machen und 
de trifft die Axe der Punktreihe in dem 

aw ax 

es ist nun offenbar —-=:-— -— . J<,ine 
by bx 

andere , auf allgemeineren Eigenschaften gegrtiudote Construction 
werden wir später kennen lernen. 

Aus der angeführten Construction des vierten harmonischen 
Punktes folgt auch das Schlussresultat des vorhergehenden Artikels. 
Denn es ist aus Fig. 1 sofort ersichtlich, dass, wenn sich einer der 
Punkte X, y einem der Grimdpunkte nähert, dasselbe mit dem 
anderen jener Punkte der Fall ist; und wenn einei' der Punkte 



ah" zu ziehen, diese Gera 
gesuchten Punkte y. Denn 
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16 Erstes Kapitel. 

X, y ins Unendliche rückt, so wird der zweite der Halbirungspuiikt 

ax ay 

der Grundstrecke ah. Die Gleichuns ^ 4- vi == o oder t~ + T~ = <", 

bx oy 

welcher vier harmonische Punkte genügen müssen, kann man auch 

in folgende Form kleiden. Setzt man 

^'S- 1- nämlich statt bx und hy, respective die 

y-T^ identischen Ausdrücke ba -\- ax, ba + ay 

■, . und bemerkt, dass ha =^ — ah ist, so 



y~'- 



■_ay_ 



_ ergibt sich ab . 

uj: . 1*1/ 
Wenn man mit o den Halbirungs- 
punkt der Urundstrecke «6 bezeichnet, 

j kann die harmonische Relation in der Form 



1 



1 



..(1) 



geschrieben werden. Ebenso ' 



i'hält man die 
_ 1 
" So 



(!■) 



12. In ähnlicher Weise kann das Theilverhältniss eines Strahles 



X bezüglich der beiden Gr 



indstrahlen A, B eines Sirahlenbüschels 
o als ein Streckenverhältniss construirt 
werden. Zieht man nämlich durch einen 
beliebigen Punkt f von X (Fig. 2) zu 
A, B Parallele, welche diese Strahlen 
respective in b, a treffen, so ist aus C^opa 

sin aop ap , sin AX ob 

-. — --■- = — oder . = — . 

sin afo oa sin BX oa 

Da der Schnittpunkt m von ab mit 
X der Halbirungspunkt von ah ist, so 
hat man, um den einem gegebenen Theil- 
Verhältnisse — entsprechenden Strahl zu 
finden, den Werthen n, m respective 
proportionale Strecken oa, ob auf A, B vom Scheitel o aus aufzu- 
tragen und den Halbirungspunkt m von ab mit dem Büschelscheitel 
o zu verbinden. Bei dem Auftragen der Strecken oa, ob hat man 
dafür zu sorgen, dass X für einen positiven Werth von — 




und für einen negativen Werth ein innerer Strahl wird. 
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EfEliraiming der Bleracnts der Giimaget>üa6 eisler Stnte. 17 

Um zu den di'ei Strahlen A, B, X den vierteji harmonisclien 
Strahl ¥ zu finden, conatruirt man zunächst wiederum daa Parallelo- 
gramm oaph und trägt eine der in o zusammenstossenden Seiten, 
z. B. oa in entgegengesetzter Richtung von o aus auf; hiedurch 
erhält man auf Ä den Punkt a', so dass a'o = oa wird. Zieht man 
nun a'b und verbindet den Halhirungapunkt m' dieser Strecke mit o, 
so erhält man einen Strahl Yj für welchen dem absoluten Werthe 

sin AY sin ÄX . ■■,-,, a r, 

nach offenbar = — — - — ist und weicher, weil durch A, B 

sin BY sm BX 

von X getrennt, der zu X harmonisch conjugiiie Strahl ist. 

Die Betrachtimgen dieses Artikels gelten auch fiir ein Ehenen- 
hüschel, wenn man die Fig. 2 als Schnitt desselben mit einer zu 
seiner Axe senkrechten Ebene betrachtet. 



Zweites Kapitel. 

Das Doppelvei'hältniss. 

13. Wenn zu den zwei Fuodamentalelementen a, h zwei weitere 
s c, d desselben Gebildes hinzutreten und f, S deren Theilver- 
e bezüglich ab sind, so nennt man das aus den Theilverhält- 
nissen gebildete Verhältniss 7 ;'o das Doppelverhältniss oder die 
anhai-monische Function der vier Elemente a, b, c, d und bezeichnet 

es mit (abcd). Es ist also für Punkte (ahcd) ^ -— ; -— und für 

slnAC sin AD ^« ^'^ 
Strahlen oder Ebenen {ABCD) = , ; - - .— --. 

Wenn das Doppel verhältniss den M^erth — 1 erhält, so muss 
S = — Y sein, d. h. die vier Elemente ahcd sind haj-monisch und 
umgekehrt: wenn a, h, c, d vier harmonische Elemente sind 
(a zu h und c zu d conjugirt), so ist (ahcd) ^ — 1. 

Verschwindet das Doppelverhältniss , so ist entweder y = 
oder 3 = 00, d. h. es föllt entweder das dritte Element c mit dem 
ersten a oder das vierte d mit dem zweiten i zusammen. Wenn 
das Doppelverhältniss imendlich gi-oss wird, so wird entweder -|- = 00 
oder S = 0, d. h. es fällt entweder das dritte lElemönt mit dem 
zweiten oder das vierte mit dem ersten zusammen. W enn endlich 
{ahcd) = 1 ist, so muss Z ^ -f sein, d. h. es muss das vierte 
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Element mit dem dritten zusammenfallen; beide c und (^ sind dat 
identisch. 

14. Der Wertli des Doppel Verhältnisses hängt von der A 
Ordnung der vier Elemente ab ; denn wenn i 



30 ist (acbd) =; 



er Elemente ab : 
ab ad 



idcrer Wei'th. Aus vier Elementen 



a, h, c, d kann man vi erun dz wanzig Permutationen bilden und dem- 
gemäss auch vierund zwanzig Doppel Verhältnisse. Von diesen sind 
jedoch je vier einander gleich, so daes nur sechs von einander ver- 
schiedene Doppelverhäitnisswerthe übrig bleiben. 

„Ein Doppeiverhältniss bleibt ungeändert, wenn man entweder 
das erste Elemeutenpaar mit dem zweiten vertauscht oder wenn 
man die Elemente des ersten Paares gegenseitig vertauscht und 
gleichzeitig die Elemente des zweiten Paares." 

Es genügt von der Punktreihe zu sprechen, da man bei Strahlen- 
und Ebenenbttseheln einfach die Silbe dn vorzusetzen braucht. Nun 
ist, wenn man den Werth (ahcd) = h setzt, offenbar 

(cdab) 



da 


db 


Sc 


hd 


bd 
" "ad 


fc 


"" Sc 


ad 
bd' ~ 



{lade) 

ind daher auch (dehd) = h. 

Nach dem soeben bewiesenen Satze gi-uppiren sich die ' 
.ndzwanzig Doppel Verhältnisse folgender maass en ; es ist 
i) = (hadc) = (dcha) ^^ k 



(ahdc) ^ 
(acbd) = 



ich) = 



bdac) - 
dbae) - 
'hcad) ■■ 



bacd) = 


= («föa) 


cadb) = 


= (dbcd) 


cahd) ^ 


^ (bdca) 


dach) = 


= (ebda) 


dabo) = 


= {bcda) 



Es bleibt also noch die Untersuchung der etwa in der ersten 
Verticalreihe betindlichen Doppelverhältnisswerthe übrig. 

„Wenn die Elemente des ersten oder jene des zweiten Paares 
gegenseitig vertauscht werden, so erhält das Doppeiverhältniss den 
reciproken Werth," j 

In der That ist (abdc) 



(bacd) ^ (abd6) -. 



^'^ ^-^ j.. ■■ ij 



yGoosle 



Unter den sechs Doppelverhältniäsen der ersten Columne sind 
also drei Paar reeiproker Doppelverhältnisse, nämlich; 

''"'^ = j^- '•"""''> = i;^- ^"•""'^ = 1^ 

Die Wei-the zweier Doppel Verhältnisse, welche sich nur durch 
die Stellung der mittleren oder der äusseren Elemente unterscheiden, 
geben die positive Einheit zur Summe (complementiire Doppel- 
verhältnisse). 

Nach Gleichung (8) des Art. 5 hesteht zwischen irgend vier 
Punkten einer geraden Punktreihe die Relation 

ab . od -\- hc . ad -i- ca . hd = o 
oder 

ah .cd, ca .bd 

hc .ad hc . ad 

oder aber 

(abcd) + {acbd) = 1 

Bei Vertauschung der äusseren Elemente ergibt sich (dhca) = 
(bdac) = (acbd) also ist auch 

{abcd) + {dhcd) = 1. 

Auf Grund der soeben bewiesenen Kelatioflen kann raan von 
einem der sechs Doppelverhältniase der ersten Columne ausgehend 
die fiinf übrigen durch dasselbe aasdrücken. Wenn wiederum 

(cAcd) = h gesetzt wird, so hat man (abdc) ^= ■— , (acbd) ^ 1 — h, 
1 1 ft — 1 A h 

Man kann somit aus vier Elementen eines Grundgebildes erster 
Stufe sechs von einander verschiedene Doppel Verhältnisse bilden ; 
dieselben gruppiren sich in drei Paar reciproke und drei Paar com- 
pleraentäre Werthe. Wenn man einen der sechs Werthe mit h be- 
zeichnet, so sind die übrigen fünf ausgedrückt durch: — , 1^ — Ji, 
1 h — 1 k '' 

i—k' h ' 7i— 1" 

1 h — l 

Die drei Werthe h, , , von denen keine zwei 

1 — h k 
reciprok oder complementär sind , nennt man die drei Grnnd- 
(Fundamental-)Doppelverhältniss werthe der vier Elemente a, h, c, d. 
Wenn von den drei Gmndwerthen zwei einander gleich sind, so 
sind sie auch dem dritten gleich und man nennt das System der 
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vier Elemente a, h, c, d ein äquianharmoniBches. Denn aus 

1 k — 1 

h = — folgl^ Ä^ — A + 1 = 0, woraus A = — - — folgt. Für 

die drei reciproken einander offenbar auch gleichen Doppel Verhält- 
nisse erhält man dieselbe Gtleichung I T | "~ ( "V ) "H 1 = '^- 

Wenn aJao vier Elemente ein äquianharmonisches System bildon, 
so sind drei von den sechs Doppelverhältnissen gleich der einen, 
und die drei anderen gleich der anderen imaginären Cubikwurzel 
aus der negativen Einheit. *) 

15. Wenn der Werth des Doppe! Verhältnisses (ahcd) von vier 

Elementen gegeben, ist — ^ m, und wenn man die drei Elemente 

a, i, c oder a, h, d ebenfalls kennt, so ist durch den Doppelver- 
hältnieswerth'^ (ö auch das vierte Element d oder c bestimmt, denn 

ans dem bekannten Th eil Verhältnisse ä = — , rospective y = 3üj, 
kann das Element d, respective c in bekannter Weise construirt 
werden. Man kann daher das Doppelverhältniss ebenso wie das 
Theiiverhäitniss als eindeutig bestimmenden Parameter der Elemente 
eines Grundgebildes erster Stufe benutzen. 

In der That kann man das Theiiverhäitniss als einen speciellen 
Fall des Doppelverhältniss es betrachten, wenn man das vierte Element 
d als fest und so annimmt, dass sein Theiiverhäitniss 3 = 1 wird 
(in der Punktreihe ist dann d der unend- 
lich weite Punkt, im Büschel der äussere 
Halbirungsstrahl, respective Halbirungs- 
ebene). Das Doppelverhältniss w = 

(ahcd) = — = geht dann offenbar in 
den Werth ■■(, das Theiiverhäitniss von c 
bezüglich aJ> über. 

16. Wenn man vier Punkte einer 
Punktreihe a, b, c, d (Fig. 3) mit einem 
beliebigen ausserhalb der Axe T liegen- 
den Punkte o durch die Strahlen Ä^ B, C, D verbindet oder um- 
gekehrt die vier Strahlen A, B, C, D eines Büschels mit einer 
nicht durch dessen Scheitel o gehenden Transversalen T in den 

*) Die aus h!^ — h -|- 1 ~ o fliessenden Wertlie geniigen tiSralicili wie bekannt 
der Gleichung' /i^ = — 1. 
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Sae DoppelveiMItoiss, 21 

Punkten a, b, c, d respective zum Schnitte bringt, so ist das Doppel- 
verbältnisH der vier Strahlen gleich jenem der vier Punkte, d. h. 

sin AC dn AD ae ad 

{ABCD) = (abcd) oder . , _ : ^-^77 ^ 1" = 7^- 

Es sei p die Länge des von auf T gefällten Perpendikels. 



Dann ist: 






2 , A aoc = ac .p = ao. co sin AC 




2 .Aboc = bc .j) = bo . CO sin BC 




2.Aaod = ^ .p =~aü.do sin AD 




2.Ahod = bd.p = bo .dosin BD 


daher ist 






ac ao sin AC ad ao sin AD 




bc ~' bo ' sinßC bd ^ bo ' sin BD 


und somit 






uc ad siuAC sin AD 




bc ' bd ^ sin BC ' sin BD 


wie behauptet wurde. Hiemit ist der folgende geometrische F 



mentalsatz nachgewieeen : 

„Das DoppelverTiältniss eines vi&i'stnMigen Büschels ist gleich dem 
DoppelverhaUniss jedm- vierpwiktigen Beihe deren Punkte in den Strahlm 
jenes Biischds liegen v/nd timgekehrt: das Doppelverhältniss einer vier- 
jninktigen Reihe ist gleich dem D(^pelverhäUniss jedes vierstrahligen 
Biischds, dessen Strahlen durch die Punkte jen^' Beihe hindurchgehen." 

Wenn man also ein Büschel von vier Strahlen A, B, C, D 
mit zwei beliebigen Transversalen T, T respective in den Punkten 
a, b, c, d, a', h', c', d' schneidet, so ist auch (a'b'c'd') = (ahcd), 
weil jedes dieser beiden Doppelverhältnisse gleich (ABCD) ist; d. h. : 

„Wenn zwei tnerpimklige Reihen a, 6, c, d, «', h', c, d' eine 
solche Lage bedtzen, dass <Me Verbindtmgslinien entspt-echender Punkte 
ad, bb', (^^ dd' sich in einem und demselben Punkte o scimeid&n, so 
hohen beide Reihen dasselbe Doppelv&thältniss (sie sind doppelverhält- 
uissgleich)." 

Werden die vier Punkte a, h, c, d einer Punktreihe mit zwei 
beliebigen Scheiteln 0, 0' durch die Strahlen A, B, C, D, A', B', C, D' 
verbunden, so ist {ABCD) = {A'B'C'D'), weil jedes dieser Doppel- 
verhältnisse gleich {abcd) ist. 

„Hohen ziues vierstrahlige Büschel ABCD, A'B'C'D' eine solche 
Lage, dass die Schnüipunkie entsprechender Strahleti {AA'), {BB'), 
(CC), {DD') auf einer imd derselben Geraden liegen, so haben beide 
Büsakel dasselbe Doppelverhältniss," 



y Google 




22 Zweites KiLpitel. 

Hiebet ist es niclit nothwendig, dasa "beide Büschel einer und 
derselben Ebene angehören. 

Es seien a, ß, 7, 3 vier Ebenen eines Ebenenbüschels (Fig. 4) 
mit der Axe T\ A, B, C, D seien die Schnittlinien dieser Ebenen 
mit einer beliebigen nicht durch 
T gehenden Ebene w, so werden 
diese Strahlen offenbar ein in u 
liegendes Strahl enbü sehe! bilden, 
da sie durch den Schnittpunkt o von 
T und (0 hindurchgehen müssen. 
Wenn u)' eine au T senkrechte 
Ebene ist und Ä, B\ C", 1/ ihre 
ebenfalls ein Büschel bildenden 
Schnittlinien mit a, ß, y, S, so 
werden die von den Ebenen a, ß, 
Y, ä gebildeten Winkel gemessen 
durch die respectiven Winkel der Strahlen A', R, C, D' , so dass 
das DoppelverhältnisB (aßfä) = (A'B'C'D') ist. Nun schneiden die 
Strahlen A', B', C, D' der Reihe nach die Strahlen A, B, C, D 
(weil sie paarweise in den Ebenen a, ß, f, ä liegen) in vier Punkten 
a, h, c, d, welche auf der Schnittlinie der beiden Ebenen w, td' liegen, 
so dass also nach früher Bewiesenem (A'B'CD') = (ABCD) ist; es 
ist also auch («ßfS) = (ABCD), d. h.: 

„ Wenn vier StraMen A, B, C, D eines StraUmbüschels der Reihe 
nach in vier Ebenen a, ß, Y, S emes Ebenenbüschels lieget, oder wenn 
die vier Ebenen des Ebenenbüsdiels dwch die vi&r Strahlen eines StraMen- 
bil^ckels hindurchgehen, so ist das Doppdverhaltniss des EbenenhUsehels 
gleich jenem des StraklenbUsakels." 

Wenn man endlich die vier Ebenen o, ß, f, B eines Ebenen- 
büschels mit einer beliebigen Transversalen zum Schnitte bringt, 
so entstehen auf letzterer vier Schnittpunkte a, b, c, d; legt man 
durch eine beliebige Ebene . w , welche a, ß, f , 8 respective in 
den Strahlen A, B, C, D eines Strahlenbüschel schneidet, so ist 
nicht nur {ahcd) = {ABCD), sondern auch {o$->i&) = (ABCD), daher 
auch (oßYä) = (abad); d. h.: 

„ Wenn vier Punkte a, b, c, d, ein&i- Pmiktreihe in den vier Ebenen 
a, ß, Yf ^ ^"^* Ebenenbüschels liegen od&r die Ebenen des Büschels durch 
die Pwnhte der Beihe hiTidm-chgehen , so sind beide ' Gebilde d&ppelver- 



Alle die letatbewiesenen Sätze kann man in zwei zusammen- 
fassen, wenn man den fUr Elemente entwickelten Begriff der per- 
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spectivisclien Lage in Verwendung bringt. Eine einfache Ver- 
gleichung zeigt nämlich sofort, dass die sämmtlichen Sätze dieses 
Artikels zugleich in den beiden folgenden enthalten sind: 

/. Wenn vier Elemente eines Gebildes pevspecUaisch liegen mit vier 
Elementen eines zweiten Gebildes, so ist das Doppelve^-kfdtmss der ersteren 
gleich jenem der letzteren. 

IL Wen7i in &iner Reihe von beliebig vielen Gebilden vier Elemente 
des ersten mit vier Elementen des zweiten perspectiviech liegen, diese 
wieder mit vier Elementen des dritten u. s. w., so hohen alle die vier- 
ehmenUgen Gruppen ein tmd dasselbe DoppdverhäUniss. 

Wenn also z. B. vier Ebenen a, ß, y, ä eines Büschels und 
ebenso vier Ebenen «', ß', •{, 5' eines zweiten Eüfechels entweder 
durch dieselben vier Punkte a, h, c, d einer Geraden oder durch 
dieselben vier Strahlen Ä, B, C, D eines Strahlenbüschels hin- 
durchgehen , so ist (aßf S) = (a'ß'v'S') , denn ira ersten Falle sind 
die beiden Doppel Verhältnisse gleich (abcd) und im zweiten Falle 
gleich {ÄBCD). 

Oder wenn ein beliebiges vierstrahliges Ebenenbüschel a^yS 
mit zw^i willkürlichen Transversalen in zwei Punktgruppen abcd, 
a'b'c'd^ oder mit zwei beliebigen Ebenen in zwei vier strahligen 
Büscheln ÄBCD und A'BC'U geschnitten wird, so ist (aboä) ^= 
idh'ed') und (ÄBCD) = {ÄB'C'D'), weil alle diese Doppelverhält- 
nisse gleich (aß^S) sind. 

„ Wenn vier Elemente eines Gebildes harmonisch sind, so sind vier 
mit ihnen perspectivische Elemente eines zumtm- Gebildes ebenfalls har- 
monisdi." 

Denn das Doppelverhältniss der ersten vier Elemente ist gleich 
— 1 und daher hat der per specti vischen Lage wegen auch das 
Doppelverhältniss der vier Elemente des zweiten Gebildes denselben 
Werth — 1. 

17. Hieran knüpft sich eine einfache Construction des Doppel- 
verhältnisses von vier Elementen eines Grundgebildes erster Stufe. 

Es seien z. B. A, B, C, D vier Strahlen eines Strahlenbüschels 
und es wird verlangt, den Werth des Doppel Verhältnisses {ÄBCD) 
zu construiren, d. h. es sollen zwei Strecken gefunden werden, deren 
Verhältniss den Doppelverhältniss werth {ÄBCD) angibt. Es genügt, 
zu dem Eehufe das Sti-ahlenbüschel mit irgend einer zu dem vierten 
Strahle D parallelen Transversale T zu schneiden, die drei Strahlen 
Ä, B, C in den Punkten a, b, q «nd D in dem offenbar unendlich 



y Google 



weiten Punkte d. Kun ist {ABCD) = (aöcc^) = — ; "^^eil TT ■ 
ist. Hiemit ist die Aufgabe gelöst. 

Wenn ebenso vier Ebenen «, ß, i, S eines Büschels 
sind und man schneidet sie mit irgend einer zu ä parallelen Geraden 
T in den Punkten a, h, c, d, wobei d unendlich weit auf T liegt, 
so ist und zwar aus denselben Gründen («ßy^) ^ — ■ 

Ist nun scUiesslicIi eine vierpunktige Reibe a, h, c, d auf einer 
Axe r gegeben, so projicire man die vier Punkte aus einem beliebigen 
Scheitel o, wodurch man vier Strahlen ao, ho, co, do oder ABCD 
erhält, welche nun mit einer zu D parallelen Transversale J" in 
a'b'e'd' (d' unendlich weit) geschnitten werden. Nun ist 

(ahcd) = {ABCD) = (ab'cd-) = ^ 
also 

(ahcd) ^^ -, 

wodurch auch das Doppolverbältiiiss von vier Punkton einer Ptinkt- 
reihe als einfaches (Theil-)Verhältniss construirt erscheint. 



Drittes Kapitel. 

Vollständige Figuren. 

18. Nimmt man in der Ebene beliebige m-Punkte an, von 
denen keine drei in einer Geraden liegen, und verbindet in einer 
gewissen Aufeinanderfolge den ersten mit dem zweiten, diesen mit 
dem dritten u. s. w. den vorletzten mit dem letzten und diesen 
wieder mit dem ersten Punkte, so erhält man einen ununterbrochenen 
Zug von n begrenzten Geraden, welche ein sogenanntes einfaches 
ebenes «-Eck bilden. Die n-Punkte heissen die Ecken, die 
«-Verbindungslinien die Seiten des w-Eckes. Zu derselben Figur 
gelangt man, wenn man von n-beliebigen Geraden der Ebene aus- 
geht, von denen keine drei durch einen und denselben Punkt hin- 
durchgehen und wenn man in einer bestimmten Aufeinanderfolge 
die erste mit der zweiten, diese mit der dritten u. s, w., die voi'- 
letzte mit der letzten und schliesslich die letzte mit der ersten zum 
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Durchschnitte bringt. Die so entstehende Figur — das einfache 
ebene n-Seit — ist offenbar identisch mit der früher betrachteten, 
denn jede der ji-Q-eraden tritt als Verbindungslinie zweier aufein- 
anderfolgenden Punkte (nämlich der Schnittpunkte dieser Geraden 
mit der vorhergehenden und nachfolgenden) auf. Auch hier erhalten 
wir K-Seiten, die gegebenen Geraden, und «-Ecken, ihre aufein- 
anderfolgenden Öchnittj) unkte. 

Wenn man dagegen die n in der Ebene liegenden Punkte 
alle wechselseitig verbindet, so erhält man ein vollständiges 
ebenes n-Eek. Die n-Punkte sind die Ecken, und ihre sämmt- 
lichen Verbindungslinien sind die Seiten des vollständigen n-Eckes. 
Die Zahl der Seiten ergibt sich leicht aus der Bemerkung, dass 
man jeden der ji-Eckpunkte mit allen übrigen, also mit (n — 1) 
verbindet; das gibt m(?i — 1)-Verbindung8linien, von denen jedoch 
jede zweimal (je einmal für einen der beiden in ihr liegenden Eck- 
punkte) gezählt wurde. Die Zahl der Seiten des vollständigen 

ebenen w-Eckes ist also offenbar gleich — . 

In derselben Art bildet ein System von n in der Ebene be- 
liebig gezogenen Strahlen (von denen keine drei durch einen und 

denselben Pimkt hindurchgehen) mit allen ihren — - Schnitt- 

punkten ein vollständiges ebenes n-Seit, Die — — -— - — - 

Schnittpunkte der Seiten sind die Ecken des vollständigen n-Seites. 

Liegen die n-Ecken eines vollständigen n-Eckes nicht in einer 

Ebene, so ist dasselbe ein vollständiges räumliches n-Eck, 

n(n—l) n(n—l)(n~2) 
offenbar wieder mit ■ ■■ -Seiten und mit ■ — - 

Ebenenflächen, von denen jede durch drei Ecken des M-Eckes hin- 
durchgeht (keine vier Ecken in einer Ebene). Ein System von 

w-beliebigen Ebenen mit ibi'en sämmtlichen — - - Schnittgeraden 

(Seiten) und ■ ■ ■ ■ ■ — — -^ --Schnittpunkten (Ecken) wird ein 

vollständiges «-Flach genannt. 

Während als ein vollständiges räumliches n-Eck oder ji-Flach 
ein System von n an keine Bedingungen geknüpfter Punkte oder 
Ebenen definirt wurde, waren bei einem ebenen vollständigen «-Eck 
oder K-Seit die w-constituirenden Punkte oder Strahlen an die Be- 
dingung geknüpft, alle in einer und derselben Ebene zu liegen, 
d, h. mit einer und derselben Ebene perapectivische Lage zu haben. 
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Wir können es nun ebenso mit einem Funkte .oder einem Strahle 
versuchen, A. h. andere Elemente und deren Verbindungen betrachten, 
welche mit einem und demselben Punkte perspeetiviseh sind, d. h. 
einem und demselben räumlichen Bündel angehören. Und da erhält 
man offenbar nur die folgenden zwei vollständigen Figuren im 
Bündel. 

.Ein System von n dureh einen Punkt gehenden Strahlen (^Kanten) 



man ein vollständiges w-Kant. 

Ein System von n durch einen Punkt gehenden Ebenen (Seiten) 

mit ihren sämmtliehen -Schnittlinien (Kanten) nennt man 

ein vollständiges (räumliches) n-Seit im Bündel. 

Es ist klar, was unter einem einfachen Ji-K.ant oder n-Seit im 
Bündel zu verstehen ist. Auch ist leicht zu ersehen, dass ein System 
von n mit einem Strahle pcrspecti vi sehen Punkten keine Ebenen und 
ein System von w mit einem Strahle perspecti vis chen. Ebenen keine 
Punkte bestimmt. 

Für n :^ 1 erhält man einen einzelnen Punkt als Eineck, 
einen einzelnen Strahl als Einheit, eine einzelne Ebene als Einflach. 

Für w = 2 erhält man ein Punktenpaar als Zweieck, die 
Verbindungslinie als einzige Seite; ein Strahlenpaar in einer Ebene 
oder durch einen Punkt als Zweiseit (Zweikant) , den Schnitt- 
punkt als einzige Ecke (die Ebene als einzige Fläche) ; oder 
schliesslich zwei Ebenen als Zweiflach mit ihrer Schnittlinie als 
einzige Seite. 

Für n ^ 3 erhält man ein Dreieck a^a^a^ mit seinen drei 
Seiten A^; A^, A^ (von denen Ai dem % gegenüberliegt) und seiner 
einzigen Ebene a, oder ein Dreiflach H^Ojftä mit seinen drei Seiten 
.d|, A^, A^ und seiner einzigen Ecke a (Schnitt von aja^o, und 
von AfA^-^i) oder schliesslich ein ebenes Dreiseit A^A^A^ (Drei- 
kant A^A^A^ im Bündel) mit seinen drei Ecken «,, %, «j (seinen 
drei Seiten «j, o^, a^}. Man sieht unmittelbar, dass die Figur des 
Dreiecks identisch mit der des ebenen Dreiseits ist, beide bestehen 
aus drei Punkten (Ecken) und ihren drei Verbindungsgeraden 
(Seiten) , und dass ein Dreiflach identisch ist mit einem Drei- 
kant im Bündel, beide bestehen aus drei Ebenen und deren drei 
Sehn ittlinien. 
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Für n = 4 hat man vier Punkte %, a^, «»;j, «, im Räume, welche 
als £lcken mit ihren sechs Verbindungslinien als Seiten und ihren vier 
Verbindungsebenen Oid^ai ^ a,, a^a^a^ := «2, a^Oiü^ = a^, «i^aa = «^ 
als Flächen (a; liegt at gegenüber) ein vollständiges räumliches 
Viereck oder Tetragon bilden. Geht man von den vier Ebenen 
a,, aj, ag, a^ aus, welche ein vollständiges Viei-flaeh (Tetrader) bilden, 
so erhält man für dieses offenbar dieselben vier Punkte a^, a^, %, a^ 
als Ecken und deren sechs Verbin dimgslinien als Seiten. Es ist 
also das i-äumliche Viereck identisch mit dem Vierflach. Jede 
von den sechs Seiten erscheint als Verbindungslinie zweier von den 
vier Ecken und als Schnittlinie zweier von den vier Flächen; die 
Verbindungslinie der beiden anderen Ecken, welche zugleich die 
Schnittlinie der beiden anderen Flächen ist, heisst die Gegenseite 
der erstgenannten Seite, In dieser Art gruppiren sich die sechs 
Seiten eines Viereckes (oder Vierflaches) in drei Paar Gegen- 
seiten, nämlich: 



(Viereck a^o^a^a., 



(Vierflach '. 



h) 



Liegen die vier Punkte ra^, a^, a^, «4 in einer und derselben 
Ebene (Fig. 5), so bilden sie ein ebenes vollständiges Vier- 
eck mit den drei Gegenseitenpaaren 



Je zwei 6e 



(,«4, 



Fig. 6- 



n schneiden sich 
in einem Punkte , welcher eine 
Diagonaleeke genannt wird, so 
daas also ein vollständiges ebenes 
Viereck drei Diagonalecken 03, Oj, 
Ol den obigen drei Gegenseiten- 
paaren entsprechend aufzuweisen 
hat. Das von den Diagonalecken 
gebildete Dreieck OiOjOj nennt man 
das Diagonaldreieek des voll- 
ständigen Viereckes. Durch jede Diagonaleeke gehen awei Strahlen- 
paare, nämlich ein Paar Gegenseiten und ein Seitenpaar des Diago- 
naldreiecks. 

Dem ebenen voUständigcn Vierecke als einem Systeme von 
vier in einer Ebene liegenden Punkten steht zur Seite das voll- 
ständige ebene Vierseit als das System von vier in einer Ebenq 
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liegenden Strahlen (Seiten) A,, A^, A^, A^ (Fig. 6) mit ihren sechs 
Schnittpunkten oder Ecken, welche letztere ■ sich offenbar auch hier 
in drei Paar Gegenecken gruppiren; nämlich dem Schnitte von 
A, und Ä2 entspricht der Schnittpunkt von .^3 und A^ als Gegen- 
ecke und ebenso sind AiA^ mit A^^A^, und 
''^' ■ -^1-^1 "lit .^2-^3 die beiden übrigen (Jegeneeken- 

paare. Die drei Verbindungslinien O3, 0^, 0^ 
der genannten drei Gegeneckenpaare sind die 
Diagonalseiten des vollständigen Vierseit, 
welche das Diagonal dreiseit 0^ O^O.^ bilden. 
Anf jeder der drei Diagonalseiten entstehen 
zwei Punktpaare, nämlich ein Paar von Gegen- 
ecken des Vierseits und ein Eckenpaar des 
Diagonaldreiseits. Lassen wir die vier Ebenen 
eines Vierflachea (Tetraeder) durch einen und 
denselben Punkt hindurchgehen, so entsteht ein vollständiges Vierseit 
im Bündel ; dasselbe hat sechs Kanten , die Schnittlinien der vier 
Ebenen , weiche sich in drei Paar Gegenkanten gruppiren. Jedes 
Gegenkantenpaar bestimmt eine Ebene, die Diagonalebeue des Vier- 
seits, so dass man drei Diagonalebenen erhält, welche das Diagonal- 
dreiseit des Vierseits im Bündel bilden. 

Dem vollständigen Vierseit im Bündel steht zur Seite da^ voll- 
standige Vierkant als System von vier durch einen Punkt gehenden 
Strahlen (Kauten) mit den sechs paarweise durch sie bestimmten 
Ebenen (Seiten), welche sich in drei Gegenebenenpaare gruppiren, 
von denen jedes eine Diagonalkante bestimmt, welche drei Diagonal- 
kanten wiederum das Diagonaldreikant bilden. 

Projicirt man ein ebenes vollständiges Viereck (Vierseit) aus 
einem beliebigen ausserhalb seiner Ebene liegenden Punkte, so erhält 
man ein vollständiges Vierkant (Vierseit) im Bündel. 

Aehnliche Betrachtungen lassen sich für vollständige Fünfecke, 
Fünfseite u. s. w. durchfuhren, da uns jedoch diese vollständigen 
Figuren für m ^ 4 weniger beschäftigen dürften, so übergehen wir sie. 
19. Es sei ein , vollständiges ebenes Vierseit gegeben ; eine 
der vier Seiten schneidet die drei übrigen in drei Punkte a, ö, c 
(Fig. 7), welche drei Ecken des Vierseits darstellen und denen 
respective die drei übrigen Ecken a', b\ o ein Dreieck bildend 
gegenüberliegen. Die Geraden aa', bh', cc' bilden das Diagonaldrei- 
seit, dessen Ecken (den aa, hh', cc beziehungsweise gegenüberliegend) 
«, ß, 7 sein mögen. 
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Vollsilnaige Eigaven, 29 

Auf jeder Seite des Diagonaldreiseits entstehen zwei Punkt- 
paare, nämJieh: aa, ßi';'66', y«; cc', sß und sind je zwei der drei 
Gruppen pcrspectivisch nait zwei StrahlenbUscheln. So z, B. sind 
die Punkte 66'fa und cc'?:a. perspectiviach mit den Stmlilen ab, aV, 
a-i, aa. und ebenso sind J&'f« und c'cßa 
perspeetiviscli mit den Strahlen a'h, °' 

a'b', a'i und aa.. Daher iat (bb'-(a) = 

(cc'ß«}= (c'cßa) und da (c'cß.) = ^^, 

so ist [(cc'?>a)Y = 1, und da (cc'ßa) 

nicht gleich -|-- 1 seia kann (da ß mit 

a nicht identisch ist), so kann (cc'ßa) 

nur gleich — 1 sein, d. h, die vier 

Punkte c, c', ß, a sind harmonisch. Aus 

demselben Grande ist auch (ib'y<x) =: 

— 1 und (aa'^y) = — 1. (Man braucht auch iiuf die als harmonisch 

ei'wiesene Gruppe cc'ßa einmal aus a auf bi' und einmal aus h auf 

aa zu projiciren.) Hiemit ist der Satz erwiesen : 

„Die auf einer Diagonals&ite eines vollständigen Vierseits ent- 
stehenden zwei Punktpawe, nämlich dag Cfegeneckenpaar und das Ecken- 
paar des Diagonaldreiseits, sind harmonisch", d. h. das eine wird durch 
das andere harmonisch getrennt. 

Wenn man die beti'achiete Figur vollständig entwickelt, d. h. 
wenn man die drei Gegeneckonpaare aa', hh', cc respective mit den 
Ecken et, ß, -^ des Diagonaldreiseits verbindet, so entstehen sowohl 
an jeder Ecke des Vierseits als auch an jeder Ecke des Diagonal- 
dreiseits Büschel von vier harmonischen Strahlen. Durch jede Ecke 
des Vierseits, z. B. durch a geht ein Seitenpaar ah, ab', femer 
eine Diagonalseite aa' und der Strahl aa. nach der dieser Diagonal- 
seite gegenüberliegenden Ecke des Diagonaldreiseits. Diese vier 
Strahlen sind harmonisch , da sie durch die vier harmonischen 
Punkte h, b', a, ■{ hindurchgeben. Durch jede Ecke des Diagonal- 
dreiseits, z. B, durch a gehen zwei Diagonalseiten ab, ae, welche 
vier Ecken (b, b', c, c') des Vierseits enthalten und dann zwei Strahlen 
<ta, «d' nach den beiden übrigen Diagonalecken, und diese vier 
Strahlen sind harmonisch, weil sie durch die vier harmonischen 
Punkte a, a', ß, ■( hindurchgehen. Schliesslich sei noch ei^wahnt, dass 
auch auf jeder der vier Seiten des vollständigen Vierseits drei 
Systeme von vier harmonischen Punkten entstehen , nämlich die 
drei Ecken und die je einer in Bezug auf die beiden anderen 
harmonisch eonjugirten Punkte ; so sind z. B. auf der Seite, welche 
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die Ecken a, i, c enthält, läie folgenden liarmonischen Gruppen: 
a, b, c und der auf c'-( gelegene Punkt," a, c, & und der auf 6'ß 
gelegene Punkt und sctlicsslich b, c, a und der auf a'a gelegene 
Punkt. 

Hat das vollständige Vierseit eine Ecke in unendlich weiter 
Entfernung, so sind zwei (die durch diese Ecke gehenden) Seiten 
parallel und das Vicrsoit kann als Trapez bezeichnet werden ; auf 
den beiden parallelen Seiten entstehen harmonische Punktgruppen 
mit unendlich weiten Punkten, d. h. halbirte Strecken. Sind zwei 
parallele Seitenpaare vorhanden, das Vierseit also ein Parallelogramm, 
so ist die eine Diagonalscite ganz in unendlicher Entfernung, die 
beiden anderen sind die gewöhnlichen Diagonalen des Parallelo- 
grammcs und ihr Schnittpunkt der Mittelpunkt des Parallelogrammes. 
Auch hier entstehen halbirte Strecken und wenn man überdies das 
an dem Mittelpunkte entstehende harmonische Büschel betrachtet, 
so kann man sagen : 

„Die Diagonalen eines Parallelogi-ammes bilden mit den durch 
ihren Schnittpunkt zu den Seiten parallel gezogenen Strahlen ein 
harmonisches Büschel," 

Die im Vorhergehenden bewiesenen sogenannten harmonischen 
Eigenschaften des vollständigen Vierseits bieten ein ein- 
faches Mittel zur Lösung der 

Aufgabe: Zn drei Punkten den viei-ten harmonischen Punkt 
oder zu drei Strahlen den vierten hannonischen Strahl zu construiren. 

Wenn a, a', ß die drei gegebenen Punkte sind und man soll 
den zu ß bezüglich a, a' harmonisch conjugirten Punkt f tinden, 
so betrachtet man a, a als zwei Gegenecken eines vollständigen 
Vierseits und nehme zwei andere Gegenecken c, c' beliebig auf 
einer beliebig durch ß gezogenen Geraden an. Die Geraden ac, ac, 
a'c, a'o' treffen sich in dem dritten Gegenecken paare bb' und es 
wird nach den eben bewiesenen Eigenschaften der Schnittpunkt y 
von aa' mit hb' der gesuchte vierte harmonische Punkt sein. 

Sind dagegen drei Strahlen ab, ab', aa. eines Strahlenbüschels 
gegeben und soll man zu dem letzten den in Bezug auf die beiden 
ersten harmonisch conjugirten Strahl finden, so lege man durch 
einen behebig auf dem di-itten Strahle angenommenen Punkt a zwei 
beliebige Strahlen, welche die beiden ersten Strahlen in den Punkten 
bb', cc' sehneiden mögen, ziehe he', b'c, so treffen sieh diese Geraden 
in einem Punkte a', welcher mit a verbunden, den gesuchten vierten 
harmonischen Strahl aa' liefert. 
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In derseiten Weise ergeben sich die harmonischen Eigen- 
schaften des vollständigen Vierecks. Es seien (Fig. 8) AA% BR, 
CC die drei Gegenseitcup aar e und zwar ABC durch einen Punkt 
gehend, A'B'C daher ein Dreiseit bildend. Die Schnittpunkte der 
drei Gegen seitenpaare AA', BB', CC, also 
die Diagonalecken seien a, i, c und die 
Seiten des durch sie gebildeten Dreiecks re- 
spective a, ß^f. An jeder Diagonalccke, z.B. 
an a entstehen zwei Strahlenpaare, das 
Gegen eeitenpaar AA' und die sich in der 
Diagonalccke schneidenden Seiten ß, y des 
Diagonaldreieeks. Je zwei von diesen drei 
vieratrahligen Büscheln sind perspectivisch, 
«nd zwar mit zwei vierpunktigen Gruppen ; 
so sind z. B. die Strahlen AA'^i und BB'a-( 
porapectivisch mit den von BB'ay auf C bestimmten Punkten, und 
ebenso sind AA'^y und B'Bay perspectivisch mit den von AA'^y 
auf C" bestimmton Punkten ; es ist daher (AA'^^-^) = (BB'o.-{) =^ 

(ß'BaY) und da {B'Bar;) = _ — , so ist [iBBa-i)f = 1 und da 

(BB «f ) 
[BB'a-fj nicht gleich -f- 1 sein kann (weil sonst a mit y identisch 
sein müsste), so kann [BB'a-{) nur gleich ^1 sein, d. h. die 
an der Ecke i entstehenden zwei Strahlenpaare BB'a-; sind har- 
monisch. Aus demselben Grunde ist auch (AA'^-{) = — 1 und 
(CCH = - 1 

„Die an eine? Diagonalecke emi's lolUtnndtgen Vtereeks entstellenden 
zwei Sirahlenpaare, namhch da» Geqenseüenpaa') und das Seitenpaar des 
Diagonaldtetecks smd hat manisch', d h da« eine wird durch daa 
andere harmonisch getrennt 

Wenn man dit entstehende Figui naher beti'achtet und sich 
erinnert dass iiei haimonische Strahlen \on jedei Transversale in 
vier hai moniachen Punkten geschnitten werden , so erkennt man 
sofort, dasa auch auf jeder der seche Seiten des vollständigen Vier- 
ecks ein System von vier harmonischen Punkten entsteht, nämHch 
die zwei auf der Seite liegenden Ecken dca Vierecks, ein Paar 
bildend und dann die auf der Seite liegende Diagonalecke und der 
Schnittpunkt der Seite mit der der erwähnten Diagonalecke gegen- 
überliegenden Seite des Diagonaldreiecks das zweite Paar bildend. 
Denn es werden diese vier Punkte aus den auf der genannten Seite 
des Diagonaldreiecks liegenden Diagonalpunkten durch harmonische 
BüBcbel projicirt. 
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Ueberdies entstehen auch an jeder Ecke des vollständigen 
Vierecks harmonische Büschel und zwar an jeder Ecke drei, be- 
stehend aus zwei Seiten als einem Paar und der dritten Seite mit 
dem ihr bezüglich der beiden ersten harmonisch conjugirten Strahle 
als zweitem Paar. 

Die im Vorhergehenden gelöste 

Aufgabe: „Zu drei Strahlen den vierten harmonischen Strahl 
oder zu drei Punkten den vierten harmonischen Punkt zu con- 
strniren" , kann auch auf Grund der soeben entwickelten har- 
monischen Eigenschaften des vollständigen Vierecks ge- 
löst werden. 

Sind A, A, ß die drei durch einen Punkt a gehenden gegebenen 
Strahlen und soll der zu ß bezüglich AA' harmonisch conjugii-te 
Strahl 7 constrairt werden, so betrachte man A, A' als zwei Gegen- 
seiten eines vollständigen Vierecks und nehme zwei andere Gegen- 
seiten C, C als zwei beliebige sich in einem beliebigen Punkte o 
von ß schneidende Gerade an. Die Punkte AC, A(J, A'G, A'C srnd, 
nun offenbar die vier Ecken des vollständigen Viereckes, für welches 
n, c zwei Diagonalecken sind. Die beiden fehlenden Seiten 
B, B', nämlich (AC) {A'C) und (AC) (A'C) schneiden sich in der 
dritten Diagonaleeke 6, welche mit a verbunden, den gesuchten zu 
ß harmonisch conjugirten Strahl -f liefert, da nun ß, f die beiden 
in a sich schneidenden Seiten des Diagonaldreieckes sind. 

Sind dagegen auf einer Geraden A drei Punkte gegeben und 
man soll zu dem dritten den bezüglich der beiden ersten harmonisch 
conjugirten Punkt finden, so lege man durch die beiden ersten Punkte 
je einen Strahl B, B' beliebig und ebenso durch den dritten Punkt 
einen beliebigen Strahl A' und betrachte AA', BB' ais zwei Gegen- 
seitenpaare eines vollständigen Viereckes, wodurch sowohl die vier 
Ecken desselben als auch die beiden Diagonalecken a, h geg eben er - 
scheinen. Zieht man die beiden fehlenden Seiten C, C" oder {AB') {A'B), 
{AB) {A'B''), so schneiden sich diese in der dritten Diagonalecke c 
und es wii'd nach den bewiesenen harmonischen Eigenschaften des 
Vierecks die 'Gerade hc den Sti-ahl A in dem gesuchten Punkte 
treffen, welcher harmonisch conjugirt ist zu a bezügheh des Punkt- 
paares {AB), {AB'). 

Denken wir uns ein vollständiges ebenes Viereck (Vierseit) 
aus einem ausserhalb seiner Ebene gelegenen Punkt o (Scheitet) 
projicirt, d. h. legen wir von o aus nach den Ecken und Seiten 
unserer Figur Strahlen, respective Ebenen, so erhalten wir ein voll- 
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ständiges Vierkant (Vierseit) im Bündel o. Und nmgekelirt wird 
ein solches Viei'kant (Vierseit) von einer beliebigen Ebene in einem 
vollständigen ebenen Viereck (Vierseit) geschnitten. Und da vier 
Ebenen, welche von einer Ebene (Geraden) in vier harmonischen 
Strahlen (Punkten) geschnitten werden, auch harmonisch sind, so 
übertragen sich die harmonischen Eigenschaften des vollständigen 
ebenen Vierecks (Vierseits) sofort auch auf das vollständige Vier- 
kant (Vierseit) im Bündel. Nämlich für das Vierkant: 

„Die an einer Diagonalkante eines vollständigen Vierkants ent- 
stehenden zwei Ebenenpaare, nämlich das Qegenseitenpaar und das 
Seitenpaar des Diagonaldreikante, sind harmonisch, d. h. das eine 
wird durch das andere harmonisch getrennt." 

Für das Vierseit im Bündel: 

„Die in einer Diagonalebene eines vollständigen Vierseits im 
Bündel entstehenden zwei Strahl enpaare, nämlich das Gegenkanten- 
paar und das Kantenpaar des Diagonaldreiseits, sind harmonisch, 
d. h. das eine wird durch das andere harmonisch getrennt." 

Auf Grund der beiden letzten Sätze kann man wiedenim eine 
(räumliche) Construction des vierten harmonischen Strahles und 
ebenso die Lösung der 

Aufgabe: „Zu drei gegebenen Ebenen eines Ebenenbüscbcls 
die vierte harmonische Ebene zu construiren", entwickeln. 

Was die letzte Aufgabe betrifft, so kann man ihre Lösung 
auch auf die Construction harmonischer Punkte oder Strahlen zurück- 
führen. Schneidet man nämlich die drei gegebenen Ebenen mit einer 
Geraden (Ebene), so erhält man drei Punkte einer geraden Punkt- 
reihe (drei Strahlen eines ebenen Büschels), bestimmt man nun zu 
diesen den vierten harmonischen Punkt (Strahl), so gebt die gesuchte 
Ebene durch ihn hindurch und ist somit bestimmt. 



Viertes Kapitel. 

Die Sätze von Carnot und Oeva. 

20. Es sei ein Dreieck (Dreiseit) gegeben; a, h, c (Fig. 9) seien 
die Ecken und A, B, C die ihnen gegenüberliegenden Seiten desselben. 
Hiedurch sind drei Strahlenbüschel mit den Scheiteln a, l, c und 
drei gerade Punktreihen mit den Axen -4, S, C gegeben; in jedem 
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dieser sechs Gebilde Iteiineii wir auch 



i Elemente (Punkte oder 



Strahlen), die wir 
auf welche 




" ab-' 



bestehen. Seti 
A', B, C liege 
entstehenden Dreiecks flächen 
A,bc'c sofort die Relation: 



als Grundelemente betrachten wollen, d. h. 
mittelst des Theil Verhältnisses die übrigen 
Elemente der Gebilde fixiren wollen. Und 
zwar möge ein Punkt c auf C durch sein 
Theilverhältniss y bezüglich a6, ein Punkt 
a' auf A durch sein Theilverhältniss a bezüg- 
lich h c und schliesslich ein Punkt b' von B 
durch sein Theilverhältniss ß bezüglich ca 
bestimmt werden. Ebenso sollen durch «, h, c 
respective gehende Strahlen A', B', C be- 
stimmt werden durch ihre Theil Verhältnisse 
a', ß', 7' bezüglich der Grundstrahlenpaare 
BC, CA, AB, so dass also die Relationen 
_aa'_ , _ sinBA' , _ dn CB' , _ sinAC 
'' ^ JJ' " ~ dn CA" ^ ~ 'd^B" '^ ~ dnBC 
fir überdies fest, dass a, b', c respective auf 
en, so ergibt sich durch die Vergleichung der 
B. der Flächen von Aac'e und 



sin BC^ 

' smAC' 



....(1) 



Wenn wir überdies die Uebereinkunft treffen, dass ein Strahl 
eines der drei Büschel als innerer, respective äusserer Strahl zu 
gelten hat, je nachdem er die gegenüberliegende Dreiecksseite in 
einem inneren, respective äusseren Punkte (bezüglich der durch die 
Dreiecksecken begrenzten Grundstrecke) schneidet, so erkennt man 
sofort, dass jedes der drei Producte aa', ßß', ■{■{' positiv sein wird, 
und wir?erhaiten daher durch Multiplication der Gleichungen (1): 
^^^^(.'■t■ = + 1 .... (2) 

„ Wenn a, ß, f die TTteHverhiiltnüse von drd beliebig auf den drei 
Seiten eines Dreiecks gewählten Pmikten., und «', ß', '{ die Tlml/oerhält- 
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i der von diesen Punkten nach den gegenüherliegeiiäen Dreieoksecken 
! Strahlen sind, so ist immer das Product der sechs Theiher- 
hälUiisse gleich der positiven Mnheit." 

Wenn die drei Strahlen Ä', B', C durch denselben Punkt p 
Lin durchgehen (Fig. 9), welcher von den Seiten des Dreiecks die 
Abstände pa, Pb, Pc haben möge, so ist zunächst klar, dass entweder 
alle drei Strahlen innere, also mit negativen Theilverhältnissen be- 
haftete oder aber ein Strahl ein innerer und zwei Strahlen äussere 
sein werden, d. h. ein Theilverhältniss negativ, die beiden übrigen 
positiv sein müssen. Es wird also jedenfsills a'fi'7' ein negatives 
Product sein. Bedenkt man nun, dass, abgesehen von den Vorzeichen 

^' = ^^ 



pb 
ist, so ergibt sich sofort 

•W = - 1 .... (3) 

und daher wegen (2) auch 

Da auch aus (3') und (2) wiederum (3) folgt, so gilt der Satz 
{von Ceva): 

„Wenn die durch die Ecken a, h, c eines Dreiecks gezogenen 
drei Strahlen Ä', E , C sich in einem Punkte schneiden, so ist das 
Product ihrer Theil Verhältnisse und ebenso dass Product der Theil- 
verhältnisee der durch sie auf den drei Dreiecks Seiten bestimmten 
Punkte a, h', c' gleich der negativen Einheit." 

Es ist (weil jeder Theil verbal tnisswerth nur einem Elemente 
zukommt) sofort einleuchtend, dass man den Satz auch umkehren 
kann, nämlich: 

„Wenn das Produet der Theil Verhältnisse dreier durch die 
Ecken a, h, c eines Dreiecks gehenden Strahlen A, B', C gleich der 
negativen Einheit ist, so schneiden sie sieh in einem und demselben 
Punkte" und: 

„Wenn die drei Strahlen A', B', C auf den Gegenseiten des 
Dreiecks drei Punkte a', i', e' bestimmen, deren Tb eil Verhältnisse 
— 1 zum Producte geben, so gehen die drei Strahlen durch einen 
und denselben Punkt hindurch." 
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Melimeti wir nun andererseits an, dasB die drei Punkte a, V , c' 
(Fig. 10) in eiuer und derselben Geraden P liegen, also Schnitt- 
punkte der Dreieckseeiten A, B, C mit P sind. Da ist nun zunächst 
klar, dass P die drei Seiten des Drei- 
'^' ■ ecks entweder alle auf ihren Verlänge- 

rungen aiso in äusseren Punkten oder 
aber zwei von ihnen in inneren und 
die dritte in einem äusseren Punkte 
schneiden wird. Die drei Theilverhält- 
nisse of, ß, Y ^i^'i ^^^o entweder alle 
positiv oder zwei negativ und eines 
positiv. Das Product aß-/ wird also jedenfalls positiv sein. Wenn 
man nun mit F„, F^, P^ die Längen dei' von a, 6, c auf P gelallten 
Perpendikel bezeichnet, so^ ist 

Pi. P. Pa 

" = >/ ^=TV '^P. 

und daher mit Rücksicht auf das eben Gesagte: 

«ß-/ = + 1 . . . . (4) 
und wegen (2) auch 

«Tt = + 1 ■ . ■ ■ (*) 

Da man auch hier die betrefi'enden Resultate umkehren kann, 
so gelten die Sätze (von Carnot): 

„Werden die Seiten eines Dreiecke mit einer Transversale 
zum Durchschnitt gebracht, so ist das Product der TL eil Verhältnisse 
der drei Schnittpunkte, sowie auch das Product der Theilverhält- 
nisse der aus den Ecken des Dreiecks nach diesen Schnittpunkten 
gehenden Strahlen gleich der positiven Einheit." 

„Wird auf jeder der Seiten eines Dreiecks ein Punkt so an- 
genommen, dase das Product der Theilverhältnisse der drei Punkte 
gleich ist der positiven Einheit, so liegen die drei Punkte in gerader 
Linie." 

„Werden durch die drei Ecken eines Dreiecks solche drei 
Strahlen gezogen, dass das Product ihrer drei Theilverhältnisse 
gleich ist der positiven Einheit, so schneiden sie die Gegenseiten 
in drei Punkten, welche in einer Geraden liegen." 

a) Sind A', B, C die inneren Winkelhalbir enden, so ist a = 
ß' = y' = ^ Ij daher « ßY = — Ij d. h, die drei inneren Winkel- 
halbirenden schneiden sich in einem Punkt. 

Ist Ä' eine innere und B', C zwei äussere Winkelhalb Iren de, 
so ist a' ^ — 1, ß' = y' = + 1, daher ci'ß'f' = — 1, d. h. jede innere 
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Win kelhalbir ende geht durch den Schnittpunkt der beiden anderen 
äusseren Winkelhalbiren den. 

i) Sind A', B', G" die Höhen per pendikel, so sind im spitz- 
winkeligen Dreieck alle innere Strahlen und im stumpfwinkeligen 
Dreieck ist ein Perpendikel ein innerer und zwei sind äussere 
Strahlen, nun. ist ohne Rücksicht auf die Vorzeichen in beiden 

„ „ cos B , cos C , cos A 

Fällen a = — , ?. = — , f :^ — und daher a ß'f = — 1j 

d. h, die drei Höhenperpendikel gehen durch einen und denselben 
Punkt. 

c) Sind A', B', C die Schwerünien des Dreiecks, d. h. die 
Verbindungslinien der Ecken mit den Mittelpunkten der gegenüber- 
liegenden Seiten, so ist a ^= ß ^ y = — 1, d. h. die drei Schwer- 
linien des Dreiecks schneiden sich in einem Punkte (dem Schwer- 
punkte). 

d) Sind a', h' die Halbirungsp unkte der zwei Seiten A, B und 
c' der unendlich weite Punkt von C, so ist « =; ß =: — 1, y := + 1, 
daher aß-y = -f- 1 «nd die drei Punkte a', h', c sind also als auf 
einer Geraden liegend zu betrachten ; in der That ist die Gerade 
ab', welche die Mitten zweier Seiten A, B eines Dreiseits verbindet 
parallel zur di'itten Seite C (geht durch den unendlich weiten Punkt 
von C hindurch). 

e) Sehneiden wir das Dreieck mit einer Transversalen P, so 
dass auf den Seiten A, B proportionale Strecken entetehen, nämlich 

so dass — r- ^ — 7 wird, oder ß = — oder aß =; 1 ist. 
CO ca a 

Die Gerade P ist dann bekanntlich parallel zu C und für jede 
solche zu C pai-allele Transversale wird aß = 1, nun ist für den 
unendlich weiten Punkt c' von C '; ^ 1, daher aßy = Ij d. h. die 
drei Punkte «', b', c liegen in einer Geraden oder es geht die 
Gerade P durch den unendlich weiten Punkt von c'. Durch diesen 
Punkt gehen also alle zu C parallelen geraden Linien hindurch 
und wir haben daher ein System von Parallelen in der Ebene als 
ein System von durch einen (unendhch weiten) Punkt gehenden 
Strahlen zu betrachten. 

Ein solches Strahlensjstem ist somit ein ebenes Strahlen- 
büschel mit unendlich weitem Scheitel, ein Parallel- 
strahlenbüschel, 

/) Es seien «', &', c die unendlich weiten Punkte von A, B, C, 
so ist a = ß — Y = + 1, daher aßv = 4- 1, d. h. die unendlich weiten 
Punkte der Seiten des Dreiecks abc sind als in gerader Linie 



y Google 



38 Viertes Kapitel, 

liegend zn betrachten. Denken wir uns zwei der drei Seiten, etwa 
A, B, als fest, so bleiben aucli ihre unendlich weiten Punkte fest, und 
wenn wir den allgemeinen Grundsatz, dasa zwei von einander ver- 
schiedene Punkte nur eine einzige Gerade beetimnieu, festhalten, 
so ist klar, dass durch A, B auch die offenbar ganz in unendlicher 
Entfernung liegende Gerade a'b' vollkommen bestimmt ist. Denken 
wir uns nun C als in der Ebene AB veränderlich, so wird doch 
nach Bewiesenem immer der unendUch weite Punkt c von C als 
anf der festen Geraden a'h' liegend zu betrachten sein und da auf 
jeder Geraden G nur ein unendlich weiter Punkt existirt (siehe 
Art. 8), 80 sehen wir, dass die unendlich weiten Punkte c' aller 
Geraden C der Ebene AB als auf einer und derselben unendlich 
weiten Geraden a'ö' liegend zu betrachten sind. Die Gerade a'h' ist 
auch die einzige unendlich weite Gerade in der Ebene AB, denn 
würde es noch eine zweite geben, so enthielte jede Gerade C zwei 
unendlich weite Punkte , nämlich einen auf a'h' und den anderen 
auf der zweiten unendlich weiten Geraden, was nach früherem nicht 
angeht, da jede Gerade nur einen einzigen unendlich weiten Punkt 
besitzt. 

„Jede Gerade enthält cdso nw einen unendlü^ weiten Punkt mtdjede 
Ebene enthält niw eine unendlich wette Gerade, auf welche^' die unendlich 
weiten Punkte der sämmtlidien der Ebene angehörenden Geraden liegen." 

Diese Gerade wird die unendlich weite Gerade der be- 
treifenden Ebene genannt. Ist U die unendlich weite, und C eine 
beliebige Gerade einer Ebene, so ist der unendlich weite Punkt c 
von C offenbar der Schnittpunkt von C mit ü. Alle zu C parallelen 
geraden Linien schneiden U in demselben Punkte c, ein Büschel 
bildend. Da c' der Scheite] dieses Büschels und U eine durch c' 
gehende Gerade ist [da c' auf U liegt), so ist U auch ein Strahl des 
Büschels, d. b. 

„Alle Parallel Strahlenbüschel einer Ebene haben einen gemein- 
schaftlichen unendlich weiten Strahl, die unendlich weite Gerade 
der Ebene." 

g) Werden die Seiten A^ B, C (Fig. 11) des Dreiecks abc mit 
einer beliebigen Transversalen P in den Punkten a', h', c' geschnitten, 
so ist ctßY =^ + 1. Bestimmt man nun zii a' bezüglich bc den har- 
monisch conjugirten Punkt «i, ebenso den ij, zu b' bezüglich ca und 
schliesslich den zu c' bezüglich ab harmonisch conjugirten Punkt c!, 
und sind a^, ßi, -ji die Theilverhältnisee dieser neuen Punkte, so ist 
«1 = — a, ßi =^ — ß, fi ^ — Y und daher ciißiYi t= — 1, d. h. die 
Geraden aa'i, hb',, ccj werden sich in einem Punkte p schneiden. 
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In dieser Art kann man zu jeder Geraden P einen Punkt p 
finden und umgekehrt ergibt sicli aus p sofort P. Den Punkt p nennt 
man den Pol von P bezüglich des Dreiecks abc und P hcisst umgekehrt 
die Polare von p. In dieser Art 
ist also offenbar der Schwer- '^' 

punkt des Dreiecks der Pol 
der unendlich weiten Geraden 
bezüglich des Dreiecks. 

21. Die Sätze von Car- 
not und Ceva liefern auch 
einen einfachen Beweis der 
harmonischen Eigenschaften 
des vollständigen Vierecks ; 
und Vierseits. 

Es seien A, B, C, D die 
vier ein vollständiges Vierseit 
bildenden Strahlen, a, h, c seien 
die Ecken des Dreiseits ABC 
und a, h', c die Schnitte von ABC mit der vierten Geraden B, dann 
sind also aa, hh', cc' die drei Gegeneckenpaare des vollständigen Vier- 
seits, Das A cAc nehmen wir als Fundamentaldreieck, und seien a, ß, -{ 
die Theilverhältnisse von a, h', c. Wenn der von c nach dem Schnitte 
der beiden Diagonalseiten <m', hV gehende Strahl C in a trifft und 
wenn Yi das Theilverhältniss von Ci ist, so haben wir, weil aa', hb', cci 
durch einen Punkt gehen, «ß-^i := — 1 und weil d, h', c in gerader 
Linie liegen, so ist «Py ^ "4- 1; daher Yi =' — Ti ^- b. die vier 
Punkte a, h, c, Ci sind hanuonisch, also auch die vier Strahlen 
ca, eb, cc, cci, wodurch die harmoni- 
schen Eigenschaften des vollständigen '^' 
Vierseits nachgewiesen sind. Denken 
wir uns in derselben Figur a, h, d , b' 
als die beliebig angenommenen Ecken 
eines vollständigen Vierecks , so ist 
das Vorhergehende zugleich ein Be- 
weis der harmonischen Eigenschaften 
des vollständigen Vierecks. 

Um noch an einigen Beispielen 
die Fruchtbarkeit der gegenwärtigen 

Betrachtungen nachzuweisen, möge nochmals ein vollständiges Vier 
seit mit den drei Gegen ecken paaren a'a", b'b", c'c" (Fig, 12) zi 
Grunde gelegt werden. Die drei Diagonal Seiten a'a", b'b", c'c" odei 
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A, B, C bilden ein Dreieck, dessen Ecken a, b, c sein mögen. Dieses 
Dreieck sei das Fund amental dreieck. Da a, h, d, 6' harmonische 
Punkte sind, so ist, wenn -{ das Theilvei-hältniss Ton c' darstellt, 
jenes von c" gleich — t ; ebenso sind a, — «, ß, ~ ß die Theilver- 
hältnisse von d, a", h', h". Sind a', 5', c' drei von den seclis Ecken, 
welche in einer Geraden liegen, so ist aßy = + !■ Es seien 
iKn, »n-i, Mc die Mittelpunkte der Strecken a'a", h'b", e'c" und [ij, ^, [Aj 
ihre Th eil Verhältnisse. Es ist nun z. B. — r = Ti woraus, da ac = 

— T 00 -i 

ab + ic' ist, sofort Sc' = ■,-, ac' = - -^ folgt; führt man 

— Y statt Y ein , so wird bo" = -, ac = ,-, woraus, 

da c'c'^ac — dc ist, c c ^i; sich ergibt. Wun ist am„ := 

c'c cih . Y^ c"g' öo 

uc" -!- ^= — '- ■ bm. = hc' — — -^ . Man erhält daher 

«m ^ 7^ — 1' 2 7^—1 

:= Y^ oder [ij =: y^j obenso [j.„ = «*, [J.i, = ß^. Es ist also 

'^aP-bfi-o = (*ßY)^ =: -|- 1, d. h. rua, wit, m-c liegen in einer Geraden. 

„Sind a'a", b'i", c'c" die drei Gegen- 

^' ■ eckenpaare eines vollständigen Vierseits und 

1/ man halbJrt die Diagonalen a'a", h'h", c'c", so 

/-"""Tjps,^ liegen die drei Halbirungspunkte in gerader 

/ / ja" '-f Linie." 

/ /^ / / \ „Wird einem Dreiecke abc (Fig. 13) ein 

/^ 1 1/ Kreis ttmschrieben , und werden aus einem 

''V^^ / V j Punkte der Penpherie desselben Perpendikel 

\/\. /•' / auf die drei Dreieckseiten gefallt, so liegen 

^O-^^X-""'^ deren Fusspankte d, h', c' in gerader Linie." 

Zunächst erkennt mau leicht, dasa von 

den Fusspunkten immer nur einer ein äusserer und zwei innere 

Punkte auf den Seiten sind (bezüglich uhc als Fandamental drei eck). 

Ferner ist: 

/_ afc = /_ abc (oder 180 — i^chc) als Pcripheriewinkel 
/_a'pc'-- /_ahc (Schenkel _L auf einander) 
daher 

^ apc = /_ dfä (oder = 180 — /_ dp c). 

Wenn man nun, je nachdem es nothwendig, /__afd beiderseits 
addirt oder subtrahirt, so erhält man /_dfo ■= /_apc, woraus zu- 
nächst die Achnlichkeit der rechtwinkeligen Dreiecke A dpa .-vj Ac pa 
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hieraus i^ — P^ folgt. Ebenso erhält man — , 
CM fa ab 

ans Llurch Multiphcation und Versetzung folgt 


pa cb' 


pc 


ao' Sa' eb- 







oder 



aßY = 



Fig. 14. 



wodurch der Satz erwiesen ist. 

22, Die Sätze von Carnot und Ceva lassen sieh auch auf 
allgemeine ein f a c h e w-Ecke und w-Seite übertragen. Es sei 
a, h, c, d . . . . i (Fig. 14) ein einfaches 
n-Eck; seine Seiton ab, ic,cd . . . . la oder 
A, B, C . . . . L stellen zugleich ein ein- 
faches M-Seit dar. Die Ecken a,h . , . .1 
sind Scheitel yon w-Büscheln, in denen 
wir die Theil Verhältnisse bezüglich der 
Seitenpaare LA, AB, BC . ... als Grund- 
strahien, und die n-Seiten A, B, C . . . . L 
stellen «gerade Punktreihea dar, in denen 
die Theilverhältnisse bezüglich der Ecken- 
paare cä>, hc, cd , . . . la &\& Grundpunkte 
in Rechnung eingeführt werden sollen. 

Eine beUebige Transversale P schneidet die n Seiten 
n Punkten, denen die Theilverhältnisse a, ß, -f, S . . , . X zukomm 




mögen. Fällen v 
so ist 



,uf P die Pei'pendikel i'„, 1\ 



dahei 



r 1, 



Hierbei wäre in Bezug auf das Vorzeichen noch eine Unter- 
suchung durchzuführen; da jedoch der Satz von Ceva bezüglich 
des einfachen n-Seits eine etwas verschiedene Form als bezüglich 
eines Dreiseits erhält, so wollen wir für beide Sätze den Beweis von 
n — 1 auf n führen. 

„Werden die Seiten ah, bc, cd . . . . ik, kl, la eines einfachen 
n-Eckes ahe .... ikl mit einer Transversalen geschnitten und sind 
a, ß, Yi ^ -■■■'? ^f ^ '1'^ Theilverhältnisse der Schnittpunkte bezüg- 
lich der Eckenpaare «ö, de , . , , als Pandamental punkte, so ist 
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42 Viertes Kapitel, 

Anger mm 011, der Satz gelte für ein (w ^ 1)-Eck überhaupt, 
also auch für das (n — 1)-Eck ahc .... ika und sei ■/ das Theil- 
verhältnisB des auf ka entstehenden Schnittpunktes bezüglich ka ale 
Gruüdpunktepaar ; wir bemerkeo, dass dann — ?- das Tbeilverhält- 
nisa desselben Punktes bezüglich ak als Grundpunktepaar sein wird. 
Es ist also nach Voraussetzung: 

«0yS...,</= + 1 
und für das Akla gut nach Carnot: 

daher ist auch 

wie zu beweisen war ; denn da der Satz für n — 1^3 gilt, so gilt 
er aiich för « =; 4, n = b . . . . also allgemein. 

„Werden die Ecken AB, BC, CD IK, KL, LA eines ein- 
fachen H-Seits ABC .... IKL mit einem Punkte verbunden und 
sind a!, ß', -{,1' . . . . i, f.', V die Tlieil Verhältnisse der Verbindungs- 
strahlen bezüglich der Seitenpaare AB, BC .... als Fundamental- 
strahlen, so ist 

.■f)Y.....VV = (-l).....{2) 

Angenommen, es gelte der Satz für ein {n — 1)-Seit über- 
haupt, also auch fiir das {n — 1)-Seit ABC . . . . K und sei n" das 
Theilverhältniss des von dem Punkte nach KA gezogenen Strahles 



bezüglich KA als Gi-undstrahlen, so ist es ^^r bezüglich AK als 
Grundstrahlen, Es ist also nach Voraussetzung 

«?■,.....■■/ =(-1)— 

und für das Dreisoit KLÄ gilt nach Ceva: 
und daher ist 

.■PY . • . ■ ■'■'■■),■ = (- 1)- 

wie zu beweisen war; denn da der Sata für n — 1 ^^ .^ gilt, so gilt 
er auch für Ji = 4, m := 5 . . . .' also allgemein. 

23. Aehnliche Relationen gelten auch für das Dreikant. Es 
seien j4i, Bi, Ci drei in einem Punkte ausammenstossende nicht in 
derselben Ebene liegende Strahlen, ein Dreikant bildend. Den 
Kanten Ai, B,, Ci liegen respective die Ebenen (-BjCi), (Ci^i), {AiBi) 
gegenüber. In diesen Ebenen ist Scheitel dreier Strahlenbüschel, 
in denen wir die Theüverhältnisse «5, ßj, yJ in Bezug auf B^d, CiA^, 
Aj^Bi als Grundstrahlen einführen wollen. Zugleich sind At, Bi, Ci 
Axen dreier Ebenenbüschel in denen wir die Theilver} 
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"i) ßij Ti bezüglich der Fundamental ebenen paare (Ci^i) (jl,ßx) ; 
{A^Bi) (üiCi); (ifiCi) (Ci^i) in Rechnung bringen wollen. 

Denken wir uns ferner eine willkürliche nicht durch o gehende 
Ebene w, welche Äi, Bi, d in a, h, e achneiden möge and seien Ä, B, C 
die Seiten des Dreiecks ahc. Dann sollen in den Strahlenbüscheln o 
solche Strahlen und in den Ebenenbüscheln Ai, Bi, C\ solche Ebenen 
als innere bezeichnet werden, welche die Seiten A&n ^ ABC in 
inneren Punkten schneiden, Strahlen und Ebenen, welche auf den 
Seiten Aj B, C des Dreiecks äussere Punkte bestimmen, soUen 
auch als äussere Strahlen respectiye Ebenen betrachtet werden. 

Durch die Kanten Ai, Bx, Ci denke man sich drei w illkürlich 
Ebenen («i), (ßi), (yi) gelegt mit den Th eil Verhältnissen «i, ßi, yi i 
diese Ebenen bestimmen auf den Seitenflächen drei Strahlen Ai, B[, Q 
mit den Theilverhältnissen ct[, ßj, Vi- Um eine Relation zwischen 
fi und ■[[ zu erhalten, denke man sich die Ebene <o des Dreiecks 
aöc senkrecht auf Ci und sei C der durch c gehende Schnitt von 
ü) mit (71), so ist offenbar das Theilverhältniss fi von (yi) bezüglich 
der Ebenen (Bid), (CiAi) zugleich das Theilverhältniss von C be- 
züglich der Strahlen A, B (wegen Winkelgleichheit). 

Ist nun c der Schnitt von C mit C und C[, so ergibt sich 
durch Vergleichung der Dreiecksflächen ; 



Aac'o 
Atc'o 



Sc' 



bo 



sin ÄiQ 
sin B,Ci 
sin BC 
sinAC 



bo 



bc ao ao bc 
da aber die Dreiecke aco, boo rechtwinkelig sind, so hat man 

ao hc sin BiCi 



sin AiCi 
liaB^, 



■n ÄiBi 



somit clürcli Multiplication 



.(1) 



.(2) 
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44 Vi.rl*ä Kspitel. 

Dass wir rechter Hand die positive Einheit setzen, ist gerecht- 
fertigt, da je zwei zusammengehörige TheJiverhäitnisee wie «i und 
«1 gleiches Vorzeichen besitzen, indem nach der getroffenen Ueberoia- 
kunft jede innere respective äussere Ebene des Büschels Äi das gegen- 
üherliegende Strahlenbüschel in einem inneren respective äusseren 
Strahle trifft. Gehen die drei Ebenen (oi), (ßi), (ti) durch einen und 
denselben Strahl des Bündels o hindurch, so zeigt man ebenso wie 
in den letzten Artikeln, dass 



«^ßiw; = — 1 1 



.(3) 



ist, und umgekehrt sagt jede dieser beiden Gleichungen .aus, dasa 
die drei Ebenen sich in einer Geraden durchschneiden. Liegen 
dagegen die drei Strahlen Ä[, B[, Q in einer Ebene des Bündels o, 

"^^'■^^= + M....(4) 

«;3h; = + 1 ) 

und Jede der beiden Gleichungen besagt, dass die drei Strahlen in 
einer und derselben Ebene liegen. 

Hieran anknüpfend, kann man in einfacher Weise die harmoni- 
schen Eigenschaften des vollständigen Vierkants und des vollständigen 
Viereeits im Bündel nachweisen. 

24. Die für ein einfaches n-Eck entwickelte Relation bleibt 
anch dann bestehen, wenn dasselbe ein beliebiges räumliches (nicht 
in einer Ebene liegendes) einfaches «-Eck wird, und wir dasselbe 
mit einer beliebigen Ebene (u zum Durchschnitte bringen. Sind 
P« fhP'-'-- '^'^ ''*"* "^^^ Ecken a, b, c . . . , auf u gefällten Per- 
pendikel, so ist unmittelbar klar, dass die Th eil Verhältnisse der auf 
den Seiten ab, hc, ca . . . . durch w bestimmten Schnittpunkte der 

Pa Pb pc pi 

Reihe nach die Werthe — , — , — ■ . . . . — haben werden, und es 

Ph Pc fä Va 

ist somit das Product aller dieser Theilverhältnisse auch gleich der 
(positiven) Einheit. 

Zu einem ähnlichen Resultate gelangt man, wenn man die 
Ebenenbüschel betrachtet, deren Axen die Seiten des Ji-Eckes und 
deren Fundamental ebenen die durch je zwei aufeinander folgende 
Seiten bestimmten Ebenen sind (einfaches n-Plach). Verbindet man 
einen beliebigen Punkt des Raumes mit den n Seiten durch Ebenen, 
so ist das Product der n Theilverhältnisse dieser Ebenen gleich der 
Einheit (± 1). 
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25, Sind dj b, c, d die Ecken eines Tetraeders und übergeht 
man zwei von den Gegenkanten, etwa ac und bd, so bilden die vier 
ütrigen ah, bc, cd, da ein einfaches räumliches (windschiefes) Viereck. 
Jede Ebene trifft die vier Seiten in vier Punkten, deren Tbeilver- 
hältnisse die positive Einheit zum Produete haben. Umgekehrt 
muss man behaupten, dass eine Ebene, welche durch drei auf 
oJ, bc, cd respective liegende Punkte mit den Theilverhältnissen 
a, ß, Y hindurchgeht, die vierte Seite da in einem Punkte schneideu 
wird, dessen Tbeilvei'hältniss 3 durch die Gleichung 

«hS = + 1 .... (1) 
gegeben ist. 

So liegen insbesondere die vier Haibirungsp unkte der vier 
Seiten in einer Ebene , weil für diese a=:ß = Y^^ = ' — ^ i*^* 
und daher die Gleichung (1) erfüllt wird. 

Beti-achtet man die unendlich weiten Punkte der vier Geraden 
ab, bc, cd, da, so ist für diese Ä = ß=Yr=ä = -]-lj daher auch 
aß-fS ^ -f- 1, wir haben somit diese vier Punkte als in einer Ebene 
liegend zu betrachten. 

„Die (unendlich weite) Ebene, welche darch die unendlich 
weiten Punkte von drei Seiten eines einfachen räumlichen Vierecks 
bestimmt wird, enthält auch den unendlich weiten Punkt der vierten 
Seite." 

Wir sind zu dieser Annahme gezwungen, wenn wir den IVnda- 
mentalsatz, dass drei Punkte eine Ebene bestimmen, aufrecht er- 
halten sollen. 

Denkt man sich nun die Geraden ab, bc, cd fest, aber die 
Punkte a und d als auf ab und cd beweglich, so wird die vierte 
Gerade da die sämmtlichen Lagen der za ab und cd möglichen 
Transversalen beschreiben. Die unendlich weiten Punkte aller dieser 
Transversalen liegen somit in der Ebene, welche durch die unend- 
lieli weiten Punkte der drei Geraden ah, bc, cd bestimmt ist. Nun 
repräsentiren diese unendlich weiten Punkte eben alle unendlich 
weilen Punkte, die auf den sämmtlichen Geraden des Raumes liegen. 
Denn man kann parallel zu irgend einer Geraden G des Raumes 
eine von den Transversalen da legen; man erhält sie als Schnitt- 
gerade der durch hc und ad parallel zu G gelegten Ebenen. Nun 
ist der unendlich weite Punkt von G zugleich der unendHch weite 
Punkt von da (Parallele haben denselben unendlich weiten Punkt) 
und er liegt somit auch in der durch die unendlich weiten Punkte 
von ah, hc, ca bestimmten Ebene. Diese drei unendlich weiten 
Punkte ändern sich nicht, wenn man ab, bc, cd durch drei beliebige 
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46 FllnfSes Kapitel. 

ZU diesen Geraden parallele Gerade G', G", G'" eraetat. Wir sind 
also berechtigt, den folgenden wichtigen Satz auszusprechen; 

„Die unendlich weiten Punkte di'eier beliebige r Geraden 
0', G", G'" (von denen keine zwei parallel und welche auch nicht 
parallel zu derselben Ebene sind) bestimmen eine Ebene, in welcher 
auch der unendlich weite Punkt jeder vierten Geraden G enthalten 
ist. Diese Ebene enthält also alle unendlich weiten Punkte, somit 
überhaupt alle unendlich weiten Elemente und Gebilde und sie 
wird daher die unendlich weite Ebene des Raumes genannt." 

„Der unendlich weite Punkt einer Geraden ist ihr Schnitt- 
punkt mit der unendlich weiten Ebene des Raumes." 

„Es gibt somit nur eine einzige unendlich weite Ebene des 
Raumes." Denn würde es zwei verschiedene solche Ebenen geben, 
so würden sie von irgend einer Geraden in zwei verschiedenen 
Punkten getroffen, diese Gerade hätte zwei verschiedene unendlich 
weite Punkte, was nicht angeht. 



Fünftes Kapitel. 

Die perspectivisohe Eaumansioht. 

26. Die letzten Betrachtungen schlieasen sich unmittelbar an 
die Resultate an, welche wir im Artikel 8 erhalten haben, und 
wollen wir der Wichtigkeit der Sache wegen die gegenseitigen Be- 
ziehungen der Gebilde in Ansehung ihrer unendlich weiten Elemente 
nochmals hier zusammenstellen. Hiedurch gelangen wir zu einer 
Raumauffassung bezüglich der unendlich weiten Elemente (und 
Gebilde), welche man als die „perspectiv! sehe Raumansicht" zu 
bezeichnen pflegt. 

I. Satz: „Eine Gerade besitzt nur einen unendlich weiten 
Punkt" (siebe Art. 8). Dabei setzen wir die Gerade als ira End- 
lichen verlaufend voraus. 

IL Satz: „Parallele Gerade schneiden sich in dem ihnen ge- 
meinschaftlichen unendlich weiten Punkte", sie bilden ein Bündel 
mit unendlich weitem Scheitel (Parallelstrahlenbündel) und alle jene 
unter ihnen, welche in einer und derselben Ebene liegen bilden ein 
ebenes Strahlenbüsehe! mit unendlich weitem Scheitel (Parallel- 
strahlenbüschel). 
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Soll durch einen Punkt a zu einer Gci-aden G eine Parallele 
G' gezogen werden, so handelt es sich offenbar darum, den Punkt a 
mit dem unendlich weiten Punkte von G zu verbinden. 

Hiedurch ist das Ziehen von Parallelen auf das mehr elementai'e 
Verbinden von Punkten zuräokgefuhrt. 

Um zu einer Ebene -j durch einen Punkt a eine parallele 
Ebene y' zu construiren, nimmt man in f einen beliebigen Punkt a 
an, zieht durch ihn die sämmtliehen Strahlen G und legt durch a 
zu diesen die Parallelen G'; diese letzteren erfüllen die Ebene 7'. 
Jede Gerade G' trifft die Gerade G, zu der sie parallel ist, in dem 
beiden gemeinschaftlichen unendlich weiten Punkt, welcher also 
auch ein den beiden parallelen Ebenen ■{, f' gemeinsamer unendlich 
weiter Punkt ist. Es gilt also der 

in. Satz: „Die unendlich weiten Punkte einer Ebene sind 
auch unendlich weite Punkte jeder zu ihr parallelen Ebene". 

Durch einen Punkt a zu einer Ebene y eine Parallelebene f' 
legen, ist also identisch mit der Bestimmung der Ebene, welche 
durch a' und durch zwei unendlich weite Punkte von -f hindurchgeht. 

IV". Satz: „Die unendlich weiten Punkte einer Ebene erfüllen 
eine Gerade, die unendlich weite Gerade der Ebene;" denn diese 
Pimkte liegen auch auf einer beiiehigen Parallele!) ene, sind also 
den beiden Ebenen gemeinschaftlich, aber die zwei Ebenen gemein- 
schaftlichen Punkte erfüllen eine Gerade, die Schnittlinie der beiden 
Ebenen. 

V. Satz : „Jede Ebene enthält nur eine einzige unendlich 
weite Gerade." Denn würden wir nui- zwei solche Gerade in der 
Ebene zulassen, so würde eine Parallelebene mit der ursprünglichen 
Ebene zwei Gerade gememscliaftlich haben, was nicht angeht. 

VI. Satz; „Parallele Ebenen schneiden eich in der ihnen 
gemeinschaftlichen unendlich weiten Geraden," sie bilden also ein 
Ebenenhüschel mit unendlich weiter Äxe (Par alle leb enenbüschel). 

Hat man also durch einen Punkt zu einer Ebene eine Parallel- 
ebene zu legen, so ist es diejenige Ebene, welche durch den Punkt 
und die unendlich weite Gerade der ersten Ebene bestimmt er- 
scheint. 

Eine Gerade G ist parallel zu einer Ebene 7, wenn sie in einer 
zu Y parallelen Ebene f' liegt; nun liegt der unendlich weite Punkt 
von G in der unendlich weiten Geraden von y, und diese ist iden- 
tisch mit der unendlich weiten Geraden von ■;', also gilt der 

VII. Satz: „Wenn eine Gerade G parallel ist au einer Ebene y, 
so liegt der unendlich weite Punkt von G in der unendlich weiten 
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48 ranftes Kapitel. 

Geraden von y, oder diese letztere geht durch jenen Punkt hin- 
durch". 

Den Satz kann man anch umkehren: Liegt der unendlich 
weite Punkt einer Geraden in der unendlich weiten Geraden einer 
Ebene, so sind beide parallel; denn der genannte Punkt ist der 
Schnittpunkt der Geraden mit der Ebene und weil er unendlich 
weit ist, so sind beide parallel. 

Alle Ebenen, welche zu einer Geraden parallel sind, sind also 
zu betrachten als Ebenen, welche durch denselben unendlich weiten 
Punkt, nämlich durch den unendlich weiten Punkt jener Geraden 
hindurchgehen ; sie gehören dem Parallel Strahlenbündel an, dessen 
Scheitel jener Punkt ist. 

Alle geraden Linien, welche parallel zu einer Ebene sind, hat 
man zu betrachten als Gerade, welche eine feste Gerade schneiden, 
nämlich die unendlich weite Gerade jener Ebene. 

Durch einen Punkt lässt sich eine Ebene legen parallel zu 
zwei beliebigen Geraden ; es ist die Ebene, welche durch den Punkt 
und die unendlich weiten Punkte der beiden Geraden (als durch 
drei Punkte) bestimmt erscheint. 

VUL Satz: „Alle unendlich weiten Punkte und alle unendlich 
weiten Strahlen, also überhaupt auch alle unendlich weiten Gebilde 
(als aus solchen Strahlen und Punkten zusammengesetzt), hegen in 
einer bestimmten, festen unendlich weiten Ebene der sogenannten 
unendlich weiten Ebene des Kaumes". 

Man gelangt zu einem Beweise dieses Satzes (abgesehen von 
den im letzten Artikel entwickelten örUnden), wenn man von der 
Definition de:- Ebene als Fläche, welche von jeder Geraden nur in 
einem Punkte und von jeder Ebene nur in einer Geraden getroffen 
wird, ausgeht. Der Inbegriff aller unendhch weiten Punkte des 
Raumes ist in der That ein Plächengebilde , welches von jeder 
Geradon nur in einem Punkte und von jeder Ebene nur in einer 
Geraden getroffen wird, da nach Früherem jede Gerade nur einen 
unendlich weiten Punkt und jede Ebene nur eine unendlich weite 
Gerade besitzt; dieses Flächengebilde ist daher nothwendiger weise 
als eine (unendlich weite) Ebene aufzufassen. Noch mehr; man 
kann nur eine einzige unendlich weite Ebene des Eaumes zulassen, 
denn würde man zwei verschiedene solche annehmen, so würden 
sie jede Gerade in zwei verschiedenen Punkten und jede Ebene in 
zwei verschiedenen Geraden treffen, es hätte also eine Gerade zwei 
unendlich weite Punkte und eine Ebene zwei unendlich weite gerade 
Linien, was naCh Fräherem unzulässig ist. 
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Die pei-apectiiisolie Eaumsnsicht. 49 

27. Man kann, das Vorhergehende zusammenfassend, die per- 
spectivische Raumansicht folgen der m aas sen aussprechen: 

„Alle unendlich weiten Punkte und alle unendlich weiten 
geraden Linien liegen in einer ganz bestimmten festen Ebene, der 
unendHch weiten Ebene des Raumes." 

„Eine beliebige Gerade trifft diese Ebene in einem Punkte, dem 
(einzigen) unendlich weiten. Punkte dieser Geraden." 

„Parallele Gerade sehneiden die unendüch weite Ebene und da- 
her auch sich gegenseitig in demselben (unendlich weiten) Punkte." 

„Eine beliebige Ebene schneidet die unendlich weite Ebene in 
einer Geraden, der (einzigen) unendlich weiten Geraden dieser Ebene." 

„Parallele Ebenen schneiden die unendlich weite Ebene und 
daher auch sich gegenseitig in derselben (unendlich weiten) Geraden." 

„Eine Ebene und eine Gerade sind parallel, wenn die unendlich 
weite Gerade dör ersteren durch den unendlich weiten Punkt der 
letzteren hindurchgeht (wenn letzterer auf ersterer liegt)." 

„Jedes unendlich weite Gebilde ist in der unendlich weiten 
Ebene enthalten." 

Anmerkimg. Von parallelen Geraden sagt man, sie haben dieselbe Eichtmig; 
von parallelen Ebenen sagt man, sie haben dieselbe Stellnng. Nun haben erstere 
einen gemeinschaftliuhen unendlich weiten Punkt und letztere eine gemeinschaftliche 
unendlich weite Gerade. Desahalb nennt man wohl anch den unendlich vreiten Punkt 
einer Geradon ihre Richtung imd die unendlich weite Gerade einer Ebene die 
Stellung der Ebene. Alle Eichtangen und alle Stellungen erfüllen die unendlich 
weite Ebene des Eaumos. Eine Gerade und eine Ebene sind paraUol, wenn die 
Eichtnng der ersteren in der Stellung der letateren liegt, oder die Stellung dnreh 
die Sichtung hindurchgeht, kliraer: wenn die Stellung der Ebene und die Richttlng 
der Geraden perspecüviscbe Lage haben. 

28. Nachdem wir erkannt haben, dass man die unendlich fernen 
Elemente ebenso in unsere Betrachtungen und Constructionen ein- 
führen kann, wie die im Endlichen gelegenen, ist es wichtig, zu 
zeigen, wie die unendlich weiten Elemente, also zunächst die unend- 
lich weiten Punkte und Strahlen bestimmt werden können. Die 
Methode ihrer Bestimmung ist in dem Vorhergehenden gegeben. 
Einen unendlich weiten Punkt werden wir als Richtung bestimmen, 
also dadurch , dass wir eine Gerade angeben , als deren unendlich 
weiter Punkt der zu bestimmende auftritt. Diese Gerade kann dann 
durch irgend eine zu ihr Parallele ersetzt werden. Soll z. B. der 
durch die Gerade G bestimmte unendlich weite Punkt g mit einem 
beUobigen Punkte a verbunden werden, so ist die Verbindungslinie 
die durch a xu G gelegte parallele Gerade ; soll durch den unendlich 

Weyi. Geomelile. I. Heft. 4 
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weiten Punkt und. eine beliebige Gerade L eine Ebene gelegt werden, 
so ist es die durch L parallel zu G gelegte. 

Eine unendlicli weite Gerade werden wir ebenso als Stellung 
bestimmen, indem wir eine Ebene y angeben , aXs deren unendlich 
weite Gerade G die za bestimmende auftritt; diese Ebene f kann 
dann durch irgend eine andere zu. ihr parallele ersetzt werden, Um 
durch einen beliebigen Punkt « und die unendlich weite Gerade G 
eine Ebene zu legen, hat man nur durch a eine zu 7 parallele 
Ebene zu legen. 

Man kann die sämmtlieben unendlich weiten Elemente am ein- 
fachsten als die Richtungen der Strahlen und die Stellungen der 
Ebenen eines räumlichen Bündels mit beliebigem (nicht unendlich 
weitem) Scheitel bestimmen. Durch jedeu Strahl des Bündels wird 
in der unendlich weiten Ebene ein einziger (unendlich weiter) Punkt, 
und durch jede Ebene des Bündels wird in der unendlich weiten 
Ebene eine einzige (unendlich weite) Gerade bestimmt. Und um- 
gekehrt gibt es im Bündel nur einen Strahl von gegebener Richtung 
und nur eine Ebene von gegebener Stellung.*) 

29. Die unendlich weiten Elemente können auch als Träger 
von Elementengebilden erster und zweiter Ordnung auftreten. Einige 
Fälle (Parallelstrahlenbündel, respective Büschel und Parallelebenen- 
büschel) haben wir bereits erwähnt. 

a) Es werde der beliebige etwa durch die Gerade bestimmte 
unendlich weite Punkt 0* als Scheitel eines räumlichen Bündels 
betrachtet. Alle Strahlen des Bündels sind zu parallel und ebenso 
alle Ebenen des Bündels. Zu den letzteren gehört auch die unendlich, 
weite Ebene des Raumes als eine den Scheitel o« enthaltende oder 
durch ihn gehende Ebene. Jede durch o« gehende in der unendlich 
weiten Ebene des Raumes enthaltene Gerade ist ein Strahl des 
Bündels, ÄUe diese Strahlen bilden ein ebenes Strahlenbüschel in 
der unendlich weiten Ebene mit o« als Scheitel. Das Parallelbündel 
enthält somit ein unendlich weites Strahlenbüschel. Lässt man eine 
Ebene um (oder um irgend einen Strahl dos Bündels) rotiren, 
so beschreibt &i& unendlich weite Gerade derselben jenes unendlich 
weite Strahlen büschel. Jeder Strahl dieses Büschels ist die Stellung 
unendlich vieler Ebenen des Bündels, welche ein dem Bündel an- 
gehöriges Parallelebenenbüschel constituiren. Es ist klar, dass alle 

iciiis lieg'endeii anendllcli 
1 «, p, T . . . li - 

endlich weiten Geraden mit Jim, Bis, Oib . . . bezeichnet werden. 
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Strahlenbüsehel des Bimdela Parallelstrahlenbüschel sind, in den 
einzelnen Ebenen des Biindcla liegend. 

h) Eine dixrch die Ebene w bestimmte unendlich weite Gerade 
0« kann zunäcliet Axe eines Ebenenbüschels sein ; dasselbe, ist ein 
Parallelebenenbüschel und die unendlich weite Ebene, weil durch 
0« gehend, iet auch als eine Ebene des BüBchels zu betrachten. 

Man kann aber 0» auch als Axe einev geraden Punktreihe 
(einer unendHch weiten Punktreiho) betrachten. Die einzelnen Punkte 
dieser Reihe sind die Richtungen der in der Ebene u (oder in einer 
zu (i> paraUelon Ebene) enthaltenen Strahlen. 

c) Die unendlich weite Ebene des Raumes kann man als 
Träger eines ebenen {unendlieli weiten) Systeraea betrachten. Die 
Punkte dieses System es sind die unendlich weiten Punkte der 
Ö-eraden des Raumes; durch jeden von ihnen ist als Scheitel ein 
unendlich weites ebenes Strahlenbüschel bestimmt. Die Strahlen 
dieses ebenen Systemes sind die unendlich weiten Geraden der 
Ebenen des Raumes und jede von diesen Geraden ist Axe einer 
unendlich weiten Punktreihe. 



Sechstes Kapitel. 

Eeciprocitätsgcsetz und Elementenbestimmung in den 

Grundgebilden höherer Stufe. 

30. Neben oder vielmehr über dem Principe der p er specti vischen 
Raumansicht beherrscht ein anderes wichtiges Gesetz, jenes der 
Reeiprocität oder Dualität (auch Polarität), das Gebiet der 
geometrischen Forschung. 

Den drei Stufen der Elementargebilde entsprechend haben wir 
auch eine dreifache Geometrie unterschieden ; nämlich die Geometrie 
einer Dimension (Geometrie der Grundgebilde erster Stufe: Punkt- 
reihCj Stralilenbiiscliel, Ebenenbüschel), die Geometrie von zwei 
Dimensionen (Geometrie der Grundgebildo zweiter Stufe: ebene 
Geometrie, Geometrie des räumliehen Bündels), und schlieaslich die 
Geometrie dreier Dimensionen (Geometrie des Grundgebildea dritter 
Stufe, dea Raumes). 

In der Geometrie der geraden Punktreihe kann nur von Punkten, 
ihrer gegenseitigen Lage und den Relationen der von ihnen begi 
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Strecken die Red« sein; ebenso in der G-eometrie dos Stralden- 
büschels (Ebenenbüsehels) nm- von Strahlen (Ebenen) und den von 
ihnen gebildeten Winkeln. 

Anders verhält sieh die Sache in den Örundgebilden zweiter 
Stufe, in denen zweierlei Elemente vorkommen ; im ebenen Systeme, 
Punkte und Strahlen, im räumlichen Bündel, Ebenen und Strahlen. 

In diesen Gebilden tritt beteitä das Gesetz der Reciprocität 
auf, und lässt sieh dasselbe für die Grundgebilde zweiter 
Stufe etwa folgendermaassen aussprechen: 

„Jedem Satze, jeder Definition, Construction oder Aufgabe ent- 
spricht ein anderer Satz eine andere Definition, Coiisti-uetion oder 
Aufgabe, welche man aus den ersteren erhält, indem man die in 
dem Grundgebildo vorkommenden Elemente der einen Art durch 
die der anderen Art und die Operation des Schneidens durch jene 
dcB Verbindens (Projicirens) und umgekehrt ersetzt, und zugleich 
den BegriiF der perapecti vischen Lage und des Doppel Verhältnisses 
aufrecht erhält." 

Wir gehen einige Beispiele und setzen die einander nach dem 
Gesetze der Reciprocität entsprechenden Sätze, Aufgaben, Con- 
structionen nebeneinander. 



A) In der Ebene (Elemente : Strahlen, Punkte). 



Zwei Punkte bestimmen 
einen Strahl, ihre Verbindungs- 
grade. 

Durch einen Punkt geben 
unendlich viele Strahlen, ein 
Strahlenbüschel bildend. 

Ein System von n Punkten 
mit ihren ~ Verbindungs- 
linien bildet ein vollständiges 
n-Eck. 

Ein vollständiges Viereck 
hat drei Gegenseitenpaare, welche 
sich in den drei Diagonalpunkten 
sehneiden. Diese bilden das 
Diagonaldreieck des vollstän- 
digen Vierecks. Durch jede der 
drei Diagonalecken gehen zwei 



Zwei Strahlen bestimmen 
einen Punkt, ihren Schnitt- 
punkt. 

Auf einem Strahle liegen un- 
endlich viele Punkte, eine gerade 
Punktreihe bildend. 

Ein System von n Strahlen 



mit ihren 



»(«-1) 



Schnitt- 



punkten bildet ein vollständiges 
n-Seit. 

Ein vollständiges Vier seit 
hat drei Öegeneckenpaare, deren 
Verbindungslinien die drei Diago- 
nalseiten sind. Diese bilden das 
Diagonaldreiseit des vollstän- 
digen Vierseits. Auf jeder der 
drei Diagonalaeiten liegen zwei 
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Strahl enpaai-e, nämlich zwei Ge- 
genseiten und zwei Seiten des 
Diag'onaldreiecks. Diese zwei 
Strahlenpaai'ö sint! harmonisch. 
Ebenso entstehen an den Seiten 
des Vierecks harmonische Pnnkt- 
gi-uppen u. s. w. 

pjin vi erstrahliges Büschel 
wird von jeder Geraden in vier 
Punkten geschnitten, deren Dop- 
pelverhältniss gleich jenem der 
vier Strahlen ist. 

Vier harmonische Strahlen 
werden von einer Geraden in 
vier harmonischen Punkten ge- 
schnitten. 



Punktpaare, nämlich zwei Gegen- 
eeken und zwei Ecken des Diago- 
naldi'ciseits. Diese zwei Punkt- 
paare sind harmonisch. Ebenso 
entstehen an den Ecken des Vier- 
seitsharmonische Strahlengrup p en 
u. s, w. 

Eine vierpunktige Reihe wird 
aus jedem Punkte in vier Strahlen 
projicirt, deren Doppelverhält- 
niss gleich ist jenem der vier 
Punkte. 

Vier harmonische Punkte 
werden von einem Punkte in vier 
harmonischen Strahlen projicirt. 



B) Im räumlichen Bündel (Elemente: Strahlen, Ebenen). 



Zwei Ebenen bestimmen 
einen Strahl, ihre Schnittgerade. 

In einer Ebene liegen unend- 
lich viele Strahlen, ein Strahlen- 
büschel bildend. 

Ein System von n Ebenen 

mit ihren Schiiittgera- 

den bildet ein vollständiges M-Seit 
im Bündel. 

Ein vollständiges Vierseit im 
Bündel hat drei Gegenkanten- 
paarCj deren Verbindungeebenen 
das Diagonaldrei seit bilden. In 
jeder Diagonalseite entsteht ein 
harmonisches Strahlenbüschel, be- 
stehend aus den beiden Gegen- 
kanten und den beiden Kanten 
des Diagonaldreiseits. 

Ein vierstrahliges Ebenen- 
büschel wird von jeder Ebene in 



Zwei Strahlen bestimmen 
eine Ebene, ihreVerbindungs ebene. 

Durch einen Strahl gehen 
unendlich viele Ebenen , ein 
Ebenenbüschel bildend. 

Ein System von n Strahlen 



mit ihren 



»(»-1) 



Verbindungs- 



ebenen bildet ein vollständiges 
n-Kant im Bündel. 

Ein vollständiges Vierkant 
hat drei Gegeoebeoenpaare, deren 
Schnittgeraden das Diagonaldrei- 
kant bilden. Auf jeder Diagonal- 
kante entsteht ein harmonisches 
Ebenenbüschel, bestehend aus den 
beiden Gegen ebenen und den bei- 
den Ebenen des Diagonaldrci- 
kants. 

Ein Büschel von vier Strahlen 
wird aus jedem Strahle in einem 
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einem Büschel von vier Strahlen Büschel von vier Ebenen proji- 

geschaitten, dessen Doppelver- eirt, dessen Doppelverhältniss 

hältniss gleich ist jenem des gleich ist jenem des Stvahlen- 

Ebenenbilaehels. büsehels. 



Um also in der Ebene von einem Satze zu dem reciproken 
Satze zu übergehen, hat man die Begriffe Punkt und Strahl und 
ebenso die Operationen des Schneidens und Verbindens zu ver- 
tauschen. 

Um im Bündel denselben Uebergang durchzuführen , sind 
die Begriffe Ebene und Strahl und ebenso die Operationen des 
Schneidens und Verbindens zu vertauschen. 

Doppelverhältnissgleichheiten werden durch diesen Ueber- 
gang nicht gestört. *) 

31, Geht man zu dem Gebilde dritter Stufe, zu dem Eaume 
über, so findet man auch hier ein ähnliches Gesetz, das räumliche 
Reciprocitäta- (oder Dualitäts-)Gesetz. Im Räume haben wir 
dreierlei Elemente : Punkte, Strahlen und Ebenen, und da zeigt 
es sich, ■ dasB der Strahl eine eigen thümliche, mdifferente Stellung 
zwischen Punkt und Ebene einnimmt , denn es lässt sieh das 
Reciprocitätsgesetz für den Raum etwa folgendermaassen aus- 



„Jedem Satze, jeder Definition, Construction oder Aufgabe ent- 
spricht ein anderer Satz, eine andere Definition, Construction oder 
Aufgabe, welche man aus den ersteren erhält, indem man die Begriffe 
Punkt und Ebene und ebenso die Operationen des Schneidens 
und Verbindens (Projieirens) gegenseitig vertauscht, aber den Be- 
griff Strahl auf seinem Platze belässt, und zugleich den Bogriff der 
perspeetivisehen Lage und des Doppel Verhältnisses aufrecht erhält." 

■*) Die Operation de« Schneidens und ilire Eesultate sind aua der Elementar- 
ge mctne bekannt zwei Ebenen zum Ihirehaohnitt gebracht geben eine Gerade, 
eine Ebene mt einer Geraden liefert einen Punkt, iwei Gerade wenn bid sicli über- 
haupt sehneiden auch einen PnnkS Dm Operation dte Verhindens wirl wohl auch 
all die des Projitiren« beaeiihnet und treten nur Punkte unl gerade Li len hierbei 
auf Zwei Punkte veibanden liefern eine Gerade welche man wohl auch als das 
Eeanltat dea ProjiureuH eine« der beiden Punkte ans dem anderen bezeichnet. 
Ebeti'o sagt man dass sich eine Ger'kde aus einem Punkte durch eine Ebene und 
e n Punkt aus einer Geraden elenfills durcl eine Ebene pr jieirt i beiden Fällen 
st tif- Ebc e die durth \rn P mkt uid die Gerade hrndur^hge legte Zwei Gerade, 
die sich aü ne den liefern il« Realität des Verb nden» ihre Ebene ii welcher auch 
jede von ihnen aus der andern projioirt erocheint 
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Einige Beispiele mögen dies 

Zwei Punkte bestimmen 
einen Strahl, ilire Verbin- 
dungsgerade. 

Drei Punkte bestimmen eine 
Ebene, ihre Verbindnngsebene. 

Auf einem Strahl liegen un- 
endlich viele Punkte, eine Punk t- 
reihe bildend. 

Wenn zwei Strahlen durch 
einen Punkt gehen, so liegen sie 
auch in derselben Ebene. 

Durch einen in einer Ebene 
liegenden Punkt lassen eich un- 
endlich vielein der Ebene enthal- 
tene Strahlen ziehen; alle bilden 
ein ebenes Strahlenbüscheh 

Durch einen Punkt gehen 
unendlich viele Strahlen und 
Ebenen, ein räumliches Bün- 
del bildend. 

Alle Ebenen des Bündels, 
welche durch denselben Strahl 
gehen, bilden ein Ebenenbü- 
Bchel. 

Alle Strahlen des Bündels, 
welche in einer Ebene liegen, 
bUden ein Strahlenbüschel. 

Verbindet man vier auf 
einem Strahle liegende Punkte 
mit einem beliebigen Punkte durch 
vier Strahlen, so haben diese das- 
selbe DoppelverhältnisB wie 
die vier Punkte. 

Vier haiin Ollis che Ebenen 
werden von jeder Geraden in 
vier harmonischen Punkten ge- 
schnitten. 



bestimmen 
; Schnitt- 



bestimmen 



31-läutern : 

Zwei Ehe 
einen Strahl, 
gerade. 

Drei Ehe) 
einen Punkt, ihren Schnittpunkt. 

Durch einen Strahl gehen 
unendlich viele Ebenen, ein 
Ebenenbüechel bildend. 

Wenn zwei Strahlen in 
derselben Ebene liegen, so haben 
sie auch einen gemeinschaftlichen 
Punkt. 

In einer durch einen Punkt 
gehenden Ebene lassen sich un- 
endlich viele den Punkt enthal- 
tende Strahlen ziehen falle bilden 
ein ebenes Strahlenbüschel. 

In einer Ebene liegen un- 
endlich viele Strahlen und 
Punkte, ein ebenes System 
bildend. 

Alle Punkte des ebenen 
Systems,, welche auf demselben 
Strahle liegen, bilden eine gerade 
Punktreihe. 

Alle Strahlen des ebenen 
Systems , welche durch einen 
Punkt gehen, bilden ein Strah- 
lenbüschel. 

Schneidet man vier durch 
einen Strahl gehende Ebenen mit 
einer behebigen Ebene in vier 
Strahlen, so haben diese dasselbe 
Doppclverhältniss wie die vier 
Ebenen. 

Vier harmonische Punkte 
werden aus jeder Geraden in vier 
harmonischen Ebenen projicirt. 
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Dio angcftilirteii Beispiele zeigen , dass im Räume auch die 
Begriffe „Punlitrcihe" und „ Eben enbü ach el" und ebenso „Strahlen- 
büscliel" und „Strahlenbüsehel" einander nach dem Gesetze der 
Eeciprocität gegenüberstehen. 

Im räumlichen Bündel war dagegen dem „ Ebenenbüschel " 
das „Strahlenbüschel" und im ebenen Systeme war der „Panktreihe" 
das „Stralilenbüschel" reciprok gegenübergestellt, 

32. Wir haben in den ersten Artikeln gezeigt, wie man die 
Ijage der Elemente der Grundgebilde erster Stufe durch geometrische 
oder numerische Werthe fisiren kann. Dio Punkte einer Punktreihe 
sind bestimmt, wenn man ihre Abstände (Abseissen) von einem 
festen Punkte oder ihre The il Verhältnisse bezüglich zweier, oder 
ihre Doppelverhältnisse bezüglieh dreier Fnndamentalpunkte kennt; 
ebenso kann man zur Bestimmung der Strahlen eines Strahlen- 
büschels und der Ebenen eines Ebenenbüschels entweder die Winkel 
mit einem festen Fundaraentalelemente oder die Theil- respective 
Dop pol Verhältnisse bezüglich zweier, respective dreier Fundamental- 
elemente als Bestimmun gsgrössen oder Parameter einführen. Jedem 
Elemente entspricht ein Parameterwerth und jedem Parameterwertb 
ein Element des Gebildes. 

In den Gebilden der zweiten Stufe reicht ein einziger Parameter 
zur Bestimmung eines Elementes nicht mehr hin; es ist noth wendig, 
zwei Parameter einzuführen, deren Bedeutung eine je nach der Art 
der Elementenbestimmung eine verschiedene sein kann. 

Der Grundgedanke, auf welchen sich die Elementenbestimmung 
in den Grundgebilden zweiter Stufe immer zurüekfübren lässt, be- 
steht in Folgendem : 

In einem Grundgcbilde zweiter Stufe kommen zweierlei Elemente 
vor, z. B. im ebenen Systeme Punkte und Strahlen. Um einen 
Punkt des Systems zu bestimmen, denkt man eich denselben als 
Schnittpunkt zweier Strahlen, die man der Einfachheit wegen als 
zwei festen Strablenbüscheln s, s' angehörig betrachtet. Ist nun 
z. B. x der Schnittpunkt der den Büscheln s, s' respective an- 
gehörigen Strahlen X, X', so kann man die diesen zwei Strahlen 
in ihren Büscheln entsprechenden Parameterwerthe %, |' (ob es 
nun Winkel, Theil- oder Doppel Verhältnisse sind , ist gleichgiltig) 
als die beiden Parameter des Punktes x betrachten; jedem 
Punkte X entspricht ein Paar der Werthe %, |', jedem solchen 
Werthepaar ein Punkt x als Schnitt der diesen Wevthen ent- 
sprechenden Strahlen X, X', 
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Ebenso kann man einen Strahl Y des ebenen Systemes da- 
durch beetiramen, dass man die Parameter vj, ■(]' der Punkte y, y 
angibt, weiche der Strahl Y in zwei festen Punktreihen 0, 0' 
bestimmt. 

Wir sind dadurch sofort zu den Co ordinaten Systemen der 
Ebene geführt. 

Welche Lage man den beiden Hilfsgebildeu erster Stufe (s, s' 
oder 0, (/) und welche Bedeutung man den Parametern in diesen 
Gebilden {\, 5' oder y], tf) geben wird, das hängt von der Art des 
Zweckes ab, den man durch die jeweilige Elementenbe Stimmung 
verfolgt. 

Um z. B. das gewöhnliche ebene Cartesianische Coordinaten- 
system zu erhalten, denken wir uns zwei feste Punktreihen X, Y 
(Fig. 15), in denen wir die Abscissen x, y von ihrem gemeinschaft- 
lichen Punkte o aus zählen; die unendlich 
weiten Punkte der Axen X, Y (Coordinaten- '^^^- ^''' 

axen), betrachten wir als Scheitel zweier 
Parallelstrahlenb lisch el. Die Lage eines be- 
liebigen Punktes p unseres ebenen Systemes 
wird vollkommen bestimmt sein, wenn die 
Lage der durch ihn gehenden Strahlen X', Y' 
der beiden Parallel strahlenbüschel bestimmt 
ist und diese kann man wiederum durch 
Angabe der Abscissen (Ordinalen) y = on, 
punkte mit X, Y respective bestimmen. 
Werthe x, y zunächst die Punkte m, n auf X, Y", somit auch die 
Strahlen Y', X' und daher auch deren Schnittpunkt f gegeben. 
Die Werthe a:, y (Abseisse und Ordinate) nennt man die Parallel- 
coordinatcn des Punktes f. 

Dieselben zwei festen Punktreihen Z, Y (Coordinatenaxen) 
kann man auch zur Lagenbe Stimmung der Strahlen des ebenen 
Systemes verwenden. Um die Lage einer beliebigen Geraden G 
anzugeben , ist es hinreichend , die Lage der beiden Punkte r, s 
zu kennen, in denen die Gerade G die beiden Axen schneidet; 
und dies geschieht wiederum entweder durch Angabe ihrer Ab- 
scissen or, OS oder durch Angabe der negativen reeiproken Werthe 

p ^= ^ , 17 = — --, welche man die Coordinaten der Geraden 

G nennt. 

Aber auch die homogenen Coordinatensysteme kann man aus 
dem angeführten Bestimmungsprineipe ableiten. 
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Es sei ahe (Fig. 16) ein Dreieck, dessen Seiten respective 
Ä, B, C sein mögen und die wir als Fundamentalsti'ahlcn der drei 
Strahlenbüschel a, h, c betrachten. 

Die Lage eines Punktes m des ebenen Sjstemes wird voll- 
kommen bestimmt eeinj wenn man die beiden durcb ihn gehenden 
Strahlen Ä', B der Büschel a, b kennt und diese können wiederum 
durch ihre Th eil Verhältnisse bestimmt werden. Die Theilverhäit- 
nisse von Ä', B', sowie auch das des nach m von c ausgehenden 
Strahles C" werden gegeben sein, wenn 
man die Verhältnisse der von m aus 
auf die Dreieckseiten A, B, C gefällten 
Perpendikel P\,Pi,p-i, d. h. wenn man 
die Verhältnisse 

Pr-P2-p-i 
kennt. Denn p, -.p.^ ist das Theiiver- 
hältnisB von C", pj :p3 das von A' und 
p^ : pi das von R und es genügen auch zwei von ihnen zur Be- 
stimmung von ni. Der Punkt m wird auch dann vollständig bestimmt 
sein, wenn man die Verhältnisse dreier ^^^ P\,Pt,P3 nach gewissen 
Factoren a,, sj, oj proportionalen Grössen x,, x^, x^ kennt. Wenn 
also x^ = «ipi, Wj := «2p2i ^3 = "3i>s '^' ^■^'^ la&Ti kcunt die Ver- 
hältnisse 

so sind oifenbar auch (da a,, a^, aj bekannt sind) die Verhältnisse 
!Pi -Pi -Pi gegeben und somit auch die Lage des Punktes m. 

Drei solche Werthe, durch deren Verhältnis szahlon x^ : x.^ : w^ 
die Lage des Punktes m bestimmt ist, nennt man Coordinaten des 
Punktes m in Bezug auf das Fundamentaldreieck ahc (Dreieck- 
coordinaten, homogene Coordinaten). Die Verhältnisse Xiia^^'-x^ 
werden oifenbar nicht geändert, wenn man statt a;,, x.^, as^, p3\, px^, px^ 
einsetzt, wo p ein ganz beliebiger Factor ist. Man kann dann 
auch die Werthe px^, px^, px^ als die Coordinaten des Punktes m 
betrachten. 

Bezeichnet man mit ?j, l^, I3 die Längen der Seiten A, B, C 
des Fundamentaldreieckes und mit A seine doppelte Fläche, so ist 
offenbar 

Ä = hPi + hPi + kp^ 
oder aber 
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Zwischen den Coordinaten a;,, x^, x-;^ eines Punktes besteht 
also immer eine Relation von der Form 

«iX, + a-iX-i -\-a^x^^ A 
worin «1, o.;, «3 und A constaiite Grössen bedeuten. 

Aehnliche Dreieckseoordinaten {oder homogene Coordinaten) 
kann man auch für die Strahlen des ebenen Syatemes einführen. 
Ist wiederum abc das Fundamentaldreieck, so wird die Lage eines 
Strahles G bestimmt sein , sobald man jene seiner Punkte kennt, 
welche auf irgend- zwei der drei festen Fundamentalaeiten liegen. 
Sind also a, b', c die Schnitte von G mit den Seiten Ä, B, C des 
Fundamentaldreiecks, so ist ff bestimmt, sobald man zwei von 
diesen drei Punkten kennt. Nun sind aber alle drei Punkte a', h', c' 
gegeben, sobald man die Verhältnisse i/i : g^ : % der von den Ecken 
a, b, c des Fundamental dreieckes auf G^ gefällten Perpendikel g,, g^, q^ 
kennt; denn es ist §[ : g^ das Th ei Iv erhält uiss von c' bezüglich ab, 
q^ : 23 jenes von a' bezüglich bc und g^ : q^ das von h' bezüglich ca. 
Sind ßi, ßj, ßa wiederum beliebige aber eonstante Factoren, so wird 
auch daan noch die Läge von G bestimmt sein, wenn man r^ = ß^g,, 
1)2 = %qi, \ = ßaja setzt und die Verhältnisse t]| : v), : ■% angibt, denn 
aus letzteren folgen unmittelbar auch die Verhältnisse gi : 53 : §3. 
Drei solche Werthe v),, -fl.,, r,^ (oder ot]i, «njj, ct^, wo ganz beliebig 
ist) durch deren Verhältn isszahlen vji ; vii : 1)3 die Lage einer Geraden 
ff bestimmt ist, nennt man die Coordinaten derselben bezüglich 
des Fundamentaldreieckes abc (Dreieekscoordinaten , homogene 
Coordinaten). 

AehnKche Parameter kann man für das räumliche Bündel ein- 
führen. Um einen Strahl ^ seiner Lage nach zu bestimmen, denke 
man sich ein festes Dreikant des Bündels, das Fundamentaldrei- 
kant und ziehe die drei Ebenen, welche den Strahl mit den Funda- 
mentalkanten verbinden. Die Theilverhältnisse dieser di'ei Ebenen 
werden sich als Verhältnisse Xy-.x-i: iCj dreier Werthe x^, x^, x^ dar- 
stellen lassen, und diese oder ihnen proportionale Werthe pflegt man 
als die Coordinaten des Strahles X zu bezeichnen. 

Ist ^ eine Ebene des Bündels, so wird ihre Lage bestimmt 
sein, wenn man ihre Sehnittgeraden mit den drei Ebenen des Punda- 
mentaldreikants kennt, und die Theilverhältnisse dieser letzteren 
können wiederum als die Verhältnisse v;, : vj^ : 'is dreier Werthe tj,, v^j, vj^ 
dargestellt werden. Diese Werthe i;i, tjj, 113 oder ihnen proportionale 
Werthe nennt man die Cooi"dinatcn der Ebene ^ bezüglich des 
Fundamen taldreikants. 
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Wir haben zur Bestimmung der Elemente in den Grundgebilden 
zweiter Stufe drei Grössen (x^, x.^, x^ respective i^,, ti^, vjj) eingeführt, 
doch sind es nur scheinbar drei Grössen, in der That nur zwei, 

nämlich die Verhältnisse zweier zur dritten, wie z. B. — , — 

(oder — i-, — ), denn dies sind die Theilverhältnisse zweier Elemente, 

% % 
durch deren Schnitt oder Verbindung das eigentücb zu bestimmende 
Element erzeugt wird. 

„Es sind somit zur Bestimmung der Elemente in den Grund- 
gebilden zweiter Stufe zwei unabhängige Parameter nothwendig." 

Es bleibt nun noch übrig, zu zeigen, wie die Elemente des 
Grundgebildes dritter Stufe, des Raumes, durch Parameterwerthe 
(Coordinaten) bestimmt werden können. 

Die einzelnen Punkte des Raumes kann man als Schnittpunkte 
der Ebenen dreier Ebenenbüschel imd die einzelnen Ebenen des 
Eaumes als Verbindungsebenen der Punkte dreier PßnktreiLen be- 
trachten ; hieraus erhellt schon, dass zur Bestimmung der Punkte oder 
Ebenen drei Parameter, nämlich die Parameter jener Ebenentripel 
respective Punkttripol nothwendig und hinreichend sein werden. 

Die Strahlen des Raumes bestimmt man als Schnittgerade von 
(je zwei) Ebenen oder als Verbindungsgerade von (je zwei) Punkten; 
es soll daher nur von Ebenen und Punkten gehandelt werden. 

Es seien drei Ebenen als feste (Fundamental- oder Coordinaten-) 
Ebenen angenommen; X, Y, Z seien ihre Schnittlinien (Axen) und 
der Schnittpunkt der letzteren (Anfangspunkt). Die Punkte auf den 
Axen X, Y, Z werden bestimmt durch ihre Entfernungen cc, y, z 
(Coordinaten), vom Punkte aus gemessen; die unendlich weiten 
Geraden der drei Fundamentalebenen betrachten wir als Axen der 
erwähnten drei Ebenenbuschel und die Geraden X, Y, Z als Axen 
der erwähnten drei Punktreihen. 

Die durch einen Punkt ^ des Raumes parallel zu den drei 
Fundamentalebenen gelegten Ebenen gehören den drei Ebenen- 
büscheln an und schneiden die drei Axen X, Y, Z in drei Punkten, 
deren Entfernungen von o x,y,z seiji mögen. 

Durch die Werthe x, y, s sind offenbar die drei zu den Fimda- 
mentalebenen parallelen Ebenen und daher auch ihr Schnittpunkt, 
der Punkt p bestimmt. 

Man nennt die Strecken x^ y, z die Parallelcoordinaten des 
Punktes f bezüglich des Coordinatensystemes o, X, Y, Z. 
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Eine beliebige Ebene tc trifft die drei Axen X, Y, Z in drei 
Punkten r, s, ( und es wird die Eage der Ebene bestimmt sein, 
wenn man die Strecken or, os, ot oder aucli, wenn man deren ne- 

arativo reciproke Wevthe p =^ , o ^ — ■ — , t = ■ kennt. 

" ^ '^ ot' os' ot 

Diese drei Werte p, i, t weiche die Lage der Ebene it im Räume 
vollkommen bestimmen, nennt man die Coordinaten der Ebene % 
bezüglich des Coordinatenaystomes o, X, Y, Z. 

Nimmt man im Räume ein festes Tetraeder abcd mit den Seiten- 
flächen ß, ß, Yi ^ ^ä Fundamentaltetraeder an^ so kann die Lage eines 
Punktes p auch bestimmt werden, wenn man die Th eil Verhältnisse 
der Ebenen angibt, welche durch diesen Punkt und drei nicht in 
einer Ecke des Tetraeders zusammensto äsenden Kanten hindurch- 
gehen. Man kann durch den Punkt p und alle sechs Teti'aederkanten 
Ebenen legen und es werden offenbar die Theil Verhältnisse aller 
dieser Ebenen gegeben durch die Verhältnisse 

der vier von p aus auf die Tetraederfläcben gefällten Perpendikel 
oder durch die Verhältnisse x^ : x^ : X3 :^ x^ von vier zu den p propoi'- 
tionalen Grössen x^ = Äjp,, x^ = k^Pi, a^ ^ Ä3P3, ^i = ^iPi- Solche 
vier Grössen x^, x-^, x^, sSi nennt man die tetraedrischen (homogenen) 
Coordinaten des Punktes j> bezüglich abcd als Fundamentalteti-aeder. 

Dass auch hier statt x^, x.^, x^, Xj für X als beliebigen Factor 
iaii, Xte^, '/-Xs, Xk.i gesetzt werden kann, ist unmittelbar klar. (Auch 
hier ist, wie leicht zu zeigen, «js;, -|- a^x^ + a^Xg + a^Xi = Const.) 
Eine Ebene t: wird bezüglich desselben Fundamentaltetraeders be- 
stimmt sein, wenn man ihre Schnittpunkte mit drei in einer Ecke 
zu sammenst essenden Kanten des Fundamcntalteti'aeders kennt. Kun 
sind aber die Theil Verhältnisse der Schnitte der Ebene x mit allen 
sechs Kanten des Tetraeders gegeben durch die Verhältnisse qi'-q^'fi- 2i 
der vier von den Ecken a, h, c, d auf x gefällten Pei'pendikel q^, q^, ^j, q^ 
oder durch die Verhältnisse r,, : yj^ : 753 ; r^ von zu diesen Perpendikeln 
proportionalen Grössen ■(][ = \>.^qx, 'iij = i^j^j, 7)3 = \i^q^, ■el^ = \J.^q^. 
Solche vier Grössen v],, i^j, tj^, t,^, welche die Lage der Ebene % 
vollkommen bestimmen (oder beliebige Multipla mY),, mti^, mti^, rav), 
derselben), nennt man die tetraedi-ischen (homogenen) Coordinaten 
der Ebene x bezüglich des Fundamental (Coordinaten )tetraeders ahcd 

Änmerlüing Wir 1 aber iie Betrachtungen dieses ArükeU nnr desshalb 
angestellt, ura zn zeigen dasa die Grundgehilde ecater Stafe auch als Grundlage 
der Coordinaten geom tne l^anahtisclen Geometrie) lipnen Die Art dei C ordui'iten 
Verwendung gehört nicht hierher io lier 11 lie aniljb^tle Ce n etrie Icc Ebei e 
(des Bündels) und des Baume 
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Siebentes Kapitel. 

Perspectivisehe Gebilde. 

33. „Wenn zwei Grundgebüde nach geometriscLen Gesetzen 
so zusammechängen, daes einem Elemente des einen Gebildes eine 
bestimmte Anzahl von Elementen des anderen Gebildes entspricht, 
und umgekehrt, so sagt man, die beiden Gebilde sind in verwandt- 
schaftlicher Beziehung, sie sind verwandt." 

Denken wir uns z. B. zwei Punktreihen, deren Axen Ä, A' in 
der Ebene eines Kreises K Hegen; ist x ein Punkt von A und a;' ein 
solcher Punkt von A', dass die Gerade xx' Tangente des Kreises K 
ist, so mögen die Punkte a^, x als einander entsprechende Punkte 
betrachtet werden. Es ist so durch den Kreis K eine verwandtschaft- 
liche Beziehung zwischen den beiden Punktreihen A^ A' festgesetzt. 
Da man von einem Punkte zwei Tangenten an K legen kann (welche 
gleichzeitig reell oder imaginär sind) so entsprechen irgend einem 
Punkte der einen Keihe zwei (reelle oder imaginäre) Punkte der 
anderen Reihe. Welchen Punkten der einen Reihe entsprechen zwei 
zusammenfallende Punkte in der anderen? 

34. Schon das gegebene Beispiel zeigt, dass man zwischen zwei 
Punktreiben (und ebenso zwischen den Gebilden überhaupt) un- 
zählige verschiedene Verwandtschaftsbeziehungen wird aufstellen 
können, indem man den Kreis durch andere complicirtere Gurven 
ersetzt oder indem man das Wesen der Vei-wandtschaft selbst ändert. 

Die einfachste Vei-wandtschaft ist die der Perspectivität, 
und von der soll im Folgenden zunächst gehandelt werden. 

Wird eine Punkti-eihe mit R, ein Strahlenbüschel mit S und 
ein Ebenenbiischel mit E bezeichnet, so kann perspectiviach sein 
E mit 5, R mit E, R mit E, 8 mit E, S mit jS und schliesslich 
E mit S. Wir haben also in dieser Hinsieht sechs Fälle zu unter- 
scheiden. 

1) Es sei in einer Ebene eine Punktreihe mit der Axe und 
ein Strahlenbüschel mit dem ausserhalb liegenden Scheitel s 
gegeben. Jeder Strahl X des Büschels bestimmt auf einen Punkt 
X, den Schnittpunkt von X mit und umgekehrt geht durch einen 
Punkt X der Reihe nur ein Strahl X des Büschels der Verbindungs- 
strahl von e mit cc. 
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FerspeotiTisohe Sebilda. 63 

Es ist also je ein Klement des einen Gebildes in perapeetivisclier 
Lage mit nur einem Elemente des anderen Gebildes. Zwei solche 
in perspectivischer Lage befindliehen Elemente x, X der beiden 
Gebilde sollen zwei entsprechende Elemente genannt werden. 
Dem X entspricht also X und umgekehrt. Von den beiden Gebilden 
s, sagt man in Ansehung dieses Entsprechens , dass es zwei 
perspectivische Gebilde sind. Das Strahlenbüschel s ist mit 
der Punktreihe perspeetivisch. 

Man kann auch die Strahlen X als ans dem Punkte s nach 
den Punkten x gehende Seh- oder Lichtstrahlen betrachten und 
sagt daher' wohl auch, dass das Büschel s der Schein der Punkt- 
reihe ist. Umgekehrt sind die Punkte x die Schnittpunkte der 
Strahlen X mit der Axe und es wird daher die Punktreifae 
als der Schnitt des Strahlenbüschels s bezeichnet. 

„Ein Strahlenbüschel und eine Punktreibe sind perspectiv! seh, 
wenn sie in der Beziehung des Scheines und Schnittes zu ein- 
ander stehen, d. h. wenn solche Elemente der beiden Gebilde, 
welche in perspectivischer Lage sind, als einander entsprechende 
auftreten." 

Geht der Strahl X in die zu parallele Gerade P über (den 
Parallelstrahl), so rückt x in unendliche Entfernung, x wird der 
unendlich weite Punkt jj» von 0. 

„Der Parallelstrahl des Büschels und der unendlich weite 
Punkt der Punktreihe sind zwei einander entsprechende (zugeord- 
nete) Elemente." 

Sind A, B, C, D vier beliebige Strahlen des Büschels und 
«, b, c, d die ihnen entsprechenden Punkte der Reihe (d. h. die 
durch sie auf bestimmten Schnitte), so ist nach Art. 16 das 
Doppelverhältnis s (ABCD) gleich dem Doppelverhältniss {ahcd), 
d. h. also: 

„Sind ein Strahlenbüschel und eine Punkti'eihe pcrspectivisch, 
so ist das Doppelverhältniss von vier Elementen des einen Gebildes 
gleich dem der vier entsprechenden Elemente des zweiten Gebildes." 

Es versteht sich von selbst, dass die Elemente der beiden 
Gebilde in derselben Ordnung in beide Doppelverhältnisse eingeführt 
werden müssen. 

Insbesondere gilt auch der Satz : 

„Vier hannonischen Elementen des einen Gebildes entsprechen 
vier harmonische Elemente des andern," 

Die ConstRiction einander entsprechender Elemente nennt man 
die Vervollständigung der beiden Gebilde und iässt sich die 
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64 Siel.cn.es Kapitel. 

betreffende Aufgabe dahin fassen, dass man zu einem Elemente des 
einen Gebildes das entsprechende (zugeordnete) Element des zweiten 
Gebildes bestimmen soll. 

Die Verroll ständigung der in perspectivischer Beziehung stehen- 
den Gebilde s, ist offenbar eine höchst einfache, da einem be- 
liebigen Strahle X von s dessen Schnittpunkt x mit entspricht 
und einem beliebigen Punkte x von 0, dessen Verbindungsgerade 

2) „Ein Ebeoenbüsehel und eine Punktreihe worden als per- 
spectiviach bezeichnet, wenn sie in der Beziehung des Scheines 
und Schnittes zu einander stehen, d.,h, wenn solche Elemente der 
beiden Gebilde, welche in perspectivischer Lage sind, als emander 
entsprechende auftreten." 

Es seien 0, 0' die beiden (sich nicht schneidenden) Axen 
respeetive der Punktreihe und des Ebenenbüschels. Jede durch 0' 
gehende Ebene ^ trifft in einem Punkte x und umgekehrt geht 
durch einen Punkt x von und durch 0' nur eine Ebene ^ hin- 
durch. Die Ebene ^ und der Punkt x, welche in perspectivischer 
Lage sind, sind zwei einander entsprechende Elemente der beiden 
Gebilde. Wird ^ parallel zu (die Parallelebene des Büschels), so 
geht X in den unendlich weiten Punkt von über. Sind a, ß, y, ä 
vier beliebige Ebenen des Büschels 0' und «, &, c, d die ihnen 
entsprechenden Punkte dei' Reihe, d. h, ihre Schnittpunkte mit der 
Axe 0, so ist nach Art. 16 (a^fS) = (ahcd); es ist also auch hier 
das Doppelverhältniss von vier Elementen des einen Gebildes gleich 
dem in derselben Ordnung gebildeten Doppel Verhältnisse der vier 
entsprechenden Elemente des zweiten Gebildes. Insbesondere ent- 
sprechen vier harmonischen Elementen wiederum vier harmonische 
Elemente. 

Was die Vervollständigung der beiden Gebilde betrifft, so ist 
sie auch durch die Beziehung der Perspectivität sofort gegeben. 
Jeder Ebene des Büschels entspricht ihr Schnittpunkt mit und 
jedem Punkte von entspricht die durch ihn und durch 0' ge- 
legte Ebene. 

3) „Bin Ebenenbüschel und ein Strahlenbüschel nennt man 
perspectiviseh, wenn sie in der Beziehung des Schnittes und Scheines 
sind,, d. h. wenn solche Elemente der beiden Gebilde, die in per- 
spectivischer Lage sind, als einander entsprechende auftreten." 

Ist 0' die Axe des Ebenenbüechels und «u die Ebene des 
Strahlenbüsehels , welche 0' in s schneiden möge, so werden die 
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einzelnen Ebenen ^ des Ebenenbüachels die Ebene u in durch s 
gehenden Strahlen X schneiden. 

Jeder Ebene ^ ist der durch sie in u bestimmte Schnittstrahl 
X als entsprechendes Element zugeordnet und umgekehrt bestimmt 
ein beliebiger Strahl X des Büschels s die entsprechende Ebene ^ 
als Verbindungsebene der sich in s schneidenden Geraden 0' und X 
Hiedurch ist auch die Vervollständigung der beiden Gtebilde erledigt. 
Nach Art. 16 ist auch hier (aß-fS) = (ABCD), d. h. das Doppel- 
verhältniss von vier Elementen des einen Gebildes ist gleich dem 
der vier entsprechenden Elemente des anderen. Vier harmonischen 
Elementen entsprechen wiederum vier harmonische Elemente. 

4) „Zwei Punktreihen 0, 0' (Fig. 17) werden als perspectivisch 
bezeichnet, wenn sie perspectivisch sind mit einem und demselben 
StrahlenbüBchel s, als dessen Schnitte 
sie dann erscheinen." (Sie Hegen also *'"¥■ l'?- 

immer in einer und derselben Ebene, 
in jener des Büschels.) Ein Strahl X 
von 3 trifft in x und 0' in x' und 
es sind also x, x' die zwei Punkte der 
beiden Reihen, welche mit einem und 
demselben Strahle X des Büschels per- 
spectivisch liegen; diese beiden Punkte 
sind nun als einander entsprechende 
Punkte der beiden perapectivisehen 
Reihen zu betrachten. Es gilt somit 
der Satz : „Zwei Punktreihen sind per- 
spectivisch, wenn die Verbindungslinien 

X der einander entsprechenden Punkte x, x durch einen festen 
Punkt s hindurchgehen". Der Punkt s wird das perspectivische 
Centrum der beiden Reihen genannt. Das Büschel & ist gleich- 
zeitig der Schein für beide Punkti'cihen. Geht der Strahl X in 
die Verbindungslinie von ^ mit dem Schnittpunkte der beiden 
Axen 0, 0' über, so fallen die Punkte x, x' in diesem Schnittpunkte 
übereinander. Dieser Schnittpunkt soll, als zur Reihe gehörig, 
mit j bezeichnet werden, und muss, da er als auf 0' liegend dem 
3 perspectivisch entspricht, zugleich mit ^ bezeichnet werden. 

„Wenn zwei Punktreihen perspectivisch sind, so entspricht sich 
der den beiden Reihen gemeinschaftliche Punkt g^ selbst." 

Sind aa', hh', ec', dd' viei' Paar einander entsprechender Punkte, 
welche etwa durch die Strahlen A, B, C] D des Büschels s auf 
0, 0' bestiinmt werden, so ist (ahcd) = (a'b'c'd'}, weil beide 
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Doppelverhältnisse gleich {ABCD) sind. Also: „Das Doppel verhält- 
iiiss von vier Funkten der einen Keihe ist gleich jenem der vier 
entsprechenden Punkte der anderen. Vier harmonischen Punkten 
entsprechen wiederum vier harmoniBche Punkte." 

Was die Vervollständigung der heiden Punktreihen, i. h. die 
Coustruction einander entsprechender Punkte betrifft, so ist sie auch 
hier höchst einfach; um zu einem Punkte x der einen Reihe den 
entsprechenden x' der anderen zu finden, hat man nur sx zu ziehen 
und mit der Axe der zweiten Reihe zum Durchschnitte zu bringen. 

Um zu dem unendlich weiten Punkte von 0, welchen wir 
mit w bezeichnen wollen, den entsprechenden w' zu finden, hat man 
also sw, d. h. durch s eine Parallele zu zu ziehen, und wird diese 0' 
in u' schneiden ; ebenso schneidet die durch s zu 0' parallel gezogene 
Gerade die Axe im Punkte v, welche]- dem unendlich weiten 
Punkte »' von 0' perspectivisch entspricht. Die Punkte u' v, welche 
den unendlich weiten Punkten m, v' perspectivisch entsprechen^ 
werden die Gegenpunkte der beiden perspecti vischen Reihen 
genannt. 

Aus der Aehnlichkeit der Dreiecke Asox, AmVs folgt: 



woraus sich 

ergibt. Nun sind »v, m' «instante von x, x' unabhängige Strecken, es 
ist also das Produkt vx , u'x' constant. 

Zu demselben Resultate gelangt man auf Grund der erwähnten 
Doppelverhältnissgleichheit. Es ist nähmlich nach früherem, wenn 
aa' ein beliebiges festes Paar entsprechen dei' Punkte bezeichnet 

{uxvu) i^ (a'x'v'u') 
oder 



Nun sind aber v' und u unendlich weite Punkte, somit Ihre 
l'heilverhältnisso — ,- , , gleich der positiven Einheit, so dass 

— : 1 ^ I : -^ 
oder 

somit in der That vx . u'x' ^ constant wird. 
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Pcrspettivisohe fleliiWc. 67 

„Das Produkt der Abstände zweier entsprechender Punkte 
von den Leiden Gegenpunkten ist constant." 

. 5) „Zwei Strahlenbüschel s, s' (Fig. 18) werden als perspecti- 
visch bezeichnet, wenn sie perspeetivisch sind mit einer und der- 
selben Puiiktreihe 0, als deren Scheine sie dann auftreten." 

Ein Punkt x von mit s, s' verbunden, liefert zwei Strahlen 
X, X' der beiden Büschel, weiche mit dem Punkte x gleichzeitig 
perspeetivisch liegen ; zwei solche 
Strahlen sind als einander entspre- 
chende Strahlen der beiden Büschel 
zu betrachten. Wir haben also den 
Satz: „ZweiSti-ahlenbüschel sind per- 
speetivisch, wenn die Schnittpunkte x 
einander entsprechender Strahlen A', 
X' eine Gerade erfüllen". Diese 
Gerade wird der perspectivische 
Durchschnitt oder die perspecti- 
vische Axe der beiden Strahlen- 
büschel s, s' genannt. Die Reihe 
ist gleichzeitiger Schnitt der Leiden Büschel s, s'. Rückt man, wenn 
beide Büschel in derselben Ebene sind, den Punkt x in den Schnitt- 
punkt g von und ss', so geht sowohl X als auch X' über in die 
Gerade ss', welche offenLar den den beiden Büscheln gemeinschaft- 
lichen Strahl darstellt. Dieser Strahl entspricht sich also selbst, 
wesshalb er mit G und (?' gleichzeitig bezeichnet werden kann. 

„Wenn zwei Strahlenbüschel perspeetivisch und in derselben 
Ebene enthalten sind, so entspricht der ihnen gemeinschaftliche 
Strahl sich selbst." Rückt der Punkt x auf in unendliche Ent- 
fernung, so wird sowohl X als auch X' parallel zu 0; die beiden 
zur perspecti vischen Axe parallelen Strahlen sind somit auch zwei 
einander entsprechende Strahlen der beiden perspecti vischen Büschel. 

Wenn AA', BS, CC, DD' vier Paar entsprechender Strahlen 
sind, welche sich in den vier auf liegenden Punkten a, h, c, d 
durchschneiden, so ist {ABCD) = (A'B'C'D^), weü beide diese 
Doppel Verhältnisse auch gleich (aicd) sind. ,,Da8 Doppelverhältniss 
von vier Strahlen des einen Büschels ist somit gleich dem Doppel- 
verhältniss der vier entsprechenden Strahlen des anderen Büschels." 
„Vier harmonischen Strahlen entsprechen wiederum vier harmonische 
Strahlen." 

Die Vervollständigung der beiden Büschel geschieht mittelst 
ihres perspecti vischen Durchschnittes 0; soll zu dem Strahle X des 
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68 Achtes Kapitei. 

einen Büscliels der entsprechende Strahl X' des anderen construirt 
werden, so hat man nur den Scheitel dieses letzteren Büschels mit 
dem Schnittpunkte von X und zu verbinden. 

6) „Zwei Ebenenbüschel sind perepectiviseh, wenn sie per- 
spectivisch sind mit einem und demselben Strahlenbüschel, als 
dessen gleichzeitige Scheine sie dann auftreten." 

Da die Axe eines Ebenenbüschels, welches mit einem Strahlen- 
büschel perspeetivisch ist, durch den Scheitel des letzteren hindurch- 
geht, so haben die Axen zweier perspectivischer EbenenbüBcbel 
einen gemeinschaftlichen Punkt, nämlich den Scheitel des Strahlen- 
büschels, mit welchem beide perspectiv iscli sind. 

Es sei s dieser Scheitel, 0,, 0^ die beiden durch s gebenden 
Axen der perspectivischen Ebenenbüschel und t>) die Ebene des 
Strahlenbüschels s (auch durch s gehend). Irgend ein durch s in 
der Ebene w gezogene Strahl X liefert sofort zwei einander ent- 
sprechende Ebenen der beiden Ebenenbüschel, nämlich die durch 
Oj und X gelegte Ebene ^[ und die durch Oj und X gelegte Ebene 
%. Hierin liegt auch die Art der Vervollständigung der beiden 
Büschel; um zu 5, die entsprechende Ebene ^j zu finden, bestimme 
man den Sehnittstrahl X von ^i mit w und lege durch diesen und 
durch (?2 die Ebene ^5, so ist es die verlangte. Je zwei einander 
entsprechende Ebenen der beiden Büschel schneiden sich in einem 
Strahle des Büschels s. 

„Zwei Ebenenbüschel sind also perspeetivisch, wenn die Schnitt- 
linien einander entsprechender Ebenen ein ebenes Strablenbüschel 
bilden" ; das letztere wird als der perspectivische Durchschni*,t der 
beiden Ebenenbüschel bezeichnet. Auch ist hier (0,^,7, 8,) =: ('^^'(^^2)1 
denn beide Doppelverhältiiisse sind gleich (ABCD). 



Achtes Kapitel. 

Projectivisohe Gebilde. 

35. Wir haben bei den perspectivischen Gebilden erster Stufe 
Kennzeichen dreierlei Art kennen gelernt und zwar als erstes Kenn- 
zeichen das eindeutige Entsprechen der Elemente; einem 
Elemente des einen Gebildes entspricht ein und nur ein einziges 
Element des zweiten Gebildes. Als zweites Kennzeichen trat jenes 
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der Doppelverhältnissgleichlieit auf; das Doppelverhältniss 
von beliebigen ¥ier Elementen des einen Gebildes ist gleich dem 
(in derselben Reihenfolge gebildeten) Doppel Verhältnisse der vier 
entsprechenden Elemente des anderen Gebildes. Als drittes Kenn- 
zeichen erkannten wir gewisse spezielle Lagenbeziehungen der 
beiden Gebilde; so bei einer Panktreihe und einem mit ihr per- 
spectivischen 8trahlen-(Ebeneii-)Büschel den Umstand, dass die 
Punkte der Reihe in den ihnen entsprechenden Strahlen (Ebenen) 
des Büschels liegen ; bei zwei perspectiviBchen Strahlenbüscheln 
liegen die Schnittpunkte entsprechender Strahlen in einer festen 
Geraden (und überdiees entspricht, wenn beide Büschel derselben 
Ebene angehören, der ihnen gemein schaftHche Strahl sich selbst). 
Zwei perspectivische Ebenenbüschel zeichneten sich dadurch aus, 
dass ihre Äsen in einer (sich selbst entsprechenden) beiden gemein- 
samen Ebene lagen und die Schnittlinien entsprechender Ebenen 
ein ebenes Strahlenbüschel bildeten. Zwei perspectivische Pnnkt- 
reihen haben ebenfalls einen (sich selbst entsprechenden) gemein- 
samen Punkt aufzuweisen und die Verbindungslinien einander ent- 
sprechender Punkte gehen alle durch einen und denselben festen 
Punkt hindurch. Bei einem Ebenenbüschel und einem mit ihm per- 
spectivischen Strahlenbüschel endlich, gehen die Ebenen durch die 
ihnen entsprechenden Strahlen hindurch. 

Wenn man zwei pei'spectivische Grundgebilde erster Stufe 
mit Beibehaltung des ursprünglichen Entsprechens ihrer Elemente 
aus ihrer Lage in eine neue beliebige Lage überführt, so ist klar, 
dass die Kennzeichen, welche sich auf die Lage beziehen, aber 
auch nur diese aufgehoben werden. Hat man z. B. zwei perspecti- 
vische Punktreihen auf den Axen 0, 0' und entsprechen den Punkten 
a, h, c, d . . . . von perspectivisch die Punkte a', b', c',d' . . . . von 
(7, so werden die Strahlen aa', bb\ cc' u. s. w. sich alle in einem Punkte 
s, dem perspectivischen Centrum der beiden Reihen durchschneiden 
und überdies wird der Schnittpunkt g von und 0' sich selbst als 
g' zugeordnet sein. Bringt man nun die beiden Punktreihen in eine 
neue Lage, z. B. dadurch, dass man eine von ihnen beliebig in 
der Ebene (oder im Räume) verschiebt, so werden immer nach den 
Punkten a, h, c . . . . dieselben früheren (nur jetzt in neuer Lage 
befindlichen) Punkte «', b', a . . . . entsprechen, es werden aber die 
Verbindungslinien aa, bb\ cc' einander entsprechender Punkte nicht 
mehr durch denselben Punkt gehen (da sie sieh, wenn die Ver- 
schiebung im Räume vor sich geht, überhaupt gar nicht schneiden 
müssen), ebenso wird der beiden Reihen gemeinschaftliche Punkt 
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niciit mehr sich selbst entsprecheo, da unter Umständen (wenn 0, 0' 
in windschiefe Lage gebracht werden) gav kein Punkt den beiden 
Reihen gern eine chaftlich ist. Haben die beiden Punktreihen eine 
solche Lage, so werden sie nicht mehr perspectiviseh genannt, 
sondern projectivisch. Allgemein : 

„ Werden zwei perspectwische Grundgebilde erster Stufe aus ihrer 
perspecüvischen Lage gebracht, so nennt man sie proJecHvtsch" (homo- 
grafische oder collineare Gebüde). „Es sind also projecHmsche Gehilde 
solche, welche man in perspecüvische Lage setzen kann." 

Da zwei projectivische Gebilde nach der Definition nichts 
anderes als in allgemeinere Lage gebrachte perspectiv: sehe Gebilde 
sind, so gelten, da nur die Lagenbeziehungen der Perspectivitat 
aufgehoben werden, immer noch die folgenden Sätze : 

„Sind zwei Gebilde erster Stufe projectivisch, so entspricht 
einem Elemente des einen Gebildes ein durch dasselbe ganz und 
unzweideutig bestimmtes Element des anderen Gebildes." 

„In zwei projectiviachen Gebilden erster Stufe ist das Doppel- 
verhältniss von vier Elementen des einen Gebildes gleich dem (in 
derselben Ordnung gebildeten) Doppel Verhältnisse der vier ent- 
sprechenden Elemente des anderen Gebildes." 

„Insbesondere entsprechen vier harmonischen Elementen des 
einen Gebildes wieder vier harmonische Elemente des projectivischen 
Gebildes." 

„ Wenn die Elemente zweier Grundgebilde nach irgend einem 

menhängen, dass jedem Elemente des eisten Gebildes ein 

entspricht (eindeutige Zuordnung) und wenn das 

. vier Elementen des einen Gebildes gleich ist dem 

der vier ent^rechenden Elemente des anderen*) 

so sind beide Gebilde projectivisch^ d. h. sie 

lassen sich in per^>ectii)tschB Lage bringen." 

Es seien zunächst zwei Funktreihen 
0, 0' in solcher Beziehung, dass den Punkten 
a,b,c,d . . . . von die Punkte a', b', c,d' . . . . 
von 0' entsprechen und (abcd) = (a'b'c'd') 
ist. Legen wir die beiden Punktreihen so in 
eine Ebene, dass a mit a zusammenföllt (Fig. 19), und ist s der 
Schnittpunkt von bh' mit cc', so erkennt man unmittelbar, dass dd' 

*) Wir werden später sehen, dass aus der eindeutigen Zuordnung' sofort die 
Doppel verhältnisägleicliheit folgt, so dass die scheinbat rerscViiedenen zwei an- 
geführten Kriterien IhatsäcHich identisch sind. 
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auch durch s hindurchgehen muss; denn zieht man sd und bezeich- 
net den Schnittpunkt dieser Geraden und 0' mit S, ao ist, weil die 
Punktepaare aa, hh', ce, dZ auf den vier durch 3 gehenden Strahlen 
sa, sh, sc, sd liegen, (abcd) = (a'i'c'S); nun ist nach Voraussetzung 
(abcd) = (a'h'c'd'), daher {a'h'c'S) = (a'h'c'd') und folglich ist d' mit 3 
identisch, da zwei verschiedene Punkte mit den drei Punkten a', b' , c 
nicht einen und denselben Doppelrerhältnisswerth liefern können. 

Wenn man also zwei projectivische Punktreihen so in eine 
Ebene legt, dass zwei einander entsprechende Punkte zusammen- 
fallen, so gehen die Verbindungslinien entsprechender Punkte durch 
einen und denselben Punkt hindurch, die beiden Reihen sind per 
speetivisch. Oder: 

„Projectivische Punktreihen sind perspectivisch, wenn sich ihre 
Äsen sehneiden und wenn der Schnittpunkt sich selbst entspricht." 
Oder auch : 

„Projectivische Punktreihen sind perspectivisch, wenn die Ver- 
bindungslinien dreier Paare entsprechender Punkte sich in einem 
und demselben Punkte schneiden." 

Zweitens seien gegeben zwei Strahlenbtischel s, s' in solcher 
Beziehung, dass den Strahlen A, B, C, D . . . . von s die Strahlen 
Ä!, B', C, D' . . . . von s entsprechen und zugleich {ABCD) := 
{A'B'C'D') ist. Wenn wir die beiden Büschel so in eine Ebene 
legen, dass zwei einander entsprechende Strahlen, z. B. Ä und Ä 
sich decken, und sind etwa b und c die Schnittpunkte von B 
mit B und von C mit C und die Verbindungsgerade von b mit c, 
so ergibt sich sofort, dass auch der Schnittpunkt d von D und D' auf 
liegen muss. Denn wird der Schnitt von A (oder A') mit mit a 
und der von D mit mit d bezeichnet, so ist (ABCD) = (abcd) ; nun 
ist aber, wenn der Schnitt von D' mit durch d' bezeichnet wird, 
auch (A'B'C'D') = (abcd'), und weil nach Voraussetzung (ABCD) = 
(A'B'Ciy), so ist auch (abcd) =; (abcd'). Und es muss also d' mit d 
identisch sein, d. h, die beiden Strahlen D, D' schneiden in einem 
und demselben Punkte. Diess gilt nun von irgend zwei einander 
entsprechenden Strahlen , so dass die beiden Büschel in der That 
sich in perspectivisch er Lage befinden mit als Perspectivitätsaxe. 

„Zwei projectivische in einer und derselben Ebene liegende 
Strahle nbü seh el sind perspectivisch, wenn zwei einander entsprechende 
Strahlen zusammenfallen."*) 

*) Liegen die beiden BÜBcliel nicht in derselben Ebene, so bleibt als Kriterium 
der PerBpeotiyität die Estitena der perepectivischen Axe 0. 
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Diese beiden Strahlen fallen dann offenbar in die Verbindungs- 
linie ss' der beiden Biischelscheitel, welche den, den beiden Büscheln 
gemeinschaftlichen Strahl darstellt; „es sind also zwei derselben 
Ebene angehörige projectivische Strahlenböschel perspectivisch, wenn 
der den beiden Büscheln gemeinschaftliche. Strahl sieb selbst ent- 
spricht." Aus den letzten Betrachtungen folgt überdies: 

„Zwei projectivische Strahlenbüschel sind perspeetivisch, wenn 
die Schnittpunkte dreier Paare entsprechender Strahlen in gerader 
Linie liegen." 

Es seien nun drittens zwei Ebenenbüschel mit den Äxen 0, 0' 
(Fig. 20) in solcher Beziehung gegeben, dass den Ebenen a, ß, Yj ^ ■ - ■ ■ 
des Büschels die Ebenen ■x, ß', ■(', S' . . . . des Büschels 0' ent- 
sprechen und dass auch (aßv^) =" (*'ß'Y'^') i^*- Wenn wir die beiden 
Ebenenbüschel in eine solche 
Lage bringen, dass zwei ein- 
ander entsprechende Ebenen 
etwa a und a' zusammenfallen 
und wenn etwa B und C die 
Schnittlinien der Ebeiienpaare 
, YY' sind, so werden selbst- 
verständlich, da und 0' in 
den vereinigten Ebenen aa' lie- 
gen, sich also schneiden, auch 
B and C durch diesen Schnitt- 
punkt hindurchgehen. Diebei- 
den Strahlen B und C bestimmen demnach eine Ebene w und es 
lässt sich leicht zeigen, dass die Sehnittgeraden der übrigen ein- 
ander entsprechenden Ebenen der beiden Büschel in dieser Ebene 
liegen; denn es seien D und D' die Schnitte von S und ä' mit w, 
80 ist («ßYS) ^ (ABCD) und («'ßY^') = [ABCD'), somit auch 
(ÄBCD) = (ABCD'), woraus die Identität von D und D' folgt. Es 
liegt also der Schnitt D von ä mit ä' in der Ebene u und geht 
durch den Schnittpunkt der beiden Axen 0, 0'. Da diess von je 
zwei einander entsprechenden Ebenen der beiden Büschel gilt, so 
sind die Büschel nach Art. 34, Nr. 6, perspectivisch. 

„Zwei projectivische Ebenenbüschel sind perspectivisch, wenn 
ihre Axen in einer Ebene liegen und wenn diese den beiden Büscheln 
gemeinschaftliehe Ebene sich selbst entspricht"; oder auch; 

„Zwei projectivische Ebenenbüschel sind perspectivisch, wenn 
drei Paar einander entsprechender Ebenen sich in drei Strahlen 
eines ebenen S trab lenbüseh eis durchschneiden." 
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Ist nun viertens eine Punktreihe (Fig. 21) und ein Büschel s 
in projectivischer Beziehung gegeben, also so, daes den Strahleü 
A, B,C, D , . . . des Büschels die Punkte a, h, c, d , . . . der Reihe 
entsprechen und zugleich {ABCD) = (ahcd) ist, eo bringe man, um 
beide Gebilde in perspectivische 
Lage zu überführen, dieselben zu- 
nächst in eine Ebene vind lege 
durch a, h, a die Geraden A', E, C 
parallel zu A, B, C. Die Winkel, 
welche die drei Geraden A', B', C 
mit einander bilden, werden offen- 
bar gleich sein den Winkeln, welche 
von den Strahlen A, B, C gebildet 
werden ; bezeichnet man mit a , h' , c 
die Ecken dos Dreisoits A'B'C, so 
wird jeder Punkt des durch die 

drei Punkte a, b, c vollkommen bestimmten (umschriebenen) I 
K die Eigenschaft haben , dass die von ihm nach a, h gehenden 
Strahlen den Winkel AB (oder seinen Nebenwinkel) mit einander 
bilden. Ebenso bilden die aus irgend einem Punkte des durch die 
drei Punkte a, c, h' gehenden Kreises K' nach a und c gehenden 
Strahlen den Winkel AC (Eigenschaft der Peripheriewinkel). Die 
beiden Kreise K, K' schneiden sich ausser in a noch in einem 
Punkte S| und die von s, nach a, b, c gehenden Strahlen A^^ B,, Cj 
werden also, da /_A^B^ — /_AB, /_A^C^ = Z^AC ist, mit ein- 
ander dieselben Winkel bilden , wie die Strahlen A, B, C des 
Büschels s. Man kann also das Büschel s so die Lage ändern lassen, 
dass der Scheitel s in Sj und die Strahlen A, B, C auf die Strahlen 
-4[, Bi, C| respective fallen; ist nun Z>, die neue Lage von D und 
d' der Schnittpunkt von ö, mit 0, so ist, weil A^, By, Cy, /)] die 
Strahlen A, B, C, D nur in neuer Lage sind, {ABCD) = (A,B, CyD,), 
ferner ist {ABCD) = (abcd) und (^iß|C|Z>i) = (ahcd'), daher auch 
{abcd) ^= (abcd'), woraus die Identität von d und d' folgt. Es ist 
somit das Büschel s in eine solche Lage gebracht, dass die Strahlen 
A, B, C, D durch die ihnen entsprechenden Punkte a, 6, c, d der 
Punktreihe hindurchgehen. Da das von D und d nachgewiesene 
für irgend einen Strahl des Büschels und den ihm entsprechenden 
Punkt der Reihe gilt, so ist also das Büschel s in eine solche Lage 
gi gebracht, dass die Strahlen des Büschels durch die ihnen ent- 
sprechenden Punkte der Reihe hindurchgehen ; die beiden Gebilde 
sind somit in perspeetivischer Lage. Zugleich ist auE dieser Betrachtung 
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klar: „dass ein Strahl enbüschel mit einer zu ihm projectivisclien 
Punktreihe dann perspectiviech ist, wenn drei Strahlen des Büschels 
durch die ihnen entsprechenden Punkte der Reihe hindurchgehen," 
Es seien nun eine Punktreihe und ein Ebenenbüschel 0' in 
projectivischer Beziehung, d. h. so gegeben, dass den Punkten 
a,h,e,d . . . . von die Ebenen a, ß, f, S . , . . von O' entsprechen 
und dass zugleich (ahcd) =^ (o^ßY^) 's*^- 

Um die beiden Gebilde in perspectivische Lage zu bringen, 
d. h. in eine solche Lage, dass die Ebenen des Büschels 0' durch 
die ihnen entsprechenden Punkte der Reihe hindurchgehen, 
schneide man das Büschel 0' mit einer beliebigen Ebene wodurch 
ein Strahlenbüschel ABCD .... entsteht, welches mit dem Ebenen- 
büschel perspectivisch ist; es ist nämlich (aßf^) =^ {ABCD), daher 
auch {ABCD) ^ (abcd) und man wird somit nach dem in diesem 
Artikel bereits Entwickelten, die Punktreihe abcd .... in eine 
solche Lage bringen können, dass ihre Punkte auf den Strahlen 
A, B, C, D .... respective liegen. Damit wird aber zugleich die 
perspectivische Lage der Reihe und des Ebenenbüschels hergestellt 
sein, da dann die Punkte a, h, c, d , . . . auch in' den Ebenen 
a, ß, Y, ä enthalten sind. 

Wenn schliesslich*) ein Ebenenbüschel (Fig. 22), und ein 
ihm projectivisches Strahlenbüschel s gegeben sind, so dass also 

den Ebenen a, ß, ■,■, S von die Strahlen A, B, C, D 

von s entsprechen und zugleich 
(aßfä) = (ABCD) ist, und man will 
die beiden Gebilde in perspectivi- 
sche Lage überführen, so lege man 
durch die Strahlen A und B solche 
Ebenenpaare, welche den Winkel 
/_ aß mit einander bilden; die 
I Schnittlinie derselben wird eine 
igolfläche Ä'(vom zweiten Grade) 
erfüllen. Ebenso lege man durch A 
und C Ebenenpaare mit dem Nei- 
gungswinkel /_i'i, so wird der Ort 
ihrer Schnittlinie eine Kegelfläche 
K' sein und die beiden Kegelflächen K, K' werden ausser der Kante Ä 
noch wenigstens eine zweite gemeinschaftliche Kante 0' besitzen, so 




*) Dieser Fall kann ^ 
tuni^n auch Eeg'elfläoheii zv 
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dasB dann die durch 0' und J,ßC gelegten Ebenen a, ^', -(' miteinander 
dieselben Winkel bilden werden, wie die Ebenen a, ß, ■;. Man kann somit 
das Ebenenbüschel so im Räume verschieben, dass seine Axe 
mit 0' und seine Ebenen a, ß, ■{ mit a, ß', f' respective zusammen- 
fallen, Ist nun D' der Schnitt der neuen Lage S' von S mit der' 
Ebene des Büschels «, so ist (a'ßYS') = {ÄBCD') und da offenbar 
(a'ß'Y'S')) = (aß-^ä) und überdiess nach Voraussetzung auch («ßi'^} = 
(ÄBCD), so ist (^BCZ)') = (ÄBCD), woraus die Identität von D 
und Z)' folgt. Es geht also die Ebene S in ihrer neuen Lage S' 
durch den ihr entsprechenden Strahl D des Strahlenbüschels s. Da 
dasselbe von jeder anderen Ebene und dem ihr entsprechenden 
Strahle gilt, so ist das Ebenenbüschel in der neuen Lage so be- 
schaffen," dass seine Ebenen durch die ihnen entsprechenden Strahlen 
des Strahlenbüschels hindurchgehen. Das Ebenenbüschel und AslS 
Strahlenbüschel sind also in perspectivischer I-age. 

Durch die Betrachtungen dieses Artikels ist somit der folgende 
Satz erwiesen: 



„Zwd fTojectivhcke Grundgebilde erster Stufe, d. h. e 
icelcke so zusammenhängen, dass jedem Elemente des dnen ein bestimmtes 
Element des anderen entspricht, imd dass das DofpdverhMtnisa von vier 
Elementen des einen Gebildes gleich i^t dem DoppelverhUltniss der vier 
enispredienden Elemente des anderen, lassen sich immer in perspectimsche 
Lage iiberfvkren." 

Wir können also in der That je zwei projectivische Grund- 
gebilde erster Stufe als zwei perspectivische aus ihrer perspcctivi- 
schen Lage gebrachte Grundgehilde hetraehten. 

37. Es seien G, G', G" drei G-rundgebilde erster Stufe von 
denen die beiden ersten projectivisch sind mit dem dritten. Es wer- 
den also nach dieser Voraussetzung den Elementen a", J", c", d", e" . . . . 
von G" die Elemente a', b', e', d', e . . . . von G' und die Elemente 
a, b, c, d, e . . . . von G entsprechen und überdiess wird (abcd) = 
(a"b"c"d") und (a'b'c'd/) = {a"b"c"d") sein. Betrachtet man nun in G 
und (?■ je zwei Elemente, wie z. B. a, a', welche demselben Ele- 
mente a" von G" entspi'cchen, ebenfalls als einander entsprechende 
Elemente, so werden oifenbar den Elementen a, b, c, d, e . . . . von 
G die Elemente a, b', c', ä, e' . . . . von G' entsprechen und es 
wird auch (ahed) ^ {a'b'c'd') sein, weil beide diese Doppel Verhält- 
nisse gleich sind dem Doppel Verhältnisse (a"b"c"d"). Hieraus folgt: 

„ Wenn zwei Gnmdgebilde erster Stufe projectivisch sind mit einem- 
dritten, solchen Gebilde, so sind sie auch untereinander projectivisch." 
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Der folgende Sata braucht nach dem eben Uesagten keines 
speciellon Beweises: 

„Hat mam, eine Reihe von GrundgeMlden erster Stufe, von denen 
das erste proj'ectimsck ist mit dem zweiten, das zweite frojectivisch mit 
dem dritten u. s. w., schliesslich das vorletzte prc^ectivisoh mit dem letzten 
ist, 30 sind überhaupt je zwei Gebilde der Reihe projectivisch, insbesondere 
auch das erste mit dem letzten." 

Es braucht nicht erwähnt zu werden, dass unter den projecti- 
vischen G-ebilden auch perapectivische vorkommen können, da wir 
die perspecti viachen Gebilde ala projectivische in einer speciellon 
(der perspecti vischen) Lage kennen gelernt haben. 

38. „Kennt man drei Paar entsprechender Elemente zweier 
projectivischen Gebilde, so ist die Projectivität der beiden Gebilde 
vollkommen bestimmt, d. h. man kann dann zu irgend einem Ele- 
mente dea einen Gebildes das entsprechende Element des anderen 
Gebildes eonstruiren." Kürzer: 

„Zwei projectiviscke Gebilde sind durch drei Paar entsprecJiender 
Elemente besiimmt." 

Denn in der Tbat, soUen zwei Gmndgebilde erster Stufe G, G' 
in projectivische Beziehung gesetat werden, so iat es hinreichend, 
drei beliebigen Elementen a, b, c von G drei beliebige Elemente, 
«', 6', c von G' als entsprechende anzuordnen. Sobald diess einmal 
geschehen ist, wird jedem vierton Elemente d von G ein durch d 
vollkommen und unzweideutig bestimmtes Element d' von G' zu- 
geordnet sein, da nach dem Begriffe der Projectivität [a'h'c'd') = 
(abcd) sein muss. Nun ist aber, sobald d angenommen wird, der 
Werth (abcd) und daher auch (a'h'c'd') gegeben und da jedem Doppel- 
verhältnjsswerth nur ein einziges Element entspricht, (siehe Art. 15)) 
so wird auch d' vollkommen und unzweideutig bestimmt sein. Wenn 
man also die drei Paar entsprechenden Elemente aa', bb', ec' kennt, 
so wird man zu den einzelnen Elementen d, e, f . . . allgemein x 
von G, die entsprechenden Elemente d', e' , f ... allgemein x von 
G' bestimmen können. Diese Operation nennt man die Vervoll- 
ständigung der beiden projectivischen Gebilde. Es, liegt uns also 
nun die folgende Fundamentalaufgabe vor. 

„Von zwei projectivischen Gebilden mnd d/rei Paa/r entsprechender 
Elemente gegeben, man soll die Gebilde vervollständigen, d. L beliebig 
viele weitere Paare entsprechender Elemente eonstruiren." 

Bei der Lösung dieser Aufgabe wird ea darauf ankommen, 
die beiden Gebilde entweder in eine aolche Lage zu bringen, dass 
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ihre Vervollständigung keinen Schwierigkeiten unterliegt, und eine 
solche Lage ist die perspectivisehe, oder wir werden trachten die 
Vervollständigung der beiden gegebenen Gebilde auf die Vervoll- 
ständigung anderer Gebilde zurückzuführen, welch' letztere leicht 
durchführbar erseheint. 



Ä) Gleichartige Gebilde. 

39. Projectivische Punktreihen. Es seien den Punkten 
a, h, c der Punktreihe A die Punkte a', h', c' der Punktreihe Ä' 
als entsprechende zugeordnet Man kann die Punktreihen sofort in 
perspectivische Lage bringen, wenn man sie etwa so in eine Ebene 
legt, dass zwei entsprechende Punkte, z. B. a, a im Schnittpunkte 
der beiden Axen zusammenfallen. Zieht man dann die zwei Strahlen 
bh', cc, so schneiden sie sich im perspecti vischen Centrum o der 
beiden nunmehr perspecti visch liegenden Reihen, und um zu irgend 
einem Punkte x von A den entsprechenden zu finden, hat man nur 
ox bis zum Durchschnitt mit A' zu ziehen, so ist dieser letztere 
der gesuchte Punkt x'. Besonders einfach gestaltet sich die Ver- 
voUständigung der beiden projectivischen Punktreihen, wenn man 
eine räumliche Construction zulässt. Sind nämlich die beiden Axen 
A, A' nicht in einer Ebene, also zwei windschiefe Axen, oder bringt 
man sie in die windschiefe Lage, so werden auch die drei Strahlen 
ad, bh', ce' drei windschiefe Strahlen sein. Denken wir uns nun 
eine Gerade Ä" bestimmt, welche die drei Strahlen aa', hh' 
gleichzeitig schneiden; man kann zu einer solch en_Geraden gelangen, 
wenn man durch einen beliebigen Punkt von aa' und dui-ch die 
beiden anderen Strahlen bb', cc Ebenen legt, als deren Schnitt- 
gerade A" auftritt. Die durch A" und die di-ei Strahlen ad, bb', cc' 
gelegten Ebenen seien respective a, ß, f ; irgend eine vierte Ebene 
des Ebenenbüschels A" wird die beiden Axen in zwei Punkten x, x' 
schneiden, welche offenbar zwei einander entsprechende Punkte sind, 
da die beiden Doppel Verhältnisse {abex) (db'c'x') einander gleich 
sind, indem jedes von ihnen gleich (aßv^) ^^^- Um also zu it^end 
einem Punkte der einen Reihe den entsprechenden der anderen 
zu finden, hat man nur durch den ersteren und die Axe A" eine 
Ebene zu legen, so schneidet diese die Axe der zweiten Punkt- 
reihe in dem gesuchten Punkte. Um die den unendlich weiten 
Punkten der Leiden Reihen entsprechenden Punkte zu finden, hat 
man ^ durch A" einmal parallel zu A und das anderemal parallel 
zu A' zu legen. 
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4Ü. Von besonderer Wichtigkeit ist die Vervonständiguiig der 
beideii projecti viseben Punktreihen, wenn sie in einer und der- 
selben Ebene liegen, ohne ihre gegenseitige Ijage irgend einer 
Aenderung zu unterziehen. Wie schon gesagt, gelangt man zu 
dem gesteckten Ziele, wenn man die beiden Gebilde auf andere, 
leicht zu vervollständigende (also im Allgemeinen perspeetivische) 
Gebilde redueirt. 

Die beiden Reihen A, A' seien (Fig. 23) in ihrer projectivi- 
schen Beziehung gegeben, etwa wieder durch drei Paare entspre- 
chender Punkte 041, hh',ca-, dann wird also jedem Punkte der einen 




V 

Keihe ein ganz bestimmter Punkt dei' anderen Reihe zugeordnet 
sein. Betrachten wir nun den Schnittpunkt der beiden Äsen A, A', 
welcher offenbar als der den beiden Reihen gemeinschaftliche Punkt 
auftritt und es ist selbstverständlich, dass wir ihn sowohl als Punkt 
der Reihe a,h, e . . . auf A, als auch als Punkt der Reihe d, b', c . . . 
auf j1' betrachten müssen; im ersten Falle möge er p, im zweiten j' 
heissen. Dem Punkte p der Reihe A wird auf A' ein bestimmter 
Punkt p' und dem Punkte q' der Reihe A' wird auf A ein bestimmter 
Punkt q projectiviscb zugeordnet sein. Diese beiden Punkte p', q, 
welche wir als die dem gemeinsamen Punkte beider Reihen ent- 
sprechenden Punkte bezeichnen (je nachdem wir eben den ersteren 
zu dieser oder jener Punktreihe rechnen) werden von dem Schnitt- 
punkte der Axen A, A' verschieden sein, so lange die beiden Punkt- 
reihen zwar als projectiviscb, nicht aber als perspectiv! seh voraus- 
gesetzt werden. Die Gerade p'q oder wird somit eine vollkommen 
bestimmte Gerade sein; dieselbe spielt, wie sich gleich zeigen wird, 
eine wichtige Kolle bei der Vervollständigung der beiden Funkt- 
reihen, und wird die „Directionsase" derselben genannt. Sind 
nämlich a, b zwei Punkte von A und a', b', die ihnen entspre- 
chenden auf A', so ist nach dem Begriffe der Projectivität (abjpq) = 
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(a'h'p'q); verbinden wir nun die vier ersten Punkte mit a und die 
vier letzten mit a, so werden auch die beiden viei-straLligen Büschel 
doppelverliäittiissgleich sein, weil nämlich: 



{ahpq} = 


(oo, ab, 


a'P, 


«'?) 


(»■»?«') = 


(ii.oK, 


v', 


^') 


(«W = 


(a'b'pq) 







ist, so ist auch 

(a'a, ab, a'p, a'q) = {aa', ab', ap'^ aq). 

Es entspricht sich in diesen zwei doppelverhältniesgleichen 
(projeetivi sehen) Büscheln der gemeinschaftliche Strahl aa (oder a'a) 
selbst, daher sind beide perspectivisch und es werden daher die 
Schnittpunkte der drei Sti-ahlenpaare ab, ab'; a'p, aj/; a'q, aq' in 
einer Geraden liegen müssen. Nun ist der Schnitt von a'p und ap' 
der Punkt p', der Schnitt von a'q mit aq ist g und es ist folglich p'q 
oder die Gerade, welche auch den Schnittpunkt f von ab mit ab' 
enthalten muss. Damit ist der wichtige Satz erwiesen: 

„Sind aa', bb' zwei Paare einander entsprechender Funkte zweier 
projeetimscher Punktreihm, so liegt der Sdmi^pmikt der Geraden ab', 
a'b auf der DirecHonsaxe der betdeti Punktreihen, d, h. auf der Geraden 
0, welche die dem gemeinschaftUcken Pitnkte pq' entsprechenden Ptmkte 
p', q verbindet." 

Hieraus ergibt sich sofort die Lösung der Aufgabe: „Die 
durch drei Paar entsprechender Punkte aa', hb', cc gegebenen pro- 
jectivisehen Punktreihen sind zu vervollständigen." 

Man constmirt die Schnittpunkte 'i, a, ß der drei Geradenpaare 
ab', a'b;. be, b'c; cd, c'a, so liegen dieselben in der Directionsaxe 0; 
hiermit ist zugleich der Satz erwiesen: „Sind a, b, c drei beliebige 
Punkte einer Geraden A und a', b', c' ebenso drei beliebige Punkte 
einer zweiten Geraden Ä, welche mit Ä in derselben Ebene liegt, 
so liegen die drei Schnittpunkte i", a., ß der drei Geradeiipaare 
a6', a'6; 6c', b'c; ca', c'a in einer und derselben Geraden." 

Ist mm construirt und will man zu einem beliebigen Punkte x 
von Ä den entsprechenden Punkt x' construiren, so ziehe man (da 
sich aa: und a'sß auf schneiden müssen) die Gerade a'x bis sie 
schneidet, diesen Schnittpunkt verbinde man mit a, so erhält 
man ein^ Gerade, welche Ä im Punkte ic' trifft; ebenso leitet man 
X aus x' ab und zugleich ist klar, dass man ebenso die Punktpaare 
bb' , cc' . . . . statt aa' zur Verwendung bringen kann und immer 
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dasselbe Resultat x (respective af) erhalten muss. Insbesondere trifft 
die Äxen A, A' in den dem Punkte pq' entsprechenden Punkten 
p', q. Ist etwa M der unendlich weite Punkt von A, so erhält man 
u , wenn man nach der allgemeinen Constraction vorgehend, durch 
a' eine Parallele zu A legt, bis sie schneidet und diesen Punkt 
mit a verbindet, wodurch eine Gerade entsteht, welche A' in u 
schneidet. Ebenso ergibt sich der dem unendlich weiten Punkte «' 
von A' entsprechende Punkt v von A. Die Punkte w', v, welche den 
unendlich weiten Punkten der Reihen entsprechen, werden, wie schon 
früher gesagt wurde, die Gegen- 
'^' ■ punkte der projecti vi sehen Reihen 

genannt. 

Wenn die beiden Punktreihen 

nicht nur projectivisch , sondern 

zugleich in perspectiviecher Lage 

sind, mit o etwa als Perspectivitäts- 

centrum, so fällt p' und q nach 

yg' und die Directionsaxe wird 

scheinbar unbestimmt; denn wie 

aus dem vollständigen Viereck aha'h' 

sofort folgt (Fig. 24), liegt der Schnitt v von ab' und i^h auf dem zu po 

bezüglich AA' harmonisch eonjugirten Strahle 0, welcher also als 

Directionsaxe auftritt. 

„Die Directionsaxe zweier perspectiviseher Punktreihen ist 
bezüglich der Axen harmonisch conjugii-t zu dem durch das Per- 
spectivitätscentrum gehenden Strahle." 

41. Projectivische Strahlenbüschel. Die Scheitel der 
beiden projectivisch auf einander bezogenen Strahlenbüschßl, welche 
wir als in derselben Ebene Hegend annehmen, seien s, s und den 
Strahlen Ä, B, C des Büschels s mögen die Strahlen A' ß' C des 
Büschels s zugeordnet sein. 

Um die beiden Büschel in perspectivische Lage zu überführen, 
muss. man wieder dafür sorgen, dass das gemeinschaftliche Element 
sich selbst entspricht. Diess kann dadurch erreicht werden, dass 
man das eine Strahlenbüschel in der Ebene so seine Lage ändern 
lässt, dass einer der drei Strahlen, z. B. A' auf den ihm ent- 
sprechenden A zu liegen kommt (ohne dass s' mit s zusammen- 
fällt). Die Schnittpunkte der beiden Strahlenpaare BB', CC Hefern 
mit einander verbunden die Perspectiv itätsaxe der beiden Büschel 
und die weitere Vervollständigung hat keine Schwierigkeiten. 
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Einfacher und zugleich wichtiger ist die Methode, nach welcher 
man die Büschel in ihrer Lage belässt, sie aber mit Punktreihen 
in perspectivische Beziehung versetzt, welche seihst wieder per- 
apectivisch sind. 

Nachdem von den beiden Büscheln drei Paar entsprechender 
Strahlen AÄ', BB', CC gegeben sind, ist die gegenseitige projecti- 
vische Beziehung vollkommen gegeben, d. h, irgend einem Strahle X 
von s wird ein durch X vollkommen he- 
stimmter Strahl X' von s' entsprechen, ^^' 

da (A'B'CX) = (ABCX) sein muss. Die 
Verbindungslinie ss' der beiden Scheitel 
(Pig. 25) kann man selbstverständlich 
sowohl als Strahl des Büschels s be- 
trachten und dann soll sie P heissen, 
als auch als Strahl des Büschels s', in 
welchem Falle sie Q heissen möge. Dem 
Strahle P des Büschels s wird nun ein 
ganz bestimmter Strahl P' des Büschels 
s', und dem Strahle Q' von s' ein ganz 

bestimmter Strahl Q von s zugeordnet sein. Es sei o der Schnitt- 
punkt der beiden Sti-ahlen P', Q; dieser Punkt o, welcher bei der 
Vervollständigung der beiden Büschel eine wichtige Rolle spielt, 
wird das „Directionscentrum" der beiden Büschel genannt. 

Betrachtet man irgend zwei Sti-ahlen paare ÄA', BB', so ist 
der Projectivität wegen, (ABPQ) = (A'B'PQ)-, wenn man nun 
die vier ersten Strahlen mit A' und die vier letzten mit A 
zum Durchschnitte bringt, so erhält man zwei viorpunktige und 
doppelv er hältn issgleiche Reihen, nämlich {A'A, A'B, ÄP, Ä'Q) ^ 
(AÄ, AB, AP', AQ). Da nun in denselben der beiden gemein- 
schaftliche Punkt AA' (oder A'Ä) sich selbst entspricht, so sind die 
Reihen perspectivisch, d. h. die Verbindungslinien der drei Punkte- 
paare A'B, AS; A'P, AP' \ A'Q, ÄQ' müssen sich in einem und 
demselben Punkte schneiden. Nun ist aber die Verbindungslinie 
von A'P mit AP' offenbar P' und die Verbindungslinie von A'Q 
mit AQ ist der Strahl Q, daher ist o der Punkt durch welchen 
auch die VerhindungsKnie von AB' mit A'B hindurchgehen muss; 
d. h. also; 

„Sind AA', BB' zwei Paare einander entsprechender Strahlen 
ewder projectimsclier Strahlenbüschel, so geht die Verbindungslinie des 
Punktes AB' mit dem Ptmkte A'B dvrck das Directmiiseentrum o der 
beiden Büschel, d. h. dv/rdi den Scknitipumkt der beiden Strahlen P' Q, 



y Google 



WM StraJiU PQ' dar beiden Büschel p'ojectivisah 

Zur Lösung der 

Aufgabe: „Die durch drei Strahlenpaare -4^', £5', CC" gegebenen 
projecti vi sehen Büschel zu vervollständigen", gelangt man auf Grund 
des Vorhergehenden sofort, und zwar in folgender Weise. Verbindet 
man die Punkte (AB') und (Ä'B), ferner (BC) und {B'C) und 
schliesslich (CA) und {A'C), so erhält man drei gerade I^inien, welche 
durch das Directionacentrum der beiden Strahlenbüschel hindurch- 
gehen. Damit ist zugleich der Satz bewiesen: 

„Sind Ä, B, C drei beliebige Strahlen eines Büschels s und 
A, B', ü ebenfalls drei beliebige Strahlen eines, Büschels s', welches 
mit ersterem in einer und derselben Ebene liegt, so gehen die drei 
Verbindungslinien der drei Punktepaare : {AB'),{A:B)-^ (BC), (B'C); 
(CA') (A'C) durch einen und denselben Punkt." 

Ist nun dieser Punkt, das Directionseentrum o construirt, so 
kann sofort zur Veivollständigung der beiden Büschel geschritten 
werden. Zunächst sind os', os die beiden Strahlen P', Q, welche dem, 
beiden Büscheln gemeinschaftlichen Strahle PQ' piojectiviseh ent- 
sprechen. 

Um zu irgend einem Strahle von s z. B. zu X den entspre- 
chenden X' zu erhalten, braucht man sich nur gegenwärtig zu halten, 
dass die Verbindungslinie von ÄX' mit Ä'X dui'ch o gehen muss; 
man wird also den Punkt A'X mit o verbinden, die erhaltene Gerade 
mit A zum Durchschnitt bringen, so ist die Verbindungslinie dieses 
Schnittpunktes mit s' der gesuchte Strahl X' von s'. Dass man in 
derselben Art aus X' den Strahl X' ableiten, und dass man ebenso 
wie das Strahlenpaar AA' auch BB' oder CC oder übei-haupt irgend 
ein Paar entsprechender Strahlen zu dieser Construction verwenden 
kann, ist selbstverständlich. Wie verhält es sich bei perspecti vischen 
Büscheln? 

42. Projcctivisehe Ebenenbüschel. Es seien wiederum 
A, A' die Axen der beiden Ebenenbüschel, deren projcctivisehe Be- 
ziehung durch die drei Paar entsprechender Ebenen ««', ßß', yy' 
gegeben sein mag. Wenn die beiden Axen' A, A' sich nicht schnei- 
den (wenn sie windschiefe Gerade sind), so denke man sich die drei 
Schnittlinien (««'), (ßß'), ("Tf) bestimmt, welche offenbar auch gegen- 
seitig windschiefe Gerade sein werden ; es sei nun T irgend eine 
Gerade, welche diese drei Strahlen gleichzeitig schneidet (man er- 
hält sie ebenso wie in Art. 39) und seien a, b, c die Punkte, welche 
T mit den drei Linien (aa), (ß^'), (-j-f') gemeinschaftlich hat. Ist 
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nun X ein beliebiger vierter Funkt von T und ?|' die beiden durch 
ibn gehenden Ebenen der zwei Ebenonbüsebol Aj A', so ist offenbar 
(nacb Art. 34) (aßf^) =^ (abcx) und auch (a'^'f'?) = (abcx), daher 
auch (ßßi5) = {o'^'t'^) und folglich sind % ?' zwei einander ent- 
sprechende Ebenen der beiden projectivischen Büschel. Um also zu 
einer Ebene Z, des einen Büschels die entsprechende %' zu finden, 
hat man nur jene Ebene dos anderen Büschel zu construiren, welche 
durch den Schnittpunkt von ^ und T hindurchgeht. 

Wenn die beiden Axen A, A' sich schneiden, so lässt sich die 
letzte Methode nicht mehr verwenden (warum?), doch kann man 
in ähnlicher Weise wie bei projectivischen Strahlenbüsche In ^ vor- 
gehen. Die beiden Büscheln gemeinsame Ebene {AA') als zum 
Büschel A gehörig sei ■^ und als zum Büschel A' gehörig sei sie v; 
so werden ihr respective in A' und A zwei ganz bestimmte Ebenen 
1*', V entsprechen, welche sich in einem durch den Punkt {AA') 
gehenden Strahl schneiden, welchen wir den „Directionsstrahl" 
der beiden Ebenenbiisehel nennen wollen, und welcher bei ihrer 
Vervollständigung eine wichtige Rolle spielt. Sind nähmlich nun 
a«', ßß' zwei Paar einander entsprechender Ebenen, so ist (lAvaß) ^ 
(ji'v'a'ß') ; schneiden wir nun das erste vier elementige Ebenenbüschel 
mit a' und das zweite mit a, so erhalten wir in a, a' zwei vier- 
strahlige und doppelverhältnissgl eiche Strahlenbüschel, nämlich: 

(«V. «'", «V, ^'ß) ^ («1.', äv-, ««', aß-); 
der beiden Büscheln gemeinsame Strahl (aa) entspricht sich selbst 
und da die beiden Büschel einen gemeinsamen Scheitel {AA') haben, 
Bo werden entsprechende Strahlen in den Ebenen eines festen Ebenen- 
büschel liegen, d. h. die drei Ebenen, die man durch die drei 
Strahlenpaare aV, '^V''\ "'^ "■''''■, ^^ß'? "^'ß legen kann, werden durch 
dieselbe Gerade gehen. Nun ist aber die durch a'jj. und a;*' gehende 
Ebene offenbar die Ebene ja' und die durch a.'i und av' gehende 
Ebene ist v, so dass durch den Schnitt von |/' und -i, d. h. durch 
die. Gerade auch die Ebene gehen rauss, welche die beiden 
Strahlen aß' und a'ß verbindet, 

„Sind äix', ßß' zwei Paar entBpreokender Ebenen zweier p-ojecH- 
mscker Ehmenhiischel mit sich scknddendm Axen, so gellt die Ebene, 
welche die zaei Stial^en uß, aß verbindet dmch den Dtrectionsstralil 
der beiden BUschel d h duic?/. din Schnittst ahl der beiden Ebenen 
jj:', V, ioelcke de} den Büscheln gemeinsamen Ebene i^v' ent^rechen." 

Wenn min also die diei Ebenen cmstiuirt, welche durch die 
drei Strahknpi^iL. j{ ufj ^ ^ t* J { bestimmt werden, so 
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gehen sie alle drei durch dieselbe Gerade (wie lautet der hierin 
enthaltene Sata?), welche der Directionsstrahl ist. Die durch 
gehenden Ebenen [j.' v der Büschel entsprechen der gemeinsamen 
Ebene. Um au einer Ebene % von A die entsprechende zu finden, 
wird man durch und den Schnittstrahl von ^ und a' eine Ebene 
legen und ihren Schnitt nait a bestimmen. Die durch diese Schnitt- 
linie gebende Ebene des Büschels A' ist die gesuchte ^'; ebenso 
ergiht eich % aus ^ und ebenso kann man in dieser Construction 
statt des Ebenenpaares aa' irgend ein Ebenenpaar (Paar entspre- 
chender Ebenen) verwenden. Wo ist der Directionsstrahl bei per- 
spectivisehen Ehenenbüsehcln ? 



B) Ungioiehartige Grobilde. 

43. Sind zwei projectivische Grundgebilde G, G' zu vervollstän- 
digen, so pflegt man, wie es auch in dem Vorhergehenden sehr oft 
geschehen ist, dieselben mit zwei neuen Gebilden G^, G\ respective 
in perspectivißche Beziehung zu setzen, welche dann selbst auch pro- 
jectiviach sind und durch deren Vervollständigung auch G und Q' 
vervollständigt werden können. Ist z. B. x, ein Element von G, x\ 
das ihm in G^ perspectivisch entsprechende, x\, das dem x^ in G'\ 
entsprechende und schliesslich al das dem x\ in G' perspectivisch 
(oder auch projectivisch zugeordnete), so sind x und a:' zwei ein- 
ander entsprechende Elemente, denn es wird offenbar das Doppel- 
verhältniss von vier a^-Elementen gleich sein dem der vier entspre- 
chenden »^'-Elemente. 

Um z. B. zwei projectivische Strahlenbüschel s, s', welche durch 
drei Paar entsprechender Strahlen A^, BB , CC gegeben sind, 
jedoch nicht in derselben Ebene Hegen, zu vervollständ^en, ohne 
die Lage des Büschel au ändern, kann man das Büschel s mit einer 
beliebigen Transversale T und s' mit oinei- beliebigen Transversale 
T zum Durchschnitt bringen ; hiedurch entstehen zwei Punktreihen, 
welche unter einander auch projectivisch sind. Die Strahlen A, B, C 
schneiden T in a, b, c und die Strahlen A', B', C" schneiden T in 
d , h\ c ; man wird nun aa', bh', cc' als drei Paare entsprechender 
Punkte der projecti vis eben Punktreihen T, T betrachten. Sind dann 
X, X zwei weitere einander entsprechende Punkte dieser Reihen, so 
sind X = sxj X' ■=. s'x' zwei einander entsprechende Strahlen der 
beiden projecti vi sehen Strahlenbüschel; die Vervollständigung der 
letzteren ergibt sich ohne weiters. Ebenso kann man auch die Ver- 
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Frojectivl Belle Gebilde. 85 

vollstäiidiguiig ungleichartiger projectivischer Gebilde auf jene gleich- 
artigen Gebilde zurückführen. 

a) Eine Punktreiho sei mit einem Strahlen büschel s dadurch 
in projectivieche Beziehung gesetzt, dass drei Punkte a, h, c von 0, 
drei Strahlen A, B, C von s zugeordnet sind. Man wird entweder s 
mit einer Transveraale 0' in «', Ö', c' . . . . sehneiden und die beiden 
projectivi sehen Punktreihen 0, 0' vervolietändigen, oder man wird 
die Reihe aus einem beliebigen Punkte s' durch ein Strahlen- 
büscLel Ä'B'C . . . . projiciren und die beiden Büschel s, s vervoll- 
ständigen. 

b) Eine Punktreihe sei mit einem Ebenenbüaehel A in pro- 
jectivische Beziehung gesetzt dadurch, dass drei Punkten a, i, c von 
0, drei Ebenen von a, ß, y von A zugeordnet werden. Man schneidet 
entweder das Büschel A mit einer Transversale (7 und hat dann 
zwei projectiviseho Punktreihen 0, 0' zu vervollständigen, öder man 
projicirt die Reihe aus einer beliebigen Axe A' durch Ebenen 
und hat zwei projectivi sehe Ebenenbüschel A, A' zu vervollständigen. 

c) Ein Strahlenbüschel s und ein Ebenenbüschel A sind durch 
drei Paar entsprechender Elemente in projectivischer Beziehung 
gegeben, man soll sie vervollständigen. Hier wird man entweder 
das Ehenenbüsehel mit einer Transversalebene zum Durchschnitte 
biingen oder aber das Strahlenbüschel aus einem foehebigen Punkte 
projiciren, so hat man im ersten Falle zwei projectivisehe Strahlen- 
büschel und im zweiten Falle zwei projectivisehe Ebenenbüschel zu 
vervollständigen. Oder aber man schneidet beide Gebilde mit Trans- 
versalen und hat es dann mit der Vervollständigung zweier pro- 
jectivischer Punktreihen zu thun. 



Neuntes Kapitel. 

Äehnlichc und congruente Gebilde. 

44. Wenn zwei Punktreihen A, A' in projectivischer Beziehung 

sind, so werden den unendlich weiten Punkten w, v' derselben zwei 

Punkte u' v entsprechen, welche wir als die Gegenpunkte bezeichnet 

haben. Sind nun xx', )// it^end zwei Paare einander entsprechen- 

„ , . , , /.,..,! XU XV x'u' x'v' 

der Punkte, so ist (xintv) = (^kj/mu) oder : = — tt = / > ; 

' V ■* ' \ ■> ' yu yv yti yv 
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nun ist aber, weil v., v' iinendlicli weite Piinicte von A respective 
A' sind, ^ + 1, —r-r = 4-1, daher 1 : - - — — r-r : 1 oder 1 =^ 

XV x'u' '^'^ y" . ^'^ ^ " 

— 7-r, was man auch in dei' Form : 

yv yv' 

vx ■ u'x = vy ■ u'ij' 

schreiben kann. Wir haben demnach den Satz; 

„Zwei einander entsprechende Punkte projeetivi scher Reihen 
bestimmen mit den (Jegenpankten zwei Strecken von constantem 
Producte, " *) 

Die proJGctivische Beziehung ist somit auch gegeben, wenn 
man die Gegenpunkte v, u' und den Werth k des Constanten Productes 

kennt. 

45, Da man diei Paare entsprechender Punkte bciiebig wählen 
kann, so kann man die projeetivische Beziehung der beiden Punkt- 
reihen A, A' auch so fixiren, dass man zwei beliebigen Punkten a, h 
von A, zwei behebige Punkte a, h' von A' und dem unendlich weiten 
Punkt X von A den unendlich weiten Punkt x' von A' zuordnet. In 
diesem Falle ist also auch w' mit u' und v mit m identisch. 

Wenn xx', ytf' zwei beliebige Paare einander entsprechender 
Punkte der beiden Reihen sind, so ist: 



^ + i,^T= + i, 



{axytC) : 


= (oVy-»') 


'^' . jj^ji^ 


1 ist jedoch — 


ay 


_ </ 


xy 


a:y 


xy 
hirt : 




/-% 


»y— %■ 



in derselben die Gegeiipunlite 
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oder: 

xy ah 

x'y' a'h' 

„Es ist also das Vcrliältniea der von zwei Punkten x, y der 
einen Punktreihe bcgränzten Strecke zu der von den enteprechen- 
den Punkten der anderen Reihe begränzten Strecke constant." 

Wenn man zwei Strecken, welche von entsprechenden Punkten 
begränat werden, ah „entsprechende Strecken" bezeichnet, so gilt 
für zwei projeetivische Pimktreihen, deren rtnendlicb weite Punkte 
auch zwei entsprechende Punkte sind, der Satz; „Entsprechende 
Strecken stehen in einem constanten Verhältnisse." 

Zwei solche Punktreihen nennt man der auftretenden Propor- 
tionalität wegen „zwei ähnliche Punktreihen", Es ist sofort 
klar, dass zwei Punktreihen, in denen Proportion abtat entsprechen- 
der Strecken herrscht, projectivisch ähnliche Punktreihen sind. Denn 

aus — ^ = h oder ay = k ■ x'y' folgt sofort {xysw) ~ (x''^zw'), d. h. 

xy' 
Gleichheit des Doppelverhältnisses , aber auch der entsprechenden 
unendlich weiten Punkte, denn für x'y' = oo wird auch xy = oo. 

„Zwei ähnliehe projeetivische Punktreihen sind in ihrer Be- 
ziehung gegeben, wenn man zwei Paare einander entsprechender 
Punkte kennt." 

Denn zu diesen kommt das Paar der unendlich weiten Punkte 
als drittes Paar entsprechender Punkte hinzu, wodurch die Pro- 
jectivität gegeben erscheint; auch kann die Vervollständigung der 
beiden Punktreihen mittelst der Directionsaxe nach Art. 40 ohne 
weitei's erfolgen. 

Aus der Definition zweier projectivisch ähnlicher Punktreihen 
folgt auch sofort, daes sie zwei proportionale Theilungen darstellen, 
d. h. wenn man die Strecke a h der einen Punktreihe in beliebig 
viele gleiche Theile eintheilt, so entsprechen den Theilpunkteo die 
Theilpunkte, welche man erhält, wenn man die entsprechende Strecke 
a'&' in ebensoviele gleiche Theile theilt. 

Wenn der Proportionalitätsfactor & = rt 1 wird, so \&ixy =± x'y, 
d. h. zwei entsprechende Strecken sind der absoluten Länge nach 
einander gleich und stimmen dann entweder auch dem Zeichen nach 
überein oder haben entgegengesetzte Zeichen. Man kann in diesem 
Falle immer die eine Punktreihe auf die andere so legen, dass je 
zwei einander entsprechende Punkte zusammenfallen, und werden 
aus diesem Grunde zwei solche Punktreihen als e o n g r u e n t e 
Punktreihen bezeichnet. 



y Google 



„Zwei congi'ucnte Punktreihen simü (jedoch nicht eindeutig) 
durch Angabe zweier einander entsprechenden Punkte a«' bestimmt." 

Denn um zu einem Punkte x der einen, den entsprechenden 
P\inkt X der anderen zu finden, hat man nur ax von d aus auf 
die Axe der zweiten Punktreihe aufzutragen. Je nachdem man nun 
der Strecke mV auf der zweiten Punktreihe die eine oder die 
andere Richtung ertheilt, erhält man zwei Lagen des Punktes a;'. 

„Zwei congruente projecti vis che Punktreihen sind in ihrer Be- 
ziehung vollkommen bestimmt, wenn man. zwei (gleiche) entspre- 
chende Strecken dh, dV kennt {oh ^ ab')." 

Denn dann hat man wieder aV = ax zu. machen_und über- 
dies dafür zu sorgen, dass x bezüglich der Strecke a'h' dieselbe 
Lage hat wie x' bezüglich ah. 

46. Die sämmtlichen Strahlen eines Büschels kann man durch 
Drehung eines Strahles um den Büschel seh eitel erhalten ; diese 
Drehung kann nun entweder in dem einen oder in dem direkt ent- 
gegengesetzten Sinne erfolgen. Hat man nun zwei projecti vi sehe 
Strahlenbüschel in einer und derselben Kbene und dreht man einen 
Strahl X des einen Büschels um den Scheitel derselben, so dass er 
das ganze Büschel durchlauft, so wii-d der ihm projectivisch ent- 
sprechende Strahl X' gleichzeitig das aweite Büschel durchlaufen 
und je nachdem die beiden Drehungen gleichstimmig oder ungleich- 
stimmig sind, nennt man auch die beiden projectivisehen Strahlen- 
büschel gleichstimmig, respective ungleichstimmig projec- 
tivisch. 

So sind a. B. zwei perspectivische Strahlenbüschel, deren 
Scheitel auf einer und derselben Seite der Perspectivitätsaxe liegen, 
immer gleich stimm ig, und solche, deren Scheitel auf verschiedenen 
Seiten der Perspectivitätsaxe liegen, immer ungleich stimmig pro- 
jectivisch. 

Wenn die Perspectivitätsaxe 2 der beiden Büschel auf der 
Strecke ss' senkrecht steht und sie zugleich halbirt, so folgt aus der 
Oongruenz der beiden Dreiseite XYS, X'¥% dass die Winkel XY 
und X'y einander gleich sind. Wenn man zwei Winkel, deren 
Schenkel entsprechende Strahlen sind, als entsprechende Winkel 
bezeichnet, so zeichnen sich die beiden perspectivischen Büschel in 
diesem Falle dadurch aus, dass entsprechende Winkel gleich sind. 
Wenn man das eine Büschel aus seiner Ebene heraushebt, so kann 
man es nach einer räumlichen Umdrehung so auf da« andere Büschel 
legen, dass je zwei einander entsprechende Strahlen (wie X und X' 
oder Fund Y' u. s, w.) übereinander fallen. Man bringt diese Deckung 
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der beiden Büscliel einfach dadurch hervor, dass man das eine um 
2 um ISO*' so räumlich dreht bis s und s' zusammenfallen. Zwei 
solche Büschel nennt man zwei congrucntc (ungleich stimm ige) 
Büschel oder zwei gleichwinkelige Büschel. 

Ist die PerspectivitätBaxe der beiden Büschel s, s' die unend- 
lich weite Gerade, so ist X' \\ X, Y' \\ Y n. s. w,, daher sind auch 
hier die entsprechenden Winkel XY, X'Y' einander gleich, somit 
die Büschel congruent oder gleichwinkelig und zwar zugleich auch 
gl eich stimm ig , denn man sieht sofort, dass einer Drehung von X 
um s eine gleiehstimmige Drehung des zu X parallelen Strahlen X' 
um s' entspricht. Zur Deckung werden die beiden Büschel in diesem 
Falle einfach dadurch gebracht, dass man das eine solange parallel 
zu sieh selbst verschiebt, bis sein Scheitel mit jenem des anderen 
Büschels zusammenfällt. 

Aus den letzten Betrachtungen und auf Grund elementar- 
geometrischer Sätze folgt auch unmittelbar, dass die Perspectivitäts- 
axe perspectivisch gleichstimmig congruenter 
Strahlenhüschel die unendlich weite Gerade 
ist, und dass die Äxe perspectivisch un- (Ä^ 
gleichstimmig congruenter Strahle nbUschel die ? 

von den Scheiteln der Büschel bestimmte / 
Strecke halbirt und auf ihr senkrecht steht. 

Sieht man von der perspectivischen Lage \ 
congruenter Büschel ab, so kann man : „fro- \ 
jeotiviscke congnimte oder gl^ckwinkdige BUschd y 
deßniren als solche, in denen Gleichheit entere- I 

ckender Winkd herrscht." Je nachdem überdies 

der Drehungssinn in beiden derselbe ist oder nicht werden sie als 
gleichstimmig oder ungleichstimmig bezeichnet. 

„Zwei projectimsck (gleicksümmig oder ungleichstiMmig) congruente 
Büschel sind durch die Scheitel und ein Pacvr entsprecJimder StrakUn 
hestimmt." 

Sind s, (s) (Fig. 26} die beiden Scheitel und Ä, {Ä} zwei ein- 
ander entsprechende Strahlen, so erhält man, wenn die Büschel 
gleichstimmig congruent sind, zum Strahle X den entsprechenden 
{X), wenn man den Winkel /_ AX vom Strahle {A) in demselben 
Drehungssinne aufträgt. Sollen dagegen beide Büschel ungleich- 
stimmig sein, so ist der Winkel ÄX von (A) im entgegengesetzten 
Drehungssinne aufzutragen, wodurch man zum Strahle (A"",) gelangt. 

Sind a, x die Schnittpunkte der Strahlen A, {A) respective 
X, (Z) in den beiden gleichstimmig congruenten Büscheln, so folgt 
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aus der Winkelgleiehheit /_ mx = /_n{i)^ sotoit dass die \ki 
Punkte s, {s), a, x auf einem Kreise K lie^Lii, rlie'iei duith die diei 
Punkte s, (s), a vollkommen bestimmte Kieis enthalt aiso auch lUe 
Punkte X, wodurch dei' Satz erwiesen ist 

„Die Schniitpvmkt6 dnander snispreckende) btrahim zweier glewb 
stimmig congmmter Strahlmihilschel et-fillhn emm durch die Büaihel- 
sdteüel hindurckgehendm Kreis." 

Geht man umgekehrt von einem Kieise K aus und wählt auf 
dessen Penpherie zwei beliebige Punkte s, (s) als Butchelscheitel 
und betrachtet nun zwei Strahlen sx = X, [s)x = (X). welche sich 
in einem Punkte x von K sehneitlen , als einander entsprechende, 
eo erhält man, da die Penpheriewinkel AX und {Ä)(X) gleich sind, 
zwei congruente und offenbar auch gleich stimmige Büschel, 

, uEe werden also die sämmtlichen Punkte x eines Kreises K aus 
irgend zwei festen Fkmkten s, (s) desselben Kreises dwrch Strahlen/paare 
projicirt, welche als Paare entsprechender Stralden zweier gleichsUmmig 
congnienter StraMenhüschd auftreten." 

Man kann sich daher zur Vervollständigung zweier gleicL- 
stiramig eongruenter Büschel auch des Kreises K bedienen, welcher 
durch die beiden Büschelscheitel s, (s) und den Schnittpunkt a 
irgend eines Strahlen paai-es A{A) bestimmt erseheint. 

47. Die eben erwähnte aus der Elementargeometrie bekannte 
Eigenschaft der Peripheriewinkel liefert ein einfaches Mittel f^r die 
Transposition der Strahlenbüschel in der Ebene. Es sei ein 
Büschel s (Fig. 26) mit den Strahlen A, B, C . . . . X . . . . gegeben; 
man soll das Büschel in der Ebene so verschieben, dass sein Scheitel 
nach (s) und der Strahl A in die Lage {A) gelangt; in welche Lagen 
kommen dann die Strahlen B, G . . . . allgemein X? Ist a der Schnitt- 
punkt von A mit (A) und K der dem Dreiecke s{s)a umschriebene 
Kreis, so braucht man nur (s) mit den Punkten h, c . . . . x zu ver- 
binden, in denen K von den Strahlen B, C . . . . X getroffen wird, 
so erhält man die neuen Lagen (B), (C) .... (X) der Strahlen 
B, C . . . . X. Die Richtigkeit der Construction folgt sofort aus der 
Winkelgleichheit. 

Dieselbe Transposition kann man vei-wenden, um zwei gegebene 
projectivische Büschel s{ABC ..-■), s'(A'B'C' . . . .) dadurch zu ver- 
vollständigen, dasß man dieselben zwei Büschel in perspectivische 
La^e bringt. Man lege (Fig. 27) durch s und s' einen beliebigen 
Kreis K, welcher die Strahlen A, B, C — in a, ö, c . . . . und die 
Strahlen A', B' , C . . . . in «', h', c . . . . schneiden möge und trans- 
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trahlenpaare iB){F), {C){C') 



ponire min mittelst dieses Kreises die beiden Büsche], so dass ihre 
Seheitel wechselweise in zwei entsprechende Punkte, z. B, a, a 
fallen und zwar so, dass s nach a' und s' nach a zu liegen kommt, 
weashalh die Punkte «', a in der Figur auch mit (s), (s') bezeichnet 
sind. Die Strahlen A, B,C . . .. kommen 
nun in die Lagen (s)a, {s)h, (s)c odör 
{A), (B), (C) und die Strahlen Ä', B', 
C" kommen nach {s')a', (s')6', (s'Jc' oder 
(A'), {B'), (C) zu liegen. Da jedoch 
in dieser neuen Lage derselben zwei 
Büschel der gemeinschaftliche Strahl 
(s) («') sowohl (Ä) als auch (Ä') dar- 
stellt , also sich selbst entspricht , so 
sind die beiden Büschel perspectivisch 
und entsprechende Strahlen werden sich 
in Punkten einer festen Geraden schnei- 
den. Wenn ß, Y <iiß Schnittpunkte der f 

sind, so ist die Verbindungslinie ^y oder 2 jene feste Gerade, die 
Perspectivitätsaxe der beiden Büschel (s), (s). Die Vervollständi- 
gung von s, s' unterliegt nun keinen Schwierigkeiten; soll zu dem 
Strahle X von s der entsprechende construirt werden, so transponiren 
wir X nach (Z), indem wir (s) mit dem Punkte x verbinden, in 
welchem X den Kreis K triift; den Schnittpunkt | von (X) und 
Z verbinden wir mit (s'), was uns den Strahl {X') liefert, welcher 
K in sf sehneiden möge; dann ist X' der Verb in dungs strahl von 
s mit x. 

48. Wenn von zwei zu vervollständigenden projectiviscben Ge- 
bilden das eine ganz in unendlicher Entfernung liegt, also in der 
unendlich weiten Ebene des Raumes enthalten ist, so kann es nur 
eine Punktreihe oder ein Strahlenbüschel sein. Bei der Vervollstän- 
digung kann man das unendlich weite Gebilde immer durch ein im 
Endlichen liegendes ersetzen. Ist das unendlich weite Gebilde eine 
Punktreihe, so wird ihre Axe als die unendlich weite Gerade Aoo 
einer bestimmten Ebene a auftreten und ihre einzelnen Punkte 
««, 5« . . , . sind die unendlich weiten Punkte von «, welche man 
als Eichtungen der Strahlen irgend eines in a liegenden ebenen 
Strahlenbüschels beti-aebten kann, Wählt man dessen Scheitel s be- 
liebig in '«, so werden die durch s gehenden Strahlen A, B . . . . auf 
Ä oo die Punkte « «, 6 «... . bestimmen und die Punktreihe Ä oo 
ist nun mit dem Büschel s perspectivisch und daher auch mit jenem 
zweiten Gebilde projectivisch, mit welchem die Reihe Aoo in pro- 
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jectivischer Beziehung ist. Man wird somit dieses letztere Gebilde 
und das Büsche! s vervollständigen und hat damit zugleich die 
Eeilie Ä oo vervollständigt; es wird nämlich irgend einem Ele- 
mente des zweiten Gebildes der unendlich weite Punkt des ihm im 
Büschel s entsprechenden Strahles als entsprechender Punkt zu- 
geordnet sein. 

Man kann statt des Hülfsstrahlenbüschels ein Ebcnonbüschel 
verwenden. Wählt man nämlich eine beliebige Gerade A als dessen 
Axe und legt durch dieselbe und die einzelnen Punkte von Ä oo 
Ebenen «, ß . . . . , welche selbstverständlich zu den Strahlen des 
Büschels s parallel sein werden, so ist die unendlich weite Punkt- 
reihe j1 CO perspectivisch mit dem Ebencnbüschcl A und dieses ist 
somit projeetivisch mit dem zweiten za Aao projectivischen Gebilde. 
Um nun zu irgend einem Elemente dieses zweiten Gebildes den 
entsprechenden I'unkt von ^ c5o zu erhalten, wird man die jenem 
Elemente entsprechende Ebene des Büschels Ä aufsuchen müssen, 
welche auf Aoc den gesuchten Punkt bestimmt. 

Ist von zwei projectivischen Gebilden dttö eine ein Strahlen- 
büschel und ganz in unendlicher Entfernung gelegen, also in der 
unendlich weiten Ebene enthalten, so tritt sein Scheitel s» auf als 
die Richtung (der unendlich weite Punkt) irgend eines Strahles A 
und seine Strahlen A co, B oo . . . . treten auf als die Stellungen 
(die unendlich weiten Geraden) von durch A hindurchgebenden 
Ebenen a, ß . . . . Zugleich ist das Strahle nbüschel s« perspectivisch 
mit dem Ebenenbüschel A und letzteres somit projeetivisch mit 
jenem zweiten Gebilde, mit welchem s«- sich in projeetivisch er Be- 
ziehung befindet. Man wird nun bei der Vervollständigung auch 
hier das Ebenenbüschel A an Stelle des Strahlenbüschel s« setzen, 
und irgend einem Elemente des zweiten Gebildes wird jener Strahl 
des Büschels s«, entsprechen, welcher als anendlich weite Gerade 
der jenem Elemente entsprechenden Ebene des Ebenenbüschels A 
auftritt. 

Sind beide projectiviaehe Gebilde ganz in unendlicher Entfer- 
nung, so werden sie in derselben Art mit zwei in endliclier Ent- 
fernung liegenden Gebilden in perspectiv! sehe Beziehimg gebracht, 
also ein unendlich weites Strahlenbüschel mit einem Ebenenbüschel , 
und eine unendlich weite Punktreihe mit einem Ebenen- oder Strahlen- 
büschel. Die beiden neuen Gebilde sind, weil mit den ursprüng- 
lichen perspectivisch, untereinander projeetivisch und in endlicher 
Entfernung gelegen, so dass ihre Vervollständigung nach den früher 
entwickelten Methoden vor sich gehen kann. Die unendlich weiten 
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Elemente je zweier entsprechender Elemente dieser Gebilde sind 
(oder bestimmen) zwei entsprechende Elemente der beiden unend- 
lich weiten projectivischen Gebilde. 



Zehutes Kapitel. 

Conlocale projectivische Grebiide; Doppelolemcüte. 

49. Wir haben bisher die projectiviachen Gebilde als auf ver- 
schieden on Trägem befindhch vorausgesetzt und haben gesehen, 
dass man mit den Gebilden Ortsverände rangen vornehmen kann, 
ohne ihre verwandtschaftliche Beziehung, nach welcher jedem Ele- 
mente des einen ein Element des andern entspricht und Doppelver- 
hältnissgleichheit herrscht, aufzubeben, Sind die beiden projectivi- 
schen Gebilde gleichartig, also zwei Punktreihen, zwei Strahlen- 
oder Ebenenbüscbel, so kann man sie offenbar auch in eine solche 
Lage bringen, dass sieb ihre Träger decken ; in diesem Falle nennt 
man sie conlocale Gebilde oder Gebilde auf demselben Träger, 

Bei zwei Punktreihen hat man nur die eine so ihre Lage 
ändern zu lassen, dass ihre Axe in die Axe der anderen zu liegen 
kommt; ebenso werden zwei Ebenenbüschel conlocal, wenn ihre 
Axen in einer Geraden vereinigt werden. 

Bei zwei Strahlenbüscheln bat man schliesslich dafür zu sorgen, 
dass ihre Ebenen und ihre Scheitel zusammenfallen. Wenn zwei 
gleichartige Gebilde einen gemeinschaftlichen Träger besitzen, so ist 
jedes Element des Trägers als zu jedem der beiden Gebilde gehörig 
zu betrachten, also in diesem Sinne doppelt zu zählen. Sind die 
beiden conlocalen Gebilde G, G' projectiviseh und bezeichnet man 
die Elemente des ersten mit nichtaccentuirten und diejenigen des 
zweiten mit accentuirten Buchstaben, so werden also den Elementen 
a, &, c . . . . von G die Elemente a, h', c . . . . von (?' als entspre- 
chende Elemente zugewiesen sein. Wählt man auf dem gemein- 
schaftlichen Träger irgend ein Element und betrachtet es als zu G 
gehörig, so wird dasselbe einen nichtaccentuirten Buchstaben, etwa 
X erbeten; dasselbe Element gehört jedoch auch dem Gebilde 
G' an und muss somit auch mit einem accentuirten Buchstaben ver- 
sehen werden und nachdem es im Allgemeinen als Element von 
G' nicht dem Elemente x von G entsprechen wird, so müssen wir 
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in Geraässhcit der eingeführten Bezeichnung einen von x verschie- 
denen accentuirten Buchataben, also etwa y wählen. Irgend ein 
Element des gemeinschaftlichen Trägers hat somit seiner doppehen 
Bedeutung gemäss auch eine doppelte Bezeichnung x und y'\ die 
den Elementen x, y entsprechenden Elemente x' y werden im allge- 
meinen zwei von einander und von {xt/') verschiedene Elemente sein, 
da dem Elemente (xy') je nachdem man es als dem einen (als a;) 
oder dem anderen Gebilde (als y') angehörig betrachtet, ein ganz 
bestimmtes in jedem der beiden Fälle verschiedenes Element x' 
've y entsprechen wird, 

50. Die Vervollständigung conlocaler projectivischer Gebilde 
bietet keine Schwierigkeiten dar; wohl kann man die im achten 
Kapitel entwickelten Methoden der Directionsaxe und des Directions- 
centrum nicht unmittelbar zur Verwendung bringen, mittelbar jedoch 
in der Art, daas maji von den beiden G-ebilden eines (oder beide) 
die ursprüngliche Lage verändern lässt, wodurch die beiden Gebilde 
ihre conlocale Lage (aber nicht die projectivische Beziehung) ein- 
büssen, oder aber indem man eines oder beide durch andere mit 
ihnen perspectivische oder projectivische Gebilde ersetzt. Die V) 
jectivität wird auch bei conlocalen Gebilden durch drei Paare ent- 
sprechende Elemente vollkommen bestimmt sein. 

a) Es seien auf der gemeinschaftlichen Axe {00') zwei pro- 
jectivische Punktreihen durch die drei Punktepaare aa', hb', cc 
geben. Um sie zu vervollständigen, kann man die eine Reihe aus 
der ursprünglichen Lage etwa durch eine einfache Parallel Verschie- 
bung herausbringen, hierauf mittelst der Directionsaxe die Vervoll- 
ständigung nach Art. 39 vornehmen und die jeweiligen Resultate 
(Punkte) durch die entgegengesetzte Parallel Verschiebung in die 
ursprüngliche Lage auf (00') zurückbringen. Oder aber wähle man 
zwei mit (0(7) in derselben Ebene liegende Punkte s, s beliebig; 
verbinde s mit den Punkten a, b, c . . . . der ersten Reihe, wodurch 
oin mit ihr perspectivisches Büschel ABC .... entsteht, und ebenso 
verbinde man s' mit a'b'c . . . ., wodurch ein mit der zweiten Reihe 
perspectivisches Büschel A'B'C' .... entstehen wird ; die Büschel 
Sf s' sind projectivisch (nach Art. 37) and kann ihre Vervollständi- 
gung mittelst des Directionscentrums nach Art. 41 vor sich gehen. 
Hiedurch ist aber auch die Vervollständigung der beiden conlocalen 
(coaxialen) Reihen durchgeführt. Ist nämlich x irgend ein Punkt 
der ersten Reihe, so ist sx oder X der ihm perspectivisch entspre- 
chende Strahl von s, zu dem man mittelst des Directionscentrums 
der beiden Büschel leicht den projectivisch entsprechenden Strahl 
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X' von s' auffinden kann ; X' trifft {00') im Punkte x, welcher dem 
X projeetiviacli zugeordnet ist. Wären die beiden projectivischen 
Büschel 8, s' ui'spriinglich gegeben, eo treten die coniocalen pro- 
jectivischen Reihen abc . . . ., a'h'c' . . . , als Schnitte der beiden 
Büschel mit der Transversale {00') a«f. 

„Zwei projectivische Strahlenbüschel , welche in derselben 
Ebene liegen, bestimmen auf jeder Geraden dieser Ebene zwei con- 
iocalo projectivische Puuktreihen." 

Ebenso sieht man die Richtigkeit des folgenden Satzes ein: 
„Zwei projectivische Ebenenbüschel bestimmen auf jeder Ge- 
raden des Raumes zwei conloeale projectivische Ponktreihen." 

b) Sind in ein und derselben Ebene zwei projectivische con- 
loeale (concentrische) Strahlenbüschel mit dem gemeinschaftliehen 
Scheitel (ss') durch drei Strahlenpaare AÄ , BS, CC gegeben, so 
kann man auch hier entweder das eine (oder beide) Büschel in 
neue Lagen überführen (durch Parallel Verschiebung oder Drehung) 
und hierauf die Vervollständigimg mittelst des Directionscentrums 
vornehmen, wobei eine Zurückführung der eonatruii-ten Sti-ahlen in 
ihre ursprüngliche Lage nothwendig wird, oder aber man sehneide 
die beiden Büschel mit zwei beliebigen Transversalen 0, 0' in den 
beiden Pimktreihen oSc . . . ., a'i'c'. . . . respective, welche nach be- 
kannten Grundsätzen projectiviseh sein müssen und mittelst der 
Direetioneaxe vervollständigt werden können, wodurch auch die 
beiden coniocalen Büschel vervollständigt erscheinen. Um nämlich 
zu irgend einem Strahle X den entsprechenden zu finden, wird man 
zu dem Punkte x, in dem X die Axe trifft, den projectiviseh 
entsprechenden Punkt x auf 0' aufsuchen, so ist dann der Sti'ahl 
s'x' der gesuchte X'. 

Auch hier kann man sofort die Sätze als eines Beweises nicht 
bedürftig anführen ; 

„Zwei in derselben Ebene befindliche projectivische Punktreihen 
werden aus jedem Punkte dieser Ebene durch zwei concentrische 
projectivische Strahlenbüschel projicirt." 

„Zwei coaxiale projectivische Ebenenbüschel werden von jeder 
Ebene in zwei coneentrisehen projectivischen Strahlenbüscheln ge- 
schnitten." 

c) Wenn schliesslich die projectivische Beziehung zweiei' Ebenen- 
büschel mit gemeinschaftlicher Axe {00') (conloeale oder coaxiale 
Ebenenbüschel) durch die Ebenenpaare aa, ßß', ^y' gegeben ist und 
man die Büschel vervollständigen soU, so hat man auch hier ent- 
weder die Büschel in neue Lagen zu bringen und dann nach Art. 42 
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vorzugehen odev aber man schneidet die beiden Büschel mit zwei 
(etwa derselbeo Ebene angehörigon) Transversalen A, A' in zwei 
Punktreihen ahc . . . ., a'b'c . . . . respective, welche der Projectivität 
der Büschel wegen auch projectivisch sein werden und durch deren 
Vervollständigung genau so wie in a) und b) die beiden Ebenenbüsehel 
vervollständigt erscheinen. 

Auch hier haben wir die beiden unniitteJbar klaren Sätze; 

„Zwei im Räume beliebig liegende projectivische Punkt- 
reihen werden aus jeder Grcraden (Axe) des Raumes durch zwei 
coaxiale projectivische Ebenenbüschel projicirt." 

„Zwei beliebig im Räume gelegene projectivische Strahlen- 
büschel werden aus jedem Punkte der Verbindungslinie ihrer Scheitel 
durch zwei coaxiale projectivische Ebenenbüschel projicirt." 

Wenn beide Strahlenbüschel einen gemeinschaftlichen Scheitel 
haben, so werden sie aas jedem Punkte des Raumes in zwei coaxialen 
projecti vi sehen Ebenenbüschel projicirt. 

51. Die im Vorhergehenden angeführten Vervollstimdigungs- 
mcthoden conlocaler Gebilde entsprechen der Natur der Aufgabe, 
welche vom ersten Grade ist (da bei der Vervollständigung immer 
ein einziger Punkt, eine einzige Ebene oder ein einziger Strahl als 
gesucht in Frage steht) und sich daher mittelst eines einzigen 
Lineals lösen lassen rauss. Wir werden im Folgenden eine andere 
Methode der Vervollständigung conlocaler projectivischer Gebilde 
entwickeln, welche zwar nicht mehr eine rein lineare genannt wer- 
den kann , welche uns jedoch die Lösung einer der wichtigsten 
Fragen über projectivische Gebilde liefern wird. 

Es ist in Art. 49 gezeigt worden, dass einem Elemente {xy') 
zweier conlocal-projectivischer Gebilde zwei Elemente entsprechen; 
nämlich das Element x', wenn man das erste Element x als zum 
nicht accentuirten (ersten) Gebilde gehörig betrachtet, und ein 
Element y, wenn man das erste Element y' als zum accentuirten 
(zweiten) Gebilde gehörig betrachtet. Man kann nun die Frage auf- 
werfen, ob und wievielmal es geschehen kann, dass ein Element 
mit dem ihm entsprechenden zusammenfällt, wodurch ein sich 
selbst entsprechendes Element (ein den beiden conlocalen Ge- 
bilden gemeinsames Element, ein Doppelelement) entsteht. 

Nachdem man für die Bestimmung der projectiviachen Be- 
ziehung zweier Gebilde drei Elementenpaare aa, hb', cc' beliebig 
wählen kann, so kann man auf dem gemeinsamen Träger der beiden 
conlocalen projectivischen Gebilde diese drei die Beziehung bestirä- 
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mendcn Paare auch so wähleo, dasB a' identisch mit a wird, dagegen 
h', c' von h, c respective verschieden bleiben, oder dass d mit a und 
h' mit h identisch wird, dagegen c von c verschieden bleibt, oder 
achlieselich auch so, dass «', h', e der Reihe nach mit a, h, e identisch 
werden. Im ersten Falle ist (aa') ein Doppelelement, im aweiten 
Falle sind (aa') und (fib') Doppelelemente und im dritten Falle sind 
(aa'), (bb') tind (cc') Doppelelemente der conlocaJen projectivischen 
Gebilde. Was den letzten Fall betrifft, so zeigt man leicht, dass 
jedes Element der conlocalen Gebilde sich selbst entsprechen muse; 
denn wenn x, sc' zwei weitere enteprechende Elemente sind, so muss 
der Projectivität wegen {a'b'e'x') ^= (aicat) sein; oder aber, da d, b', c' 
mit a, bj c identisch sind, hat man (abcx') = (libcx), und es muss 
daher auch x' mit x identisch sein, weil sonst zwei von einander 
verschiedene Elemente x, x mit demselben Elemente gleiches Doppel- 
verhältniss geben würden, was nach Art, 7 nnmöglicli ist. In der 
That lässt sich, wenn man die Theilverhältnisse von c, x, x' bezüglich 
ah respective mit i, %, ^' bezeichnet, die letzte Gleichung auch 
schreiben y : ?' = Y : ^j woraus ^' ^ ^ folgt ; es hat somit das Element 
x' bezüglich ah dasselbe Theilverhältniss wie das Element x, rauss 
also mit demselben nach Art. 7 identisch sein. 

„Wenn zwei conlooale projectivische Gebilde drei Doppel- 
elemente besitzen, so ist jedes Element ein Doppel dement, d. h. 
jedes Element der beiden Gebilde entspricht sich selbst. Die beiden 
Gebilde sind identisch." 

„Zwei conlocale projectivische Gebilde können, soferne sie nicht 
identisch sind, höchstens zwei Doppel demente besitzen." 

Sind a, h die beiden Doppel elemente und xx, yy' irgend zwei 
Paare entsprechender Elemente, so ist (abxy) ^ (aix'y'), oder wenn 
man mit % % ^', i)' die Theilverhältnisse von x, y, x', y' bezüglich a b 

bezeichnet: — ^ — ;-, oder -^ = — r, oder (ahxx") = (abyy'). Es ist 

also der Werth des Doppel Verhältnisses, welches irgend zwei ent- 
sprechende Elemente x, x' mit den beiden Doppeleleraenten bestim- 
men, gleich dem Werthe des Doppel Verhältnisses, welches irgend 
zwei andere entsprechende Elemente mit den beiden Doppelelementen 
bestimmen, oder mit anderen Worten: 

„Das Doppelverhältniss , welches irgend zwei entsprechende 
Elemente conlocaler mit zwei Doppelelementen versehener projecti- 
vischer Gebilde mit diesen beiden Doppelei erneuten bestimmen, hat 
einen constanten Werth: {ahxx') •= k." 
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„Wenn zwei eonlocale projectivische Gebilde ein Doppelei erneut 
besitzen, so besitzen sie immer noch ein zweites Doppelelement." 
Der Beweis ist in den folgenden Artikeln enthalten. 

52. Conlocale Panktreihen. Es seien auf der gemeinschaft- 
lichen Axe {00') (Fig, 28) zwei projectivische Punktreihen gegeben, 
durch das sich selbst entsprechende Element {ad) (Doppelpunkt) 
und die beiden Punktpaare bh', 
cc'. Nimmt man auf einer be- 
liebig durch (aa') gelegten Ge- 
raden {AA') zwei willkürliche 
Punkte s, s' an und projicirt 
man die Reihe abc .... aus s 

im Büschel ABC und die 

Reihe a'b'c. . . . aus s' im Bü- 
schel A'B'C'...., so erhält 
man zwei projectivische Bü- 
Bcbel, welche überdies perspectiviscb sind, weil der ihnen gemein- 
schaftliche Strahl ss' oder AA' sich selbst entspricht; die Per- 
spectivitätsaxe 3 ist die Verbindungagerade des Schnittpunktes von 
B und B' mit dem Schnittpunkte von C und C und kann nun vor- 
theilhaft zur Vervollständignng der beiden Reihen verwendet werden, 
nachdem zwei solche Strahlen X, X' der Büsche! s, s', welche sich 
in einem Punkte von S schneiden, die Axe 0(7 in zwei einander 
entsprechenden Punkten x, x' treffen müssen. 

.Die Strahlen E, E, welche von s und s' nach dem Schnitt- 
punkte der Axe (00') mit der Geraden S gehen, sind auch zwei 
entsprechende Strahlen der beiden perspectivischen Büschel und 
werden somit (0, 0') in zwei entsprechenden Punkten e, e' der con- 
localen Reihen treffen ; diese Punkte e, e fallen jedoch offenbar in 
dem Schnittpunkte von 8 mit {00') zusammen und stellen somit 
den zweiten ausser {aa') auftretenden Doppolpunkt der beiden con- 
loealen Reihen vor. Nebenbei ist hiermit auch der folgende Satz 
bewiesen : 

„Projicirt man zwei conlocale projectivische Punktreihen aus 
zwei Punkten, welche mit einem Doppelpunkte der Punktreihen in 
gerader Linie liegen, so erhält man zwei perspectiv! sc he Strahlen- 
büschel, deren Perepectivitätsaxe durch den zweiten Doppelpunkt 
der beiden Reihen hindurchgeht." 

Wenn die Projectivität der beiden conlocalen Punktreihen durch 
die beiden Doppelpunkte {ad), (ee) und ein Punktepaar b, b' gegeben 
ist so kann die Vervollständigung in derselben Art erfolgen, da man 
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Fig. 29. 




für die Axe S zwei Punkte erhält, nämlich {e, e') (wenn man ss' 
mit (aa') in gerader Linie annimmt) und den Schnittpunkt von 
sh mit s'b'. 

53, Nachdem man die beiden Doppelpunkte (aa), (ee') und ein 
weiteres Paar entsprechender Punkte beliebig wählen kann, so kann 
man die beiden Doppelpunkte [aa) (ee') in einen einzigen Punkt 
(ee') zusammenfallen lassen, wodurch die beiden conloealen pro- 
jectivischen Pnnktreihen den besonderen Charakter annehmen, dass 
ihre beiden Doppelpunkte zusammen- 
fallen. Stellt nun Fig. 29 (ee') das Paar 
zusammenfallender Doppelpunkte dar 
und ist b, b' ein Paar entsprechender 
Punkte der auf [00') befindlichen con- 
loealen Punktreihen, so hat man auch 
hier ss' beliebig auf irgend einer durch 
(ee') hindurchgehenden geraden Linie 
anzunehmen und erhält für die Per- 
spectivitätsaxe S der beiden Büschel 
zwei Punkte, nämlich (e, e') und den 
Schnittpunkt von s5 mit s'b' so dass die Vervollständigung der beiden 
Reihen dieselbe bleibt wie im allgemeinen Falle. Wählt man einen 
von den zwei Punkten s, s' in unendUcher Entfernung, so findet man 
durch einfache Betrachtung der auftretenden ähnlichen Dreiecke, dass 

ex. ex' 
in diesem Falle das Vevhältniss — — - ■ constant ist. 

„Wenn zwei conlocale projectivische Punktreihen, zwei zu- 
sammenfallende Doppelpunkte besitzen, so ist die Entfernung zweier 
entsprechender Punkte in constan- 
tem Verhältniss zu dem Producte aus '^' 

den Entfernungen derselben Punkte 
von den vereinigten Doppelpunkten." 

Liegt der eine der beiden 
Doppelpunkte, etwa (ee')', in unend- 
licher Entfernung auf (00'} (Fig. 
30), so wird die Achse S parallel /^^ 

zu (00'). Bezeichnet man mit m den festen Schnittpunkt von S mit 
ss' und sind x, x' irgend zwei entsprechende Punkte, so dass sich 
die Strahlen ax, s'x in einem Punkte ^ von S schneiden, so folgt 
aus der Aehnlichkeit der auftretenden Dreiecke: 
axc ^_ sa «i^ _^ s'm 
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woraus durch Multiplication folgt: 



- -, 1= coiistanl. 

Wenn wir diese Gleiclmngiii der Form -,--. = coii s tan t schreiben, 

° ax ' 

so gibt sie uns ein schon bekiwiiiteB Resultat ; denn die beiden Punkt- 
reihen sind in dieeem Falle ähnlieb, da dem unendlich weiten Punkt e 
der einen, der nnendlich weite Punkt e' der anderen entspricht, und 
daher müssen die entsprechenden Sti'ecken ose, dx' ein constantes 
Verhältnisa besitzen. Schreibt man dieselbe Gleichung in der Form 

—r- ^ constant, so liefert sie den Satz: 

„Haben zwei conlocale pvojectivisehe Punktreiheii einen nn- 
endlich weiten Doppelpunkt, so besitzt der andere Doppelpunkt in 
Bezug auf alle Paare entsprechender Punkte ein constantes Theil- 
verhältniss." 

Man gelangt zu denselben Resultaten, wenn man die beiden 
Seheitel s, s' auf einer durch den unendlich weiten Doppelpunkt 
hindurchgehenden, also zu (OC/) parallelen Geraden annimmt. 

Schliesslich kann der Fall eintreten, daas die beiden Doppel- 
punkte in dem nnendlich weiten Punkte von (00') vereinigt sind, 
pj^ 3j In diesem Falle (Fig. 31) ist nicht 

, nur S, sondern auch die Gerade 

~ '~'K~^^^^^ y"\ ' * *^' parallel zu (00'). Sind nun 

B XV^--.^! I , xx, yy zwei beliebige Paare 
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sprechender Punkte, so dass sich 
»X und s'x' in einem Punkte ^ von 
S und sy und sy in einem Punkte 
r\ von S schneiden, %q folgt aus dem Umstände, dass die Strecken 
Tx und yy zu der festen Strecke ss' in demselben constanten Ver- 
hiltnisse stehen, die Gleichheit dieser Strecken, xx' ■:= yy, und sofort 
auch j.y 1= xy folgt, die beiden Punktreihen sind folglich congruent. 
„Zwei conlocale projectivische Punktreihen, welche zwei in 
unendlicher Entfernung vereinigte Doppele! cm ente besitzen , sind 
zwei eongruente Punktreihen." 

54. Stellen wir uns nun die Aufgabe, zu untersuchen, ob und 
wie viele Doppelelemente zwei gegebene conlocal - projectivische 
Punktreihen besitzen. Die Projectivität der beiden Reihen sei durch 
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drei Paar entsprechen der Punkte gegeben, and denken wir uns die 
Gegeo punkte der beiden Reihen aufgesucht. Der uuendlich weite 
Punkt der gemeinschaftlichen Axe, als zur Punktreihe gehörig, 
möge M heissen, und u' sei der ihm projectiviscli entspreebende 
Punkt; derselbe unendlich weite Punkt, als zu 0' gebörig, möge 
mit v' bezeichnet werden und der ibin projectivisch entsprechende 
sei 11; 80 sind u und v die Gegenpiinkte, und wenn xx' irgend ein 
Paar entsprechender Punkte daratelleUj so ist nach Art. 44 das Pro- 
duct vx . mV constant, also etwa : 

w.i*V'= k (1). 

Bedeutet o den Halb irungsp unkt der Sti'ecke im', so ist vo = ou 
und ebenso hat man für jede Lage der Punkte 
vx = vo -\- ox ^ ox ->r vo 
ua: = ti'o + ox = ox' — vo, 
wodurch (1) übergeht in: 

(ox -\~ vo) (ox' — vo) ^= k 

oder 

.«.»•+« {<»'-oa.)=.»' + 4.... (!■). 
In einem Doppelpunkte fällt x' mit x zusammen und das wird 
eintreten, wenn ox' = ox wird ; man hat somit nach (1') für die 
Doppelpunkte die quadratische Gleichung 



ox = ±: V^vo'^ + k 
folgt. Wir erbalten somit zwei Doppelpunkte, indem wir die Strecke 
Vvö^ + & beiderseits von aus auf die Axe {00') aufti-agen. Ist 
k positiv oder negativ, aber im letzteren Falle dem absoluten Werthe 
nach kleiner als m^, so ist der Wertb der Quadratwurzel reell und 
die beiden Doppelpunkte sind ebenfalls reelle, auf der Axe {00') in 
gleicher Entfernung gelegene Punkte; ist hingegen k negativ und dem 
absoluten Werthe nach gi'össer, als «o^, so wird die Quadratwurzel 
ima^när und die beiden Doppelpunkte existii'en nicht mebr als 
eigentliche Punkte der Axe {00'). Aber trotzdem werden wir auch 
in diesem Falle sagen, dass die beiden Punktreihen zwei, jedoch 
imaginäre Doppelpunkte besitzen, welche auf der Axe (00') von 
aus beiderseits in der Entfernung V to^ -|- k liegen, so dass o in 
beiden Fällen als der Halb irungsp unkt der Strecke der beiden Doppel- 
punkte aufti-itt. Der Uebergangsfall ti-itt ein , wenn vo -[■ k = 
wird oder also k ■-= — vO^; in diesem Falle vereinigen sich die 
beiden Doppelpunkte im Punkte und die Gleiebuog (1) geht 
über in: 
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„Zwei conlocaie projectiviache Punktreihüi) besitzen immer zwei 
reelle imaginäre oder zusammeufallende Doppelpunkte. Die von ihnen 
begränzte Strecke hat mit der von den beiden Gregenpunkten be- 
gränzten Strecke einen gemeinschaftlichen Halbirungspunkt." 

„Wenn die beiden Doppelpunkte zweier conlocaler projectiviseher 
Puuktreihen zusammenfallen, so vereinigen sie sich in dem Halbirunga- 
punkte der von den Gegen punkten begränzten Strecke, und je zwei 
entsprechende Punkte bestimmen mit den Gegenpunkten zwei Strecken, 
welche entgegengesetzte Richtung haben und zum absoluten Producte 
das Quadrat der halben Entfernung der beiden Gegenpunkte geben," 
55. Conlocaie Strahlenbüschel. Genau so wie in Art. 52 
zeigt man, daes zwei eonceutrische projectiviache Strablenbüschel, 
welche einen Doppelstrahl besitzen, auch noch einen zweiten Doppel- 
strahl besitzen müssen. In der That, wenn (ss') der gemeinschaftliche 
Scheitel der beiden Büschel ist 
(Fig. 32), und wenn (AÄ) ein sich 
selbst entsprechender Strahl ist, 
und wenn fem er zwei weitere 
Paare BB', CC entsprechender 
Strahlen gegeben sind, so kann 
man die beiden Büschel ss' mit 
zwei durch einen beliebigen Punkt 
{««') von (AÄ') hindurchgehende 
Transversalen S, iS'respectivezum 
Schnitte bringen. Das Büschel 
ABC . . . bestimmt auf S die mit 
ihm perspectivische Reihe ahc . . . und das Büschel A'B'C . . . be- 
stimmt auf 5' die mit ihm perspectivische Reihe a'h'e . . ., welche 
beide Reihen der Projectivität der Büschel wegen ebenfalls projecti- 
visch sein werden. Sie sind üherdies auch perspectiviseh, weil der ihnen 
gemeinschaftliche Punkt (aa') sich selbst entspricht. Das Perspectivi- 
tätscentrum o ergibt sich als Schnittpunkt der Geraden 6ö', cc' und 
kann nun zur Vervollständigung der beiden Büschel verwendet 
werden, nachdem zwei Punkte x, x' auf 8, S', respective, welche in 
einem durch o gehenden Strahle liegen, mit {ss') verbunden, zwei 
entsprechende Strahlen X, X' der beiden Büschel liefern. Die Gerade, 
welche [ss') mit o verbindet, bestimmt auf S und S' ebenfalls zwei 
entsprechende Punkte e, e' der projectivischen Punkti'cihen, welche 
mit (ss') durch die Strahlen E, ^ verbunden, zwei entsprechende 
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Strahlen der beiden conceiiti'ischeD Büschel liefern, Nun fallen aber 
offenbar die Strahlen E, E in der Geraden ao zusammen und stellen 
folglieh einen zweiten sich selbst entsprechenden Strahl, einen Doppel- 
strahl der beiden Büschel dar. 

„Wenn man zwei concentrische, projectivisehe Strablenbüschel 
mit zwei Transversalen schneidet, welche durch denselben Punkt 
eines Doppelstraliles der beiden Büschel hindurch gehen, so erhält 
man zwei perspectiv! sehe Punktreihen, deren Perspectivitätscentrum 
auf dem aweiten Doppelstrahle der beiden Büschel gelegen ist." 

Wenn die Projectivität der beiden concentrischen Büschel ge- 
geben ist, durch die beiden Doppelelemente (AA') (EE) und ein 
weiteres Paar entsprechender Strahlen B, ß', so hat man wiederum 
durch einen beliebigen Punkt [aa) von {AA") zwei willkürliche 
Transveraalen S, S zu legen, welche von B, B' respective in b, b' 
geschnitten werden; dann ist der Schnittpunkt o von (EE) mit bb' 
das- Perspectivitätscentrum der beiden Reihen auf 8, S'. Es ist selbst- 
verständlich, daes mau in der Construction die Rollen der Strahlen 
(.4^1'} und {EE) vertauschen kann. 

Denken wir uns die Punkte b, b' so auf ß, B' gewählt, dass 
(Fig. 33) bb' parallel zu (EE) wird, und legen wir darch b, 6 die 



Geraden S, S' parallel zu (AA'), 
so dass (aa) der unendlich weite 
Punkt von {AÄ') und o der unend- 
lich weite Punkt von (EE) wird. 
Irgend eine durch o, d. h. parallel 
zu (EE) gezogene Gerade wird 
S, S' in zwei Punkten x, x' schnei- 
den, welche, mit {ss') verbunden, 
zwei entsprechende Strahlen X, X' 
der projecti vi sehen Büschel lie- 
fern. Bezeichnet man mit ^ den 
Schnittpunkt von xx' und (AA'), ferner mit 
punkte von S, S mit (EE), so ergibt sich 
Dreiecken sofort: 

sin A X _ m sinJ.X' 
sin EX ~ sV sin EX' 

woraus durch Division folgt: 

sin AX sin AX' 



Fig. 33. 




die festen Schnitt- 
ä den entstehenden 






y Google 



104 z^bi'teb KH^iw. 

Oder iiber (AEXX') = cojistant, wodurcli wiederum der ali- 
gemein eehon erwiesene Satz von der Un Veränderlichkeit des Doppei- 
verhältnisaes, welches zwei entsprechende Elenaente Z, X' mit den 
beiden Doppelelementen Ä, E bestimmen, speciell für coneentrische, 
projectivische Strahlenbüschel erwiesen ist. 

Wenn die beiden Doppelstrahlen Ä, E aufeinander senkrecht 
stehen, so ist sin EX = cos AX, sin EX' = cos ÄX und folg- 
lich ist: 

ttjAX 

■ = eonst. 

kj AX' 

„Wenn zwei concentrisehe, projectivische Strahlenbüschel zwei 
auf einander senkrechte Doppel strahlen besitzen, so bilden irgend 
zwei entsprechende Strahlen mit jedem Doppelstrahle Winkel, deren 
goniometrisehe Tangenten ein coiistantes Verhältnise besitzen," 

Man kann die beiden beliebig wählbaren Doppelstrahlen {AA'), 
(EE) in einen Strahl zusammenfallen lassen; dann wird die pro- 
jectivische Beziehung der beiden Büschel vollkommen bestimmt sein, 
wenn man ausser den in A vereinigten Doppelstrahlen noch ein 
Paar entsprechender Strahlen B, B' annimmt. Die beiden Ti'ansver- 
salen S, S' legt man beliebig wieder durch irgend einen Punkt « 
von Af sie bestimmen auf R, S 
die Punkte h, h' , deren Verbin- 
dungslinie A im Punkte o treffen 
wird. Die Vervollständigung 
bleibt dieselbe wie im allgemei- 
nen Falle. 

Zieht man die Transver- 
salen B, B (Fig. 34) paraUel zu 
den in A vereinigten Doppel- 
strahlen und auf beiden Seiten 
in gleicher Entfernung^ von A, 
so liefert die Verbindungslinie der Punkte (SS), (SB) auf A den 
Punkt o; irgend eine durch o geüogene Gerade trifft B, B in a;, x, 
welche Funkte, mit s verbunden, zwei entsprechende Strahlen X, X' 
liefern. Bezeichnet man mit %, ^' die Fusspunkte der von tc, a;' auf 
A gefällten Perpendikel, so ist offenbar ^'o = o;; ferner hat man: 

, AV *' *" + "^ 
cMq Aa = =: 

p_ _f __ _ 

, ^. ^'s k'o — so ok — so 
cotg AX = — = = 
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2. so 
cotg AX • — coi.g ÄX' =: = const. 

„Wenn zwei concentrische projcetivisctie Straiilentüschcl zwei 
zusammenfallende Doppelstrahlen besitzen, so bilden irgend zwei 
entsprechende Strahlen mit dem doppelten Doppel strahle zwei Winkel, 
deren Cotangenten eine constante Differenz besitzen." 

Wenn man zwei coneentrisclte, projectivische Strahleiibüschel 
(ss'), deren Beziehung etwas durch drei Paar entsprechender Strahlen 
ÄA', BB, CO gegeben ist, mit einer beliebigen Transversale 
schneidet, so entstehen auf derselben zwei conlocale projectivische 
Punktreihen ; die drei Strablenpaare bestimmen auf drei Paare 
entsprechender Punkte aa', hh', cc' und irgend ein weiteres Paar ent- 
sprechender Strahlen X, X' wird in einem Paare entsprechender 
Punkte X, x' durchschneiden. Umgekehrt erhält man zwei ent- 
sprechende Strahlen X, X' der concentri sehen Büschel, wenn man 
zwei entsprechende Punkte x, x' der conlocalen Reihen auf mit 
dem gemeinschaftlichen Büschelscheitel (ss') verbindet. Es wird also 
insbesondere auch jeder sich selbst entsprechende Punkt der beiden 
conlocalen Pnnktreihen (Doppelpunkt) mit {ss') verbunden, einen sich 
selbst entsprechenden Strahl (Doppel strahl) der beiden concentrisohen 
Büschel liefern. Da nun die beiden Punktreihen immer zwei reelle, 
imaginäre oder zusammenfallende Doppelpunkte besitzen, so folgt 
hieraus, 

„Zwei concentrische, projectivische Strahl enbüschel besitzen 
immer zwei reelle, imaginäre oder zusammenfallende Doppel strahlen." 



56. Conlocale Ebeuenbüschel. Wenn zwei pro 
Ebenenbüschel eine gemeinschaftliche Axe {00') besitzen, so sind 
sie conlocal oder coaxial. Ihre Beziehung ist durch drei Paar ent- 
sprechender Ebenen ««', ßß', 7^' ß^irt und man kann sie vervoll- 
ständigen, wenn man sie durch die Operation des Schnittes mit 
einer Transversal geraden oder Tran sver aal ebene auf zwei conlocale, 
projectivische Punktreihen, respective Strahlenbüschel reducii-t. Durch 
entsprechende Punkte, respective Strahlen der beiden letzten Gebilde 
gehen entsprechende Ebenen der Ebenenbüschel hindurch. Insbeson- 
dere liefern die Doppelelemente der Punktreihen, respective Strahlen- 
büschel, die durch sie hindurchgehenden Doppelelemente (sich selbst 
entsprechenden Elemente) der beiden Ebenonbüscbcl. 

Wir können somit den Satz aussprechen: 



y Google 



106 






: cotist. ; 



„Zwtii eoaxiale, projectivische Ebenenbüschol bositzr 
zwei reelle, imaginäre oder zusainmenfalleude Doppelehoi 
selbst entsprechende Ebenen)," 

Wenn man die beiden Ebenenbüschel mit einer Ebene üj schneidet, 
welche auf der gemeinschaftlichen Axe senkrecht steht, so ent- 
stehen zwei concen tri seh -projectivische Strahlenbüschel, in denen der 
von irgend zwei Strahlen gebildete Winkel zugleich der von den 
durch sie hindurchgehenden Ebenen gebildete Winkel ist. Hieraus 
folgt, dass die über Winkelrelationen .bei projectivisclien, conlocalen 
Strahlenbüscheln bewiesenen Sätze sofort auch für conloeale Ebenen- 
büschel Geltung haben. Wenn also a eine von den zwei Doppel- 
ebenen ist, und wenn die beiden Doppelebenen auf einander senk- 
recht stehen, so ist „ 

ig a'c; " 

und wenn die beiden Doppelebetien in a zusammenfallen, so ist 
cotg a^ ■ — cotg a%' =^ const. 
Die letzten Ergebnisse ziisammengefasst, liefern das allgemeine 
Theorem: 

„Zwei conloeale projectivische Gebilde besitzen immer zwei 
reelle, imaginäre oder zusammenfallende Doppelelemente. Zwei ent- 
sprechende Elemente der beiden Gebilde bestimmen mit den beiden 
Doppelelementen ein Doppelverhältniss von constantem Werthe. Wenn 
man aus den zwei conlocalen, projectivischen Gebilden durch die 
Operation des Schneidens oder des Projicireus zwei neue Gebilde 
ableitet, so erhält man abermals zwei conloeale projectivische Gebilde, 
deren entsprechende Elemente die Schnitte, respective Scheine ent- 
sprechender Elemente und deren 
Doppelelemente die Schnitte, 
respective Scheine der Doppel- 
elemente der beiden ursprüng- 
lichen Gebilde sind." 

57. Constvuction der 
Doppelelemente conlocaler 
projeetivischer Gebilde. 

a) Sti-ahlenbüschel. Es sei 
ss' der gemeinschaftliche Schei- 
tel der beiden concentrischen, 
projectivischen Strahlenbüschel (Fig. 35), deren Beziehung durch 
Angabe oder Annahme der drei Strahlenpaare AÄ', BB', CC be- 
stimmt sein möge. Ferner seien XX', YY' zwei weitere beliebige 
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Paare entsprechender Strahlen der "beiden Büschel. Man erhält 
eine einfache Methode der VervoUständigung beider Büschel, wenn 
man die in Art. 47 entwickelte Transposition derselben zur Ver- 
wendung bringt. Ein beliebiger, durch den gemeinschaftlichen 
Scheitel ss hindurchgehender Kreis K möge von den Strahlen AA', 
BB\ CC, XX' , YT ... in den Punkten au', hh', cc', xx\ yy' . . . 
geschnitten werden; dann kann man das Büschel a (respective 
s) mittelst des Kreises sofort in eine neue Lage bringen, wenn man 
seinen neuen Scheitel (s) (respective (s')) beliebig auf der Peripherie 
von K annimmt, und mit den Punkten a,h,c,x,y... (i'espective a, 
b', c', x', y' ■ ■ .) verbindet, wodurch man die neuen Lagen der Strahlen 
A, B . . . (respective A', B' . . .) erhält (vergleiche Art. 47), 

Wir wollen beide Büschel einer solchen Lagen Veränderung 
untei-werfen und die neuen Scheitel (s), («') insbesondere so wählen, 
dass die beiden Büschel in der neuen Lage gleich perspectivisch 
werden. Dazu genügt, die von zwei einander entsprechenden Strahlen 
auf dem festen Kreise K bestimmten zwei Punkte wechselweise als 
Scheitel («), (s') für die neuen Büschellagen anzunehmen. Es möge 
also (s) nach x und {s') nach x verlegt werden ; die Strahlen A, B, 
0, X, Y... kommen in die neuen Lagen (7)ffl = {A), (s)6 = {B), 
(s)c = (C), {s)x = (X), (s)y = {¥)... und die entsprechenden 
Strahlen A', R, C,X',T . . . kommen in die neuen Lagen (s')a = (A'), 

{,y = (£■), (•>■ = (C), (.'K = m, (.'y = (Y~)... 

Nun sind aber in der neuen Lage die beiden Büschel in der 
That perspectivisch, nachdem der beiden Büscheln gemeinschaft- 
liche Strahl (s)(s') oder xx' zugleich (X), als auch {X') ist und sich 
daher selbst entspricht. Die Schnittpunkte der Strahlenpaare {Ä){A'), 
{B){B), (C)(C), (Y)(Y') . . . werden somit die perspectivische Äxe 
S der beiden Büschel erfüllen, welche Gerade nun zur Vervoll- 
ständigung der beiden Büschel in der neuen perspecti vis eben Lage 
und dadurch auch in der ursprünglichen, concentrischen Lage ver- 
wendet werden kann. Verbindet man nämlich einen beliebigen Punkt 4 
von S mit (s) und (a'), so erhält man zwei entsprechende Strahlen 
(Z){2^) der perspeetiviscben Büschel, welche K in zwei Punkten s, s 
schneiden, die, mit s, s' verbanden, die zwei einander projectivisch 
entsprechenden Strahlen Z, Z der concentrischen Büschel liefern. 

Die Gerade 8 wird den Kreis K entweder in zwei reellen 
Punkten £, 's sehneiden, oder sie wird ihn berühren (dann liegen e, ip 
unendlich nahe beisammen auf der Peripherie von K), oder abei' sie 
wird mit K keinen reellen Punkt gemeinschaftlich haben; im letzten 
Falle wollen wir, dem Gebrauche der analytischen Geometrie 
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sagen, dass die Gerade 8 mit dem Kreise zwei imaginäre Punkte £, f 
gemeinschaftiieh hat. Die Geraden, welche (s)(s') mit einem dieser 
Punkte, z.B. mit s verbinden*), sind auch zwei einander entsprechende 
Strahlen (_E)(E^ der beiden perspeetivisehen Büschel (s)(s'), und wenn 
man die Schnittpunkte e, e' dieser Strahlen und des Kreises K mit 
s, s' verbindet, so erhält man zwei einander entsprechende Strahlen 
E, K der beiden concentrischen Büschel. Nun fallen jedoch die Punkte 
e, e' mit e zusammen, und folgHch fallen auch die Strahlen E, E 
in der Verbindungslinie des Punktes ss' mit dem Punkte ee' zu- 
sammen, d. h. der Strahl EE der concentrischen Büschel ss, welcher 
nach dem Schnittpunkte ee' der Geraden S und des Kreises gerichtet 
ist, ist ein Doppelstrabi der beiden Büschel; ebenso ist der Strahl 
FF, welcher ss' mit dem zweiten Schnittpunkte ^ oder/^' der Geraden 
8 und des Kreises K verbindet, ein Doppelstrahl der beiden Büschel 
ss'. Man erhält somit die Doppelstrahlen der beiden concentrischen, 
projectivischen Büschel als jene Strahlen, welche durch die Schnitt- 
punkte des Kreises K mit der Geraden S hindurchgehen. Zugleich 
ist, weil B den Kreis K in zwei reellen, zusammenfallenden oder ima- 
ginären Punkten schneidet, hiermit wieder nachgewiesen, dass zwei 
eoncentrische projeetivische Büschel immer zwei reelle, zusammen- 
fallende oder imaginäre Doppelstrahlen besitzen, Reei sind die Doppel- 
strahlen, wenn S den Kreis K in reellen Punkten schneidet, imaginär 
sind sie, wenn S ganz ausserhalb K liegt, und sie fallen zusammen, 
wenn 8 eine Tangente des Kreises K ist. 

Zar Bestimmung der GeradenÄhaben wir eineEeihe von Punkten 
erhalten, nämlich die Schnittpunkte der Strablenpaare {A) {A'), (B) (N), 
(C}(C), (T)(Y); das letzte Strahlenpaar, dessen Schnittpunkt auch 
auf S liegt, ist offenbar das Geradenpaar wy', x'y, und da S die Ver- 
bii) dungsgerade der beiden Punkte =, nj ist, so haben wir den folgenden 
wichtigen Satz: 

„Wenn E, F die beiden Doppelstrahlen und XX', YT irgend 
zwei Paare entsprechender Strahlen zweier concentrisch-projeetivischer 
Strahl enbüsch ei sind^ und wenn irgend ein durch den gemeinschaft- 
lichen Büschelscheitel hindurchgehender Kreis von diesen Strahlen 
der Reihe nach in den Punkten s, 9, x, x', y, y geschnitten wird, so 
liegt der Schnittpunkt der beiden weehaelweisen Verbindungslinien 
xy', x'y auf der Geraden e^." 

Hiermit ist ein einfaches und symmetrisch anwendbares Mittel 
gegeben, zur Gonstruction der beiden Doppelstrahlen zweier con- 

*) Beatiglieh der Punkte e, :p vervollständige sinli der Leser dio Fig. 35. 
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ceutriseh-projectivisclier Büschel, deren Beziehung durch drei Strahleii- 
paare AÄ, BB', CG' gegeben ist. Man lege durch den Büschelseh eitel 
einen beliebigen Ki-eis K, welcher die Strahlen der Reihe nach in den 
Punkten ad, bb', cc' schneiden wird; die drei Paare wechselweiser 
Verbindungslinien dieser Punkte, nämlich: ab', a'b; ho', ö'c; ca',ca 
liefern drei Schnittpunkte, welche aaf einer Geraden S liegen müssen. 
Diese Gerade trifft K in zwei Punkten s, a, die, mit dem Biischel- 
seheitel verbunden, die beiden gesuchten Doppelstrahlen E, F liefern. 

Zugleich ist eine Methode zur Vervollständigung der beiden 
Büschel gegeben ; denn zwei entsprechende Strahlen X, X' müssen K 
in zwei solchen Punkten x'x treffen, dase sich die Geraden a'x und 
ax in einem Punkte a von S schneiden. Ebenso müssen sich b'x und 
hx' oder c'x und ex, aligemein yx' und y'x in einem Punkte von S 
durchschneiden. Um also zu X z. B. den entsprechenden Strahl ■iw 
finden, hat man den Punkt Xj welchen X auf K bestimmt, mit irgend 
einem aceentuirten Punkte von K, z. B. mit a' zu verbinden; diese 
Gerade xa' trifft S in einem Punkte a, welcher mit dem entsprechen- 
den nicht accentuirten Punkte, also hier mit a zu verbinden ist, 
wodurch eine Gerade entsteht, welche K in x' trifft; der durch x' 
gehende Strahl X' ist der gesuchte. Ebenso leitet man X aus X' ab. 

Je nachdem die Gerade 8 den Kreis K ti-ifft oder nicht schneidet, 
sind die Doppelsti-alilen E, F reell oder imaginär; berühren sich 
K und 8, so fallen beide Doppelstrahlen E, F zusammen und selbst- 
verständlich in jenen Strahl welcher durch den Berührungspunkt 
der Tangente B hinduichgtht 

Anmerknn^. Durch lie vtrhergeUndPi r tra It g t gl h S 
über beliebige seulis Pnnltte eines Kreises mitl w 11 pSt au h 

für allgemeine CuiTen aweiter Ordnung als le Sat P Ibgüdtfid 

werden. Da die sechs Stralilen ÄA BB €<' i. tri 1 Bü h 1 h 1 b g 

gewählt werden könnon, so kann man offenbar auh tdnK K daf hm 

die aeeha Punkt* a, a, b, h', c, c , sowie den g ro nsd ttJ b n Bü h la h tel 
beliebig wählen, und es werden (für jade Lage ifd K p phii)d 

drei Scbnittpiinkte der Qeradenpaare ah', o'fi; ? b auf d 1 

selben Goraden 8 liegen. Wir haben somit den Satz: 

,, Wählt man auf der Peripherie eines Kreises drei beliebige 
Punktepaare ad, bb' , cc', so liegen die drei Schnittpunkte der drei 
Geradenpaare ab', dh; bc', 6'c; cd, c'a auf einer und derselben Ge- 
raden S." 

Man kann denselben Satz auch in der folgenden form aus- 
sprechen : 

„Wenn die sechs Ecken eines einfachen Sechseckes auf der 
Peripherie eines Kreises Hegen (d. h. wenn dasselbe dem Kreise ein- 
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geschrieben ist), so Schneider sich die drei Gegen seilen paare deti Sechs- 
eckes in drei Punkton, welche aaf einerund dei-selben Geraden liegen." 
Sind nämlich 1, 2, 3, 4, 5, 6 die sechs Ecken eines dem Kreise 
K eingeschriebenen einfachen Sechseckes, so sind 12 und 45 zwei 
Gegenseiten, 23 und 56 ebenfalls, und schlieaslieh auch 34 und 61. 
Die Richtigkeit des obigen Satzes erkennt man aus dem vorher- 
gehenden Satze einfach, indem man die Punkte 1, 2, 3, 4, 5, 6 der 
Reihe nach als die Punkte a, h', c, a', h, c' betrachtet. 

b) Punktreihen und Ebenenbüschel. Wenn auf einer ge- 
meinschaftlichen Axe {00') zwei projectivische Puuktreihen durch 
di-ei Paar entsprechender Punkte aa', Ih', ca gegeben sind und man 
soll ihre Doppelpunkte construiren, so kann man die Aufgabe auf 
coneentrieche Strahlenbüschel zurückführen. Projicirt man die beiden 
Punktreihen aus einem beliebigen Punkte s, so erhält man zwei con- 
centrische, projectivische Strahlen büschel, in denen sa, s«'; nh, sb'\ 
sc, sc' als drei Paar entsprechender Strahlen ÄÄ, BB', CC auf- 
treten. Bestimmt man nun die beiden Doppel strahlen E, F mittelst 
des Hilfakreisea K in der oben angegebenen Weise, ao werden diese 
die Axe (00') in den beiden sich selbst entsprechenden Punkten e,f, 
d. h. in den Doppelpunkten der beiden conlocalen Reihen achneiden. 
Hat man ferner zwei projectivische coaxiale Ebenenbüschel, 
gegeben durch drei Ebenenpaare aa', ßß', f/ ^^^ schneidet man 
dieselben mit einer beliebigen Transveraalebene, so erhält man drei 
Strahlenpaare AA', BB', CC der concentrischen, projectivischen 
Strahlenbüschel, welche als Schnitt der Ebenenbüschel entstehen. 
Die durch die Doppelstrahlen E, F der Strahlen büschel hindurch- 
gehenden Ebenen der Efaenenbüschel sind die Doppelelemente der- 
selben (vergleiche den Schiuss 
von Art. 56). 

58. Zwei congruente Strahlen- 
büachel sind, wie in Art. 46 dar- 
;ethan worden ist, vollkommen 
beatimmt, wenn man ein Paar ent- 
sprechender Strahlen AA' kennt 
und überdiess weiss, ob die beiden 
ichel gleich- oder ungleich- 
stimmig sind. 
Ungleichstimmig congruente, conlocale Strahlen- 
büschel, Haben die beiden ungleich stimm ig congraenten Büschel 
einen gemeinschaftlichen Scheitel s (beide in derselben Ebene liegend) 
(Fig. 36), und sind Ä, A' zwei entsprechende Strahlen, so erhält 
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man zu einem Sti'ahle X den entsprechenden, wenn man den Winkel 
AX von A' ans in entgegengesetztem Sinne aufträgt, ä. h. / A'X' 
^ — / AX macht. Hieraus folgt sofort, dass die Halbirungsstrahlen 
E, F des Winkels AA', welche zugleich Halbirungsstrahlen aller 
Winkel XX' sind, die sich selbst entsprechenden Strahlen oder also 
die Doppels trahien der beiden conceiitvischen Büschel darstellen: 

„Die von den entsprechenden Strahlen zweier conlocalei-, un- 
gleichstimmig-congraenter Büschel gebildeten Winkel haben zwei 
gemeinschaftliche HaJbii-ungsstrahlen, welche zugleich als Doppel- 
strahlen der beiden Büschel auftreten." 

Die beiden Büschel haben überdies auch eine andere bemerkens- 
wcrthc Eigenschaft. Betrachtet man nämlich den Strahl X' als zum 
ersten Büschel gehörig und hezeichnet man ihn demgemäss etwa 
mit Y, so wird man den entsprechenden Y' finden, wenn man wieder 
/_A'F = --/_AY macht; da nun auch /_AX' = —l_A'X oder 
aiso /_AY :=. — / A!X, so fiiilt Y' mit X zusammen. Es entspricht 
somit dem Strahle X, oh man ihn zu dem einen oder au dem anderen 
Büschel rechnet, immer der Strahl X' . 

„Die einander entsprechenden Strahlen conlocaler, ungleich- 
stimmig- congrn enter StrahlenbüBchel entsprechen sich vei'tauschungs- 
fähig, d. h. irgend einem Strahle entspricht, ob mau ihn zu dem 
einen oder dem andern Büschel rechnet, immer ein einziger Strahl." 

b) Grieichstimmig-congruente, conlocale Strahlen- 
büschel. Sind die beiden conloealen Strahlenbüschel gleichstimmig 
congruent, so erhält man den dem 
Strahle X entsprechenden Strahl Z', *^'S' ■"' 

wenn man den Winkel ÄX von Ä 
aus in gleichem Sinne aufträgt 
(Fig. 37), also l_J^X' = ^AX 
macht. Es wird offenbar / XX' = 
/ AA' sein, d. h. : Der von zwei 
entsprechenden Strahlen gleich - 
stimmig- congruenter conlocaler Bü- 
schel gebildete Winkel hat einen constanten Werth." Man wird somit 
die verschiedenen Paare einander entsprechender Strahlen XX' er- 
halten, wenn man den constanten Winkel AÄ ura den Scheitel s 
herumdreht. 

„Zwei gleichstimmig-congruente conlocale Strahlenbüschel ent- 
stehen durch Drehmig eines Winkels von constantem Wej-the um 
dessen Seheitel." Die Schenkel jeder Lage des Winkels sind zwei 
entsprechende Strahlen der beiden Büschel. 
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Zu dem Strahle S', welcher dem X entspricht, gelangt man 
auch durch Auftragen des Winkels AA' von X im selben Sinne; 
wenn man den Strahl X' zum ersten Büschel rechnet und mit Y 
bezeichnet, so erhält man den ihm entsprechenden Strahl I", wenn 
man den coiiatanten Winkel AA' von X' aus in demselben Smne 
aufträgt. Es wird Y' im Allgemeinen ein von X verschiedener Strahl 
sein, 90 dase jedem Strahle {X'Y), je nachdem man ihn zu dem 
einen oder dem andern Büschel rechnet, zwei von einander ver- 
schiedene Strahlen XY' entsprechen, welche mit {X'Y) zu beiden 
Seiten den Winkel AA' einschliessen. Nur in dem Falle, dass der 
constante Winkelwerth AA' z= 90" wird, fällt X mit Y' zusammen, 
da beide Strahlen auf dem Strahle (X'Y) senkrecht stehen müssen; 
wir erhalten hier wieder zwei conlocale Büschel mit vertanschungs- 
fahig entsprechenden Strahlen, ein Fall, den wir später ausführlicher 
werden betrachten müssen. 

„Durch Drehung eines rechten Winkels um seinen Scheitel 
in seiner Ebene entstehen zwei conlocale, gleichstimmig-congmente 
Büschel, deren Strahlen sich vertauschungsfahig entsprechen; d. h. 
jedem Strahle entspricht, ob man ihn zu dem einen oder dem andern 
Büschel rechnet, immer dei'selbe (auf ihm senkrecht stehende) Strahl." 

59. Die Doppelsti-ahlen conloealer, gleichst! mmig-congruenter 
Büschel müssen imaginär sein, da jeder Strahl mit dem ihm ent- 
sprechenden einen constanten Winkel <^ einschliesst, und es daher 
für keinen reellen Strahl geschehen kann, dass er mit dem ihm 
entsprechenden ziusammenfalle ; nur für <l ^^ o oder i r= 180 (all- 
gemein für i}/ =: d= K 180) wird jeder Strahl mit dem ihm ent- 
sprechenden zusammenfallen und die beiden Büschel sind identisch. 

Construirt man an zwei verschiedenen Scheiteln s, s^ derselben 
Ebene (oder in zwei parallelen Ebenen) conlocale gleiehetimmig 
congrnente Strahlen büschel, welche demselben Werthe des constan- 
ten Winkels iL entsprechen, so wird offenbar je ein Strahlenpaar 
der Büschel s parallel sein zu einem Strahlenpaar der Büschel s,. 
Denn sind X, X' zwei entsprechende Strahlen der Büschel s, d. h. 
zwei Strahlen, welche den Winkel <b einschliessen, so werden die 
durch S| zu ihnen parallel gezogenen Strahlen X,, X\ denselben Winkel 
* mit einander bilden, also in der That auch zwei entsprechende 
Strahlen der Büschel s, sein. Es werden somit die durch s^ zu den 
sich selbst entsprechenden (imaginären) Strahlen E, F der Büschel 
8 parallel gezogenen (imaginären) Geraden E,, F, die sich selbst 
entsprechenden Strahlen der Büschel s^ sein. Die Doppelstrahlen 
der beiden Büschelpaare sind also paarweise parallel: E,\\E, F,\\F. 
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Oder: „Wenn man zwei g^leiche Winkel (beide gleicli (j;) in einer 
und derselben Ebene (oder in zwei parallelen Ebenen) um ihre 
Scheitel rotiren läset, so besehreiben ihre Schenkelpaare conlocale, 
gleich stimmig-congrueiite Büsehelpaare, und es ist der unendlich weite 
Punkt eines jeden (imaginären) Doppelstrahles des einen Böschel- 
paares zugleich der unendlich weite Punkt eines der (imaginären) 
Doppelstrahlen des andern Büschelpaares." 

Um die Doppel strahlen conlocäler, gleicbstimmig-congruenter 
Strahlenhüschel direct auch als imaginäre Strahlen zu erkennen, 
brauchen wir nur die allgemeine Bestimmungsmethode der Doppel- 
strahien auf diesen speeieilen Fall anzuwenden. Durch den gemein- 
schaftlichen Scheitel s legen wir einen beliebigen Kreis K, welcher 
die zwei beliebigen Paare entsprechender Strahlen XX', YY' in den 
Punkten xx', yy' schneiden möge. Für die Gerade 8, durch deren 
Schnittpunkte mit dem Kreise die Doppelstrahlen hindurchgehen, 
erhalten wir den Punkt, in welchem sich xy und x'y schneiden. Da 
nun / xsx' ^^ /_y»y' = '1'*), so ist auch Bogen xx' gleich dem 
Bogen yy', und daher ist xy' parallel zu x'y, und der Schnitt- 
punkt beider Geraden fallt auf die unendlich weite Gerade der 
Ebene der beiden Büschel, und zwar geschieht dies für irgend 
zwei Paar entsprechender Strahlen XX', YY'. Es ist somit S die 
unendlich weite Gerade der Ebene der beiden Biisehel und die 
Doppelstrahlen derselben haben wir somit als jene Geraden E, F 
zu betrachten, welche den Scheitel s mit den beiden (selbstver- 
ständlich imaginären) Schnittpunkten s, tp der unendlich weiten 
Geraden S und des Kreises K verbinden. Denkt man sieh an 
demselben Scheitel s und unter Benützung desselben Kreises K 
verschiedene coniocale gleichstiramig congrucnte Büschel, wie sie 
den sämmtlichen verschiedenen Werthen des Winkels i{i entsprechen, 
so wird die Gerade S unverändert, die unendlich weite Gerade 
bleiben und wir haben somit die Punkte e, ip und demgemäss 
auch die Doppelstrahlen E, F sis fest und unveränderlich, von dem 
Werthe des Winkels <^ unabhängig zu betrachten. Es haben somit 
alle die congruent- gl eich stimm igen Büschelpaare am Scheitel s, welche 
den verschiedenen Werthen von '^ entsprechen, zwei gemeinschaft- 
liche (imaginäre) Doppel strahlen, und da die Doppel strahlen für 
verschiedene Lagen des Scheitels s in derselben Ebene (oder in 
parallelen Ebenen) nach dem letzten Satze parallel bleiben, so haben 
wir den Satz: 
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„Die beiden (imaginären) Doppelstralilen £, .J' der sämmtliciieo 
in einer und derselben Ebene (oder in parallelen Ebenen) befind- 
lichen conlocalen congruent-gleichstimmigen Büschel haben zwei 
feste unveränderliche (imaginäre) Richtungen , d. h. sie gehen alle 
durch zwei feste (imaginäre) unendhch weite Punkte £, (f." 

60. Die unendlich weiten imaginären Kreispunkte. Wir 
haben im Vorhergehenden die unendlich weiten Punkte t, f der 
Doppelatrahlen concentrischer Strahlenbüschel s als die Schnittpunkte 
der unendlich weiten Geraden S mit (irgend) einem durch den 
Scheitel s hindurchgehenden Kreise kennen gelernt. Nachdem nun 
diese zwei Punkte ä, ? dem letzten Satze gemäss für alle in der 
Ebene (oder in parallelen Ebenen) enthaltenen coneentri sehen gleich- 
stimm ig- congruenten Strahlenbüschel fest bleiben, so sind wir genöthigt, 
die (imaginären) unendlich weiten Punkte aller Kreise, welche in 
einer Ebene (oder in parallelen Ebenen) liegen, als dieselben zwei 
festen Punkte e, f zu betrachten. In der That kann man, wenn ein 
beliebiger Kreis K in der Ebene verzeichnet ist, einen beliebigen 
Punkt auf dessen Peripherie als gemeinschaftlichen Scheitel zweie:- 
gleiehstiramig-congi-uenter Strahlenbüschei mit beliebigem Winkel (Ji 
annehmen und es werden die unendlich weiten Punkte der Doppel- 
strahlen E, F der beiden Büschel als die Schnittpunkte s, ip des 
Kreises K mit der unendlich weiten Geraden 8 der Ebene der 
Büschel auftreten, wenn man eich die Bestimmung der Doppel strahlen 
mittelst des Kreises K durchgeführt denkt. 

Wird sind so zu dem folgenden wichtigen Satze gelangt: 

„Alle Kreise, welche in einer Ebene (oder in parallelen Ebenen) 
liegen, schneiden die unendlich weite Gerade dieser Ebene (dieser 
Ebenen) in denselben zwei festen imaginären Punkten. Diese beiden 
Punkte sind die unendlich weiten Punkte der Doppelstrahlen aller 
in der Ebene (in den Ebenen) liegenden concentrischen gleichstimmig- 
congruenten Strahlenbüschei." 

Diese beiden, auf der \uiendlich weiten Geraden auftretenden 
Punkte, welche allen Kreisen der betreffenden Ebene (Ebenen) ge- 
meinschaftlich sind, und welche für die Geometrie von grosser 
Wichtigkeit sind, nennt man die beiden „imaginären unendlich 
weiten Kreispunkte". 

Denkt man sieh um jeden Punkt einer Ebene als Scheitel 
einen Winkel von constantem Werthe il herumgedreht, so entstehen 
concentrische gleiehstimmig-congruente Büschel, deren Doppelstrahlen 
E, F durch die imaginären unendlich weiten Kreiapunkte s, o der 
Ebene hindurchgehen. 



y Google 



Coalocale projecüvibciie G8l>iiao; Doppolclcnicote. 115 

Die beiden Schenkel X, X' des Winkels -^ in irgend einer 
Lage sind zwei entsprechende Strahlen der beiden Büschel und es 
ist nach Art. 51 das Doppelverhältnias (ßFXX") constant. Wenn 
man die unendlich weiten Punkte der Strahlen XX' mit xx bezeich- 
net, so ist (EFXX') = (zfxx') und daher ist anch (etpaKc') = con- 
stant. Wenn also y, y die unendlich weiten Punkte der Schenkel Y, Y' 
des Winkels •^ in irgend einer anderen Lage sind, so wird {^yy') ^ 
[ttfxx'), d. h, : „Die unendUch weiten Punkte der Schenkel aller 
Winkel einer Ebene (oder parallelen Ebenen), welche denselben 
Werth 'I' besitzen, bestimmen mit den unendlich weiten imaginären 
Kreispunkten dieser Ebene (Ebenen) ein Doppelverhältnias von 
constantem Wei-the". 

61. Es sei s der Seheitel der Leiden conlocalen gleichstimmig- 
congruenten Büschel, X, X' zwei entsprechende Strahlen und ^ der 
von ihnen gebildete constante Winkel; ^, ^' seien die vei'ändedichen 
Winkel, welche die Strahlen X, X' mit irgend einer in der Ebene 
der Büschel etwa durch deren Scheitel gezogenen festen Axe bilden, 
dann ist 

^ — 5' ^ (1> ^ const. 



Hieraus folgt 
oder: 



tg (? - ?') = ig ^ 
tgl — tg'^^tg'h (1 + tgUg^). 

Dies ist die Relation zwischen den goniometrischen Tangenton der 
Winkel, welche zwei entsprechende Strahlen mit der festen Axe 
bilden. Die Doppelstrahlen, d. h. die sich selbst entsprechenden 
Strahlen erhalten wir, wenn wir in der letzten Gleichung tg'^ ^ tg^ 
setzen ; dies gibt: 

= tg>h (1 + tg-'^q) 
oder: 

1 + tg^l = o 
somit : 

tg^ = ± V"-"l = ± (. 
Die beiden Doppeiatrahlen bilden somit mit der festen Axe 
(d. h. mit jeder Geraden der Ebene) Winkel, deren goniometrische 
Tangente + *, respective — i ist. Nennen wir die Doppelstrahlen 
E, F und ihre mit der festen Axe gebildeten Winkel s, ^ so ist 
tgt = + i, tg<f = — i. Zwei entsprechende Strahlen X, X' bilden 
mit den beiden Doppeiatrahlen F, F ein Doppclverhältnise , dessen 
Werth S sein möge, d. h. : 

S = (EFXX') 
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1+1(34 cos^ + ismi^ e + ''^ 


oder .oMie!»licli : 
und liierauB: 


1— ti^^ oosil — isin^ e-'^ 

1 h<i not (EFXX') 
= * = - i0S„„l 8 = ^^ i^ i. 



„Woiiii zwei Strahlen den Winkel i|i einschliesson, ao bestimmen 
sie mit den aus ihrem Schnittpunkte nach den unendlich weiten 
imaginären Kreispunkten gehenden Strahlen ein Doppelverhältnias, 
dessen Werth gleich e"'"^'''' ist." 

Mit Rücksicht auf die Schlussbetrachtungen des vorhergehenden 
Artikels kann man denselben Satz auch folgend erma^sen aussprechen: 

,,Die unendlich weiten Punkte der Schenkel eines Winkels <]/ 
bestimmen mit den beiden imaginären unendlich weiten Kreiapunkten 
der Winkelebene ein Doppelverhältniss, dessen Werth e*^^'^ ist." 

Bringt man S in die Form: 

- _ 1 + i (^ iIj _ cot(i -jj + i 
1 — itg'^ cotg <\ ■ — i 

so ergibt sieb für i/ = 90" oder cotg-b ■= 0: 
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Wenn also X' ± X, so sind die vier Strahlen E, F, X, X' har- 
monisch: 

„Zwei aufeinandei'. senlu'echtstehende Strahlen sind harmonisch 
conjugirt in Bezug auf die beiden imaginären Strahlen, welche aus 
ihrem Schnittpunkte nach den imaginären unendlich weiten Kreis- 
punkten ihrer Ebene gerichtet sind; oder: die unendlich weiten 
Punkte der Schenkel eines rechten Winkels sind harmonisch con- 
jngirt, bezüglich der unendlich weiten imaginären Kz'eiapunkte der 
Winkelebene." 

Hiedureh ist die Construction auf einander senkrechter Strahlen 
als ein epecieller Fall der Construction harmonischer Elemente 
charakterisirt. 

62. Der unendlich weite imaginäre Kugelkreis. Jede 
in der unendlich weiten Ebene liegende Gerade S ist Axe eines 
Parallelebenenbüachels und die sämmtlichen in den Ebenen dieses 
Büschels liegenden Ki'cise schneiden iS in denselben zwei imaginären 
Kreispunkten, welche allen den Ebenen des Büschels gemeinschaft- 
lich sind. Es enthält somit jede unendlich weite Gerade zwei und 
nur zwei imaginäre Kreispunkte. 

Betrachtet man gleichzeitig mit dem Parallelebenenbüschel, 
dessen Axe die unendlich weite Gerade 8 ist, die sämmtlichen 
Kugelflächen des Raumes, so schneiden diese die Ebenen jenes 
Büschels in den sämmtlichen diesen Ebenen angehörigen Kreisen. 
Die letzteren, welche auf den Kugelflächen liegen, werden alle von 
S in denselben zwei imaginären Punkten getroffen, welche somit 
auch die Schnittpunkte von S mit den sämmtlichen Kugelflächen 
des Baumes sein werden. 

„Es wird also jede unendlich weite Gerade von den sämmt- 
lichen Kugelflächen des Raumes in demselben zwei imaginären 
(Kreis-) Punkten geschnitten." 

Diese Schnittpunkte gehören aber offenbar gleichzeitig allen 
Kugelflächen des Raumes und der unendlich weiten Ebene an, es 
sind folglich Punkte der (imaginären) Schnittcurven der Kugelflächen 
mit der unendlich weiten Ebene, und alle diese Schnittcurven müssen 
in eine einzige zusammenfallen (identisch sein), weil auf jeder 
beliebigen unendlich weiten geraden dieselben zwei Punkte allen 
Kugelflächen gemeinschaftlich sind. Wir sind folglich gezwungen 
„die sämmtlichen Kugelflächen des Raumes als Flächen zu betrachten, 
welche die unendlich weite Ebene in einer und derselben (imagi- 
nären) Curve durchschneiden." 
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Nachdem man den ebenen Schnitt einer Kugelfläehe als Kreis 
bezeichnet, so wollen wir dieselbe Bezciehnnng aueli auf den Fall 
ausdehnen, wenn die Ebene mit der Kugelfläehe keine reellen 
Punkte gemeinschaftlich hat. Jede Ebene wird also eine Kugelfläehe, 
in einem Kreise durchschneiden {mit ihr einen Kreis gemeinschaftlich 
haben), welcher entweder reell oder imaginär ist. Den Uebergangs- 
fall bilden die BerilhrcmgsebeQen der Kugelfläche, welche mit ihr 
nur einen einzigen Punkt (einen Kreis von unendlich kleinem Radius) 
gemeinschaftlich haben. Wir werden also auch die gemeinschaft- 
liche Carve aller Kugelflächen mit der unendlich weiten Ebene als 
Kreis bezeichnen und zwar nennt man diese Gurve den „unend- 
lich weiten imaginären Kreis" oder den „unendlich weiten 
Kugelkreis." 

„Alle Kugelflächen des Ramus schneiden die unendlich weite 
Ebene in einem und demselben imaginären Kredse." 

Es gibt somit in der unendlich weiten. Ebene einen einzigen 
(imaginären) Kreis durch welchen alle Kugelfiächen hindurchgehen 
und welcher somit als Schnittlinie aller Kugelflächen auftritt, (Je 
zwei Kugelfiächen schneiden sich ausserdem in einem zweiten reellen 
oder imaginären Kreise, weicher in ihrer Chordalebene gelegen ist.) 

„Der in der unendlich weiten Ebene gelegene imaginäre Kugel- 
kreis enthält die imaginären Kreispunkte, welche auf den einzelnen 
unendlich weiten Ueraden gelegen sind, so zwar, dass man die auf 
einer unendlich weiten Geraden gelegenen imaginären Kreispunkte 
betrachten kann, als die Schnittpunkte dieser Geraden mit dem 
unendlich weiten Kugelkreise. " 

Dies folgt unmittelbar aus dem Vorangehenden. Ebenso erkennt 
man : „dass die imaginären unendlich weiten Kreispunkte einer 
Ebene nichts anderes sind als ihre beiden Schnittpunkte mit dem 
unendlich weiten Kugelkreise." 

Die Bedeutung des unendlich weiten Kreises für die Geometrie 
des Raumes werden wir erst später erkennen. 

63. Projectivische Eigenschaften des Kreises, Wir haben 
schon früher (in Art. 46) gezeigt, dass man mittelst eines Kreises 
K unendlich viele gleichstimmig-congruente Strahlenbüschel her- 
stellen könne; projicirt man nämlich die einzelnen Punkte der 
Peripherie aus zwei beliebigen festen Punkten derselben, so erhält man 
der Gleichheit der Pcriphcriewinkel wegen entsprechende Strahlen 
zweier gleichstimraig- congruenter Büschel und wir haben weiter 
gesehen wie vortheilhaft man diese Thatsache zur Vervollständigung 
concentrischer-projectivischer Strahlenbuschei, insbesondere aber zur 
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Cojistruction ihrer Doppeletrahlen verwenden könne. Wenn wir 
momentan von der Congrueoz der beiden Büschel, deren Scheitel 
auf der Peripherie liegen und deren entsprechende Strahlen eich in 
Punkten der Peripherie schneiden, absehen, so stehen wir vor der 
so vorthßilhaft verwendbaren Thatsache, dass sich die Peripherie- 
punkte aus zweien von ihnen in entsprechenden Strahlen projecti- 
vischer Büschel projiciren, und es 
entsteht die Frage, ob eine ahn- ^' 

liehe Relation nicht auch für die 
Tangenten des Kreises giltig ist 
und sich eventuell zur Vervollstän- 
digung conlocaler projectivischer 
Punktreihen verwenden lässt. Dem 
ist in der That so, wie im folgen- 
den gezeigt werden soll. 

Es sei (Fig. 38) K ein be- 
liebiger fester Kreis, o sein Mittel- 
punkt und 0, (0) seien zwei beliebige feste Tangenten, ^d 
eine bewegliche Tangente des Kreises, und x, (x) ihre beweglichen 
Schnittpunkte mit 0, (0). 

Es sei ^ der Schnittpunkt von und (0) und a der innere 
von diesen beiden Gteraden gebildete Winkel, ferner sei ^ der Winkel 
xo[x). Da der vom Schnittpunkte zweier Tangenten nach dem Kreis- 
mittelpunkte gezogene Strahl mit den beiden Tangenten gleiche 
Winkel einschliesst, so haben wir im Dreieck x^{x): 

« + 'iZ_ox{x) + 2/_o{x)x = 180» 
und im Dreieck xo{x) ist ebenso 

k-\-/L »K^) + /- o{x}x = 1800. 

Multiplizirt man die zweite Gleichung mit 2 und subtrahirt 
man, so ergibt sich : 

25 — aT= 180" 
oder aber 

I = ». + -•-. 

Es ist somit der Winkel i, oder aber /^ 3;o(x) constant. Wenn 
also die bewegliche Tangente X längs des Kreises hingleitet, so 
dreht sich der constante Winkel xo(x) um den Kreismittelpunkt 
und folgÜeh sind die beiden Strahlen ox, o(x) entsprechende Strahlen 
in zwei concentrischen gleich stimmig- congruenten Büscheln und da 
x,{x) die Schnittpunkte dieser Strahlen mit den festen Axen 0, (0) 
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sind, so sind x,(x) entsprechende Punkte projectivischer Punkt- 
reihen. Wir haben also den Satz: 

„Die sämmtlichen Tangenten eines Kreises bestimmen auf irgend 
zwei von denselben zwei projectjvisclie Ptmktreilien , deren ent- 
sprechende Punkte vom Kreismittelpunkte aus durch gleichstimmig- 
congmente Büschel projicirt werden." 

Sind also a{a), b{b), c(c), d(d) die Schnittpunkte, welche be- 
liebige vier Kreistangenten A, B, C, D auf zwei beliebige Kreis- 
tangenten 0, (0) bestimmen, so ist ({«)(6)(<')(d)) = iabcä). Wenn 
man mit q und (j)) die Berührungspunkte der beiden Axen 0, (0) 
mit dem Kreise bezeichnet, so ist offenbar 

/_fo{f) = l_foq — 90» —, 

und die Nebenwinkel haben den Werth 90" + ,,- j und es sind somit 

f und (^) entsprechende Punkte und ebenso, wenn man f zugleich 
mit (g) bezeichnet, sind g und (5) entsprechende Punkte der beiden 
projectiviechen Punktreihen und folglich ist die Gerade {p)3, welche 
die Berührungspunkte von 0, (0) verbindet, die Directionsaxe der 
beiden Punktreihen. 

„Dem gemeinschaftlichen Punkte der beiden Reihen entsprechen 
die Berührungspunkte ihrer Axen mit dem Kreise .ff." 

Dies sieht man auch unmittelbar ein, wenn man die beweg- 
liche Tangente einmal unendDeh nahe gegen und das andoremai 
unendlich nahe gegen (0) rUeken lässt. Im ersten Falle rückt x 
gegen g und {x) gegen (g), und im zweiten rückt (ic) gegen (p) und 
X gegen p bis zum Zusammenfallen. 

64. Den eben bewiesenen Satz kann man dazu benützen, um 
zn einer gegebenen Punktreihe auf einer beliebigen Geraden mittelst 
eines Kreises sofort eine projectivische Punktreihe herzustellen; man 
hat nur einen Kreis zu wählen, welcher die Axe der gegebenen und 
die Gerade, auf welcher die neue Punktreihe entstehen soll, berührt, 
und hat dann von den einzelnen Punkten der gegebenen Punkt- 
reihe an ihn Tangenten zu legen, so treffen sie die zweite Gerade 
in den ihnen projectivisch entsprechenden Punkten, Wir haben 
früher gezeigt, wie man die Doppelpunkte conlocaler projectivisch er 
Reihen bestimmen kann, indem man die Doppelstrahlen zweier mit 
den Reihen projectivisch er concentrischer Strahlenbüschel aufsucht 
(siehe Art. 57), und wollen nun darthun, wie man die eben bewiesene 
projectivische Tangente ue ige nschaft des Kreises zu einer directcn 
Lösung derselben Aufgabe verwenden kann. 
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Es seien (Fig. 39) auf der gemeinschaftlichen Axe 00' zwei 
projectivische Punktreihen gegeben; e, /seien die Doppelpunkte und 
xx' , */)/' irgend zwei l'aai-e entsprechender Punkte derselben. 
Ferner sei K ein die gemeinschaftliche Axe berührender, sonst 
beliebiger Kreis, und XX', YY' 
Punkten xx', yy' ge- 
legten Tangenten. Die 



die an denselben aus den 

Tis. 39- 




Punkte e, / entspre- 
chen sich als e', /' 
selbst und daher mögen 
consequenterWeise die 
aus ihnen an K ge- 
legten Tangenten mit 
£^,EF'respective be- 
zeichnet werden. Den- 
ken wir uns nun die 
Gerade X' als Axe (0) 
einer mittelst deä Krei- 
ses in der oben auseinandergesetzten Weise zur Punktreihe in 
projectivische Beziehung gesetzten Punktreihe, und ebenso X als 
Axe (0'), einer mit 0' durch K in projectivische Beziehung ge- 
setzten Punktreibe, Die aus den vier Punkten e, /, x, y, an K 
gelegten Tangenten E, F, X, Y schneiden (0) in den ihnen projec- 
tivisch entsprechenden Punkten (e), (/), {x), (y) und die aus e', f, 
x', y' an K gelegten Tangenten treffen (0') in den diesen Punkten 
projectivisch entsprechenden Punkten (e'}, (/'), (x"), (y'). Da die 
Punktreihen 0, 0' projectivisch sind, so sind auch die neuen Punkt- 
reiben (0), (0') projectivisch, aber zugleich auch perspectivisch, da 
der ihnen gemeinschaftliche Punkt (x), (x') sich selbst entspricht. 
Es müssen also die drei Geraden, welche (e), (/), (y) mit (e'), (/■), 
(t/') respeetive verbinden, durch einen und denselben Punkt hin- 
durchgehen. Nun ist f^TÖ läie Tangente EE' und (/)(/), die 
Tangente FF' und es muss daher die Gerade (t/) (y') durch den Schnitt- 
punkt von E und F hindurchgehen. Diese Gerade verbindet jedoch 
offenbar den Schnittpunkt (^') von X und Y' mit dem Schnittpunkt 
(?/) von X' und Y, und es ist somit der folgende Satz nachgewiesen ; 
„Wenn e, / die Doppelpunkte und xx, yy' irgend zwei Paare 
entsprechender Punkte conlocaler projecti vis eher Reihen sind, und 
wenn E, F, XX', YY' die aus diesen Punkten an irgend einen die 
Axe der Punktreihen berührenden Kreis gelegten Tangenten sind, 
so geht die Verbindungsgerade des Schnittpunktes von X und Y' 



y Google 



mit dem Schiiittpunkto von X' und Y durch den Schiiittpuidit von E 
und -F." 

Diesor Safca liefert ein einfaches Mittel zur Construetion der 
Doppelpunkte zweier conlocaler projecti vis eher Reihen, deren Pro- 
jectivität durch drei Paare entsprechender Punkte aa', hh', cc' auf der 
gemeinschaftlichen Axe 00' gegeben ist. Nimmt man einen beliebigen 
Kreis K an, welcher die Axe 0(7 berührt und legt ao ihn aus jenen 
drei Punktepaaren die drei Tangenten paare AA, BB', CC so hat 
man nur die drei Paare wechselweiser Schnittpunkte zu verbinden, 
nämlich den Punkt {AB) mit {A'B), (BC) mit (FC) und (CA') 
mit (CA) so erhält man drei gerade Linien, welche sich in einem 
Punkte s sehneiden müssen; die von s aus an K gelegten zwei Tan- 
genten E, F treffen die Axe 00' in den beiden Doppelpunkten e,/. 
Je nachdem s ausserhalb oder innerhalb der Kreisperipherie liegt, 
werden die Tangenten E, F und demgemäss auch die Doppelpunkte 
e, f reell oder imaginär sein. Liegt s auf K, so fallen E, F und 
i auch die beiden Doppelpunkte e, / zusammen. 

Zugleich ist ein Mittel zur Vervollständigung der beiden Punkt- 
reihen gegeben; da nämlich die Gerade, welche den Punkt (A'X) 
mit dem Punkte (AX') verbindet durch s hindurchgehen muss, so 
hat man, um zum Punkte x den entsprechenden Punkt x' zu linden, 
von X aus an K die Tangente X zu legen, den Schnittpunkt von 
A' und Z, von s aus auf A zu projiciren und aus dem erhaltenen 
Punkte an K die Tangente X' zu legen, welche 00' in dem gesuchten 
Punkte x' treffen wird. Es ist selbstverständlich, dass man statt 
AA' ebenso das Tangentenpaar BB oder CC oder überhaupt ein 
Paar von Tangenten, welche durch zwei entsprechende Punkte der 
conlocalen Eeihen hindurchgehen, benutzen kann. 

Wenn ein Kreis K und drei beliebige Paare AA', BB', CC 
seiner Tangenten gegeben sind, so kann man sie als durch drei 
Paivr entsprechender Punkte conlocaler projectiviseher Eeihen, deren 
Axe auch Tangente von K ist, hindurchgehend betrachten, da man 
eine beliebige Tangente 00' von Ä'mit jenen drei Tangentenpaaren 
zum Durchschnitt bringen und die, auf 00' entstehenden Punkte 
aa, hh' cc' als die drei Pnnktepaare der conlocalen Reihen auf OC 
beti-achten kann. Es ist demnach durch das Vorhergehende der 
Satz bewiesen: 

„Sind AA', BB CC drei beliebige Tangentenpaare eines Kreises, 
so gehen die drei Verbindungslinien ihrer wechselweisen Schnitt 
punkte durch einen und denselben Punkt s hindurch; es sind dies 
die drei Geraden: jene welche den Punkt (AB'') mit (AB), jene welche 
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(BC) mit (ß'C) und jene welche (CA') mit (CA) vorbindet." (Vergl. 
Art. 57.) Denselben Satz kann man auch folgendei'masseu aussprechen: 

„Wenn einem Kreise ein beliebiges einfaches Sechsseit um- 
schrieben ist (so dass also seine Seiten Tangenten des Kreises sind), 
so schneiden sieh die Verhindangslinien der drei Gegeneckenpaare 
in einem nnd demselben Punkte." 

Sind nämlich I, II, III, IV, V, VI die aufeinanderfolgenden Seiten 
eines dem K umschriebenen Sechsseits so besitzt das Sechsseit die 
folgenden drei Gegeneckenpaare; 

Der Schnittpunkt von / und II, und jener von JV und V; 

„ II „ in, „ „ „ F „ VI; 

„ „ „ III „ IV, „ „ „VI „ L 

Dass der ausgesprochene (letzte) Satz indentiseh ist mit dem 
bewiesenen vorletzten Satze erkennt man sofort, wenn man die Seiten 
I, II, III, IV, V, VI der Reihe nach als die Tangenten AB CA' BC 
der vorangehenden Betrachtungen ansieht. 



Eilftes Kapitel. 

Der Kreis. 

65. Doppelverhältniss von vier Punkten und vier Tan- 
genten eines Kreises. 

Sind a, h, c, d iigend vier Punkte eines Kreises K und ver- 
bindet man sie mit einem beliebigen fünften Punkte s desselben 
Kieise», so eihalt mau vier Strahlen A, B, C, D, deren Doppelver- 
hältniss [ABCD) emen nur von der Lage der vier Punkte a, h, e, d 
auf der Kreieperiphene abhängigen Wertb besitzt, dagegen von der 
Lage des Punktes s auf der Kreisperipherie ganz unabhängig ist. 
In der That sind die Winkel werthe sac, she, sad, sbd oder also <; ÄC, 
BC, AD, BD von der Lage von s unabhängig, da es Peripherie- 
winkel über den festen Bögen ac, hc, ad, bd sind; es wird also auch 
sin AC sin AD 

(ABCD) d. 1. — : von der Lage des Punktes s unab- 

nn BC stn BD 
hängig sein. Diesen von der Lage des Punktes s unabhängigen, 
einzig und allein von der Lage der vier Peripheriepunkte abhängigen 
Werth des DoppelverhältnisBes (ABCD) nennt man das Doppel- 
verhältniss der vier Punkte a, h, c, d, und bezeichnet ihn auch mit 
dem Symbol (ahcd). 
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Wenn somit A, ß, C, D die vier Strahlen sind, welche die vier 
Peripheriepunkte a, h, c, d mit einem beliebigen fünften Punkte s 
der Peripherie verbinden, so ist {ahod) = {ABCD). 

Vier Punkte der Peripherie, deren Doppeiverhältniss gleich ist 
der negativen Einheit, werden vier harmonische Punkte genannt. 
Es liefern somit vier harmonische Punkte eines Kreises mit einem 
beliebigen fünften Punkte s desselben Kreises verbunden, vier 
harmonische Strahlen. 

Es seien a, h, c, d vier hai-naonische Punkte des Kreises K, 
welche somit aus einem beliebigen Punkte s des Kreises durch vier 
harmonische Strahlen A, B, C, D und 
'^' ■ aus einem anderen Kreispunltte s' 

durch vier harmonische Strahlen A', 
B'j 6", D' projieirt werden. Lässt man 
nun s auf der Kreis peripherie unend- 
lich nahe zu a und s' unendlich nahe 
zu 5 rücken, so wird sa oder Ä die 
Kreistangente in a (Fig. 40) und s'fi 
oder E die Kreistangente in 6; ferner 
wird offenbar A' identisch mit B (weil 
beide Strahlen in ah zusammenfallen) 
und CC'y DD' schneiden sich respective 
in c und d. Da die beiden Büschel s, s' harmonisch sind, so ist: 
(ABCD) = (A'B'C'D') = — 1. 
Nun ist nach Art. 14: 

daher ist auch : 

(A'B'C'D-) = (BACD). 

Es entsprechen somit den Strahlen A', B', C, D' des Büschels s 
nach dem Gesetze der Doppelverhältnissgleichheit, d. h. Projectivität 
der Reihe nach die Strahlen A, B, C, D des Büschels s ; da jedoch 
die beiden entsprechenden Strahlen A' und B in dem gemeinechaft- 
üchen Strahle der beiden Büschel vereinigt sind, dieser gemein- 
schaftliche Strahl somit sich selbst entspricht, so sind die beiden 
Büschel perspectiv! seh und es müssen somit die Schnittpunkte der 
drei übrigen Strahleupaare B'A, CC', DD' in einer Geradon liegen. 
Wenn man den Schnittpunkt der beiden Kreistangenten B, A mit 
bezeichnet, so muss also derselbe mit den Punkten c und d in 
einer Geraden liegen. 
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„Sind a, h, c, d irgend vier harmoniaclie Punkte eines Kreises, 
so zwar, dass ah von c und d harmonisch getrennt sind, so schneiden 
sich die Tangenten von a und b in einem Punkte, welcher mit c 
und d in gerader Linie liegt. 

Da auch die Punkte c, d \on a und b hiimonisch getiennt 
werden, so muss der Schnittpunkt der Kreistangenten m c und d 
mit den beiden Punkten a und b m geiadei I mie liegen 

„Wenn also zwei Punktepaaie eines Kieises haimomsch sind, 
so geht die Verbindungslinie eines Piares dutch den bohnittpunkt 
der Tangenten des anderen Paares hindurch " 

Wenn man vier beliebige Tangenten A B C D eines Kreibes 
K mit einer beliebigen fünften Tangente U desselben Kieites zum 
Durchschnitte bringt, so entstehen %\xt letateiei viei Punkte a h c d 
deren Doppelverhältniss (ahcd) nur von der Lage der vier Tan- 
genten Ä, B, C, D, keineswegs aber von jener der Tangente ab- 
hängt, somit für alle Lagen von constanten Werth behält. In der 
That bestimmen die sämmtliehen Tangenten' eines Kreises auf irgend 
zwei von ihnen, zwei projectivische Punktreihen (Art. 63). Wenn 
man also A, B, C, D mit einer anderen ganz beliebigen Tangente 0' 
von K zum Durchschnitte bringt, so entstehen auf 0' vier Punkte 
a', b', c, iJH, welche den Punkten a, b, c, d von der Reihe nach 
projectivisch entsprechen. Es ist also {ahcd) = {a'b'e'd'), womit die 
obige Behauptung von der Un Veränderlichkeit des Wertes (abcd) 
für vier feste Tangenten A, B, C, D erwiesen ist. Diesen nur von 
der Lage der vier Kreistangcnten A, B, C, D abhängigen Werth 
{ahcd) bezeichnet man als das Doppelverhältniss der vier Tangenten 
mit {ABCD). 

Man hat somit unter dem Doppelverhältniss von vier Tangen- 
ten eines Kreises den Werth des Doppel Verhältnisses der vier Punkte 
zu verstehen, welche jene vier Tangenten auf einer behehigeu fünften 
Tangente desselben Kreises bestimmen. 

Wenn {ABCD) = — 1 ist, so nennt man die vier Tangenten 
harmonisch ; und zwar wird jedes der beiden Tangenten paare AB, CD 
von dem anderen harmonisch getrennt. Da in diesem Falle auch 
{ahcd) =: — 1 ist, so bestimmen also vier harmonische Tangenten 
eines Kreises auf jeder fünften Tangente desselben Kreises vier 
harmonische Punkte. 

Es seien (Fig. 41) A, B, C, D vier harmonische Tangenten 
eines Kreises K; jede andere Tangente wird von ihnen in vier har- 
monischen Punkten geschnitten. Bringt man A, B, C, D mit der 
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Tangente zum Sclmittc, welche unendlich nahe zu Ä ist (mit Ä 
zusammenfallt) so entstehen die vier harmonischen Punkte tt, J, c, d 
von denen a in den Berührungspunkt von A zu liegen kommt; wenn 
man ebenso A, B, G, D mit einer zu B unendlich nahen (mit B zu- 
sammenfallenden) Tangente 0' schneidet, so entstehen auf 0' (respec- 

tive B) vier harmonische Punkte 
'^' ' a', h', c, d' von denen b' in dem 

Berührungspunkt von B zu suehen 

ist. Wir hahen nun: 

(abcd) = (a'b'c'd') = — 1. 

Da aber nach Art. 14: 

ist, so hat man: 

(a'b'c'il) = (hacd) 
so daas den Punkten o' b' c d' pro- 
jectiviach die Punkte h, a, c, d der 
Reihe nach entsprechen. Nun vereinigt aber der den beiden Äsen 
0, <y (respective A, E) gemeinschaftliche Punkt zwei einander ent- 
sprechende Punkte, nämlich a' und b, so dass beiden Ponktreihen 
das Merkmal der Perspectivität anhaftet. Es müssen somit die drei 
Geraden b'a, c'c, f^d, welche die drei übrigen Paai-e entsprechender 
Punkte verbinden, sich in einem und demselben Punkte durch- 
schneiden, d. h. die Gerade h'a, welche die Berührungspunkte von B 
und A verbindet, muss durch den Schnittpunkt von c'c, d'd d. h. 
durch den Schnittpunkt der Tangenten C, D hindurchgehen. 

„Wenn also zwei Tangentenpaare eines Kreises harmonisch 
sind, so liegt der Schnittpunkt des einen Paares auf der Verbindungs- 
linie der Berührungspunkte des anderen Paares," 

Selbstverständlich wird nämlich auch die Verbindungslinie der 
Berührungspunkte von C und D durch den Schnittpunkt von A and 
B hindurchgehen müssen. 

Da die Verbindungslinie der beiden Punkte a, h' durch den 
Schnittpunkt von Cund D hindurchgeht, so ei^ibt sich nach früherem 
(Fig. 40) sofort „dass die Berührungspunkte von vier harmonischen 
Tangenten auch vier harmonische Punkte sind, und umgekehrt sind 
die Tangenten harmonischer Pmikte auch harmonisch." 

Wenn das Tangentenpaar AB durch das Tangentenpaar CD 
harmonisch getrennt wird so liegt der Schnittpujikt CD auf der 
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Verbindungslinie der Berülirnngsp unkte von A und 5; zugleich 
wird aber dann auch CD durch Aß harmonisch getrennt, so dass 
der Schnittpunkt AB auch auf der Verbindungslinie der Berührungs- 
punkte von C und D liegen muss: 

„Wenn der Schnittpunkt zweier Tangenten auf der Verbin- 
dungslinie der Berührungspunkte zweier anderer Tangenten, so liegt 
auch der Schnittpunkt der letzteren auf der Verbindungslinie der 
Berührungspunkte dei' ersteren"; 
oder: 

„Wenn die Verbindungslinie zweier l'unkte des Kreises durch 
den Schnittpunkt der Tangenten zweier anderer Punkte hindurch- 
geht, so geht auch die Verbindungslinie der letzteren durch den 
Schnittpunkt der Taugenten der ersteren hindurch. " 

Der vorvorletate Satz ist nur ein specieller Fall des allge- 
meinen Satzes: 

„Das Doppelverhäitniss von vier Punkten eines Kreises ist 
immer gleich dem Doppelverhäitniss der vier Tangenten, welche 
den Kreis in jenen Punkten berühren; und umgekehrt ist das Doppel- 
verhäitniss von vier Tangenten gleich dem Doppelverhäitniss der 
vier zugehörigen Berührungspunkte." 

Die vier beliebigen Tangenten des Kreises K seien A, B, C, D und 
a, h, c, d ihre Berührungspunkte; irgend eine Tangente wird von 
den vier ersten in vier Punkten a', V , c', d' geschnitten und es ist dann 
{ABCU) = {a'b'c'dy, irgend ein Punkt s von K mit a, h, c, d ver- 
bunden gibt vier Sti-ahlen A',B',G',iy und es ist (ahcd) = (A'B'C'D'). 
Denken wir uns nun unendlich nahe zu A gerückt, so wird a' 
mit ffl zusammenfallen; projiciren wir nun die vier Punkte a,h',c' d' 
aus dem Mittelpunkte des Kreises, so erhalten wir vier Strahlen 
A", B", C", D" und es wird {A'B"C"D") = {ah'c'd'). Nun sind offen- 
bar die Winkel A"C", A"U', B"C', B"D" halb so gross als die über 
den Bögen ac, ad, ic, bd stehenden Centriwinkel, und daher genau 
so gross wie die über denselben Bögen stehenden Peripheriewinkel 
A'C, A'U, B'C, B'B' und somit ist 

(A'B'C'D-) = (A'B'C'D") 
und daher auch 

{ahcd) = (ABCD) 
wie behauptet wurde. (Die Figur möge der Leser selbst entwerfen.) 

66. In den Betrachtungen des letzten Artikels sind auch die 
Constructionen der vierten harmonischen Elemente an Kreisen mit- 
enthalten. 
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Um ZU den drei Punkten a, h, c eines Kreises (Fig. 40) den 
vierten harmonischen d zu erhalten, kann man den Schnittpunkt o 
der Tangenten von a, b aufsuchen und ihn mit c verbinden; die 
Gerade oc trifft dann K in d. Oder, man bringt ab mit der Tangente 
von c zum Durchschnitte und legt aus dem Schnittpunkte an K die 
zweite Tangente, welche den Kreis in d berührt. Schliesslich könnte 
man auch, wenn s irgend ein Punkt von K ist, zu den Strahlen 
sa, sb, sc den vierten harmonischen aufsuchen. 

Ebenso ergibt sieh ans den Kelationen der (Fig. 41) die Con- 
struction der zu drei Tangenten Ä, B, C vierten harmonischen Tan- 
gente D. 

Soll zu awei Punktepaaren ab, ab' (Figur 4Ü) des Kreises K 
jenes Punktepaar c, d gefunden werden, welches beide gleichzeitig 
harmonisch trennt, so hat man nur zu bedenken, dass die Tangenten 
von c und d sich nach fmherem in einem Punkte schneiden müssen, 
welcher sowohl auf der Geraden ah als auch auf a'h' gelegen ist. 
Wenn man somit ab mit a'b' zum Durchschnitte bringt und aus 
dem Schnittpunkte an den Kreis K die beiden Tangenten legt, so 
sind ihre Berührungspunkte die gesuchten Punkte c, d. Je nachdem 
der Schnittpunkt von ab und a'b' ausserhalb oder innerhalb des 
Kreises liegt, werden die beiden durch ihn hindurchgehenden Kreis- 
tangenten und deragemäss auch die beiden Punkte c, d reell oder 
imaginär sein. Der Schnittpunkt von ab mit a'b' wird offenbar dann 
ausserhalb K liegen, wenn die Punkte des einen Paares nicht durch 
jene des anderen Paares getrennt sind, d. h, wenn man auf der 
Kreisperipherie von einem Punkte eines Paares zu dem anderen 
Punkte desselben Paares gelangen kann, ohne die Punkte des anderen 
Paares durchlaufen zu müssen. Wenn dagegen die Punkte des einen 
Paares beiderseits von je einem Punkte dos anderen Paares von 
einander getrennt erscheinen, 'wird der Schnittpunkt von ab mit a'b' 
immer innerhalb der Kreisperipherie liegen. 

Bemerkens wer th ist, dasa die Gerade cd unter allen Umständen, 
also auch dann, wenn c und d nicht reell sind, doch reell bleibt; 
denn weil cd mit ab und auch mit a'b' harmonisch ist, so muss cd 
durch den Schnittpunkt der Tangenten von a und b und ebenso durch 
jenen dei' Tangenten von a' und b' hindurchgehen, und ist somit die 
immer reelle Verbindungslinie dieser beiden immer reellen Schnitt- 
punkte. 

Verbindet man die drei Punktpaare ab, a'h', cd mit einem 
beliebigen Punkte des Kreises K, so erhält man drei Strahlenpaare, 
von denen das dritte, das erste und das zweite gleichzeitig har- 
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mouisch trennt. Sind nun umgekehrt zwei StraLIenpaare AB, A'B' 
eines ebenen Sta'ahlenbüschels gegeben und soll man jenes Strahlen- 
paar CD finden, welches die beiden ersteren gleichzeitig harmonisch 
trennt, so hat man nw durch den Bus chelech eitel einen Kreis Z'zu 
legen, welcher von AB, A'B' in ah, a'h' respective geschnitten wird, 
leitet nun aus ah, a'h' in obiger Weise cd auf K ab und verbindet 
diese beiden Punkte mit dem Büschelscheitel, wodurch man das 
fragliche Strahlenpaar CD erhält. 

Das letztere wird dann reell sein, wenn die Strahlen des einen 
gegebenen Paares durch jene des anderen nicht getrennt sind; sind 
die Strahlen eines (und dann auch des anderen) der beiden Paare 
dui'cL die Strahlen des anderen getrennt, so ist das Strahlenpaar 
imaginär. 

Soll das Tangentenpaar CD construirt werden, welches zwei 
gegebene Tangentenpaare AB, A'B' (Fig. 41) gleichzeitig hai-monisch 
trennt, so kann es nach Früherem folgendermassen geschehen. Da 
die Berührungspunkte von C «nd D mit dem Schnittpunkte von A 
und B, und ebenso mit dem Schnittpunkte von A' imd B' in gerader 
Linie liegen müssen, so wü-d man einfach den Punkt (AB) mit dem 
Punkt (A'B') d\irch die Gerade P verbinden, welche K in den Be- 
rührungspunkten von C und D treffen wird. Diese Punkte und 
demgemäss auch die Tangenten C, D werden reell sein, wenn die 
Tangenten des einen gegebenen Paares durch die Tangenten des 
aaideren nicht getrennt erscheinen. 

Sind jedoch die beiden gegebenen Tangenten paare durch ein- 
ander gegenseitig getrennt, so wird die Gerade P den Kreis K nicht 
in reellen Punkten schneiden und das Tangentenpaar CD ist ima- 
ginär. Schneidet man die drei Tangentenpaare AB, A'B', CD mit 
einer beliebigen Tangente von K, so entstehen auf dieser drei Punkte- 
paai'e ab, a'h', cd, von denen das letzte die beiden ersten harmonisch 
trennt. 

Sind umgekehrt anf einer Geraden zwei Punktepaare ah, a'h' 
gegeben imd soll man jenes Punktepaar cd aufsuchen, welches die 
beiden ersteren gleichzeitig hai'monisch trennt, so kann dies mittelst 
irgend eines die Gerade berührenden Kreises K folgendermassen 
geschehen. Aus den Punktepaai'en ah, a'h' legt man an K die Tan- 
gentenpaare AB, A'B' und construirt zu diesen das gemeinschaftliche 
harmonische Paar CD, so sind dessen Schnittpunkte c, d mit der 
gegebenen Geraden die gesuchten zwei Punkte, welche reell sein 
werden, wenn die Punktepaare ah, a'h' nicht getrennt sind, und ima- 
ginär, wenn die Punktepaare getrennt sind. 
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Auch hier wäre zu bemerken, dase der Schnittpunkt p der 
beiden Tangenten C, D immer reell ist; denn weil {ÄBCD) = ^1 
ist, so muse p auf der Verbindungslinie der Berührungspunkte von 
A und B liegen, und weil auch (^A'B'CD) = —1 ist, so muss f auf 
der Verbindungshnie der Berühningspunkte von A und B' liegen 
und ist daher als Schnittpunkt zweier reeller Geraden immer reell/ 
Es ist selbstverständlich, da^s man das gemeinschaftliche har- 
monische Ebenenpaar zu zwei Ebenenpaaren eines Ebenenbüschels 
leicht wird finden können, indena man die Aufgabe durch die 
Operation des Schnittes mit einer Ebene oder einer Geraden auf 
den Fall des Strahlenbüschels oder der Punkt reihe zurückführt. 
Fassen wir die Ergebnisse der letzten Betrachtungen zusammen, So 
können wir sagen: 

„Zu zwei Blementenpaaren eines Grundgebildes ereter Stufe gibt 
es ein einaigesEIeraentenpaar,welchesbeideharmomseh trennt; dasselbe 
ist reell, wenn die Elemente des einen gegebenen Paares durch die 
Elemente des anderen nicht getrennt erscheinen, und imaginär, wenn 
die Elemente des einen Paares jene des anderen von einander trennen." 
67. Polareigeuschaften des Kreises. Legt man durch 
einen beliebigen Puidit p an einen Kreis K die beiden Tangenten 
C, D und verbindet deren 
Berührungspunkte c, d, so er- 
hält man eine Gerade P, 
weiche die Polare des Punk- 
tes j> bezüglich des Kreises 
Ä" genannt wird; p heisst der 
Pol von P und wird aus P 
offenbar abgeleitet als Schnitt- 
punkt der beiden Tangenten 
C, D, die man an Ä" in seinen 
Schnittpunkten c, d mit P 
legen kann. Wenn m der Mittelpunkt und r der Radius des Kreises 
ist, so ist, wie aus der Fig. 42 sofort hervorgeht, P _L pro und hat 
man für die Entfernung iiui der Polare vom Kreismittelpunkte : 

,.2 

mn :^ ^=^. 
mp 

Rückt der Pol p zur Kreisperipherie, d. h. nähert sich wp 
dem Werthe »■, so nähert sich auch mg demselben Werthe und für 
mp =^ r wird mg =^ r, die Polare P wird zur Tangente des Kreises 
im Punkte p. Zugleich fallen auch die beiden Taugenten C, T) mit 
P und die beiden Punkte c, d mit p i 
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In obiger Art ist jedem Punkte der Ebene eine Gerade, seine 
Polare, und jeder Geraden ein Punkt, ihr Pol zugeordnet, und ist 
nur noch zu aeigen, dass dieselbe Zuordnung besteht, wenn der 
Punkt f innerhalb des Kreises liegt oder die Gerade P sich ganz 
ausserhalb des Kreises erstreckt. Im ersten Falle sind die beiden 
durch f gehenden Tangenten C, T) und im zweiten die Schnitt- 
punkte c, d von K mit P imaginär. Trotzdem bleibt, wie sich aus 
den Betrachtungen des letzten Artikels ergibt, im ersten Falle die 
Gerade P und im zweiten Falle der Punkt f reell. 

Wählt man auf der Geraden P, glcichgiltig ob ihre Schnitt- 
punkte c, d mit K und demgemäss auch deren Tangenten C, D reell 
oder imaginär sind, zwei beliebige Punkte y', p" so, dass diese 
ausserhalb des Kreises £" liegen, so wird man durch p' ein reelles Tan- 
gentenpaar A'S' und durch f" ein reelles Tangentenpaar Ä'W an 
K legen können; ah', a"h" respective seien die Berührungspunkte 
dieser Tangenten, und P', P" seien die reellen Verbindungslinien 
von a mit h', respective von a" mit b". Dann sind J.'', P" nichts 
anderes als die Polaren von p', p". Betrachtet man nun A'B , A' B' 
als zwei Tangentenpaare des Kreises, zu denen man das gemein- 
schaftlich harmonische Tangentenpaar aufsuchen soll, so ist dieses 
nach dem vorhergehenden Artikel kein anderes als C, D, und der 
Schnittpunkt von C und D ist nach denselben Betrachtungen der 
immer reelle Schnittpunkt p von P' mit P". Es gehört somit zu 
jeder reellen Geraden P ein reeller Punkt f als deren Pol. 

Genau so zeigt man, dass zu jedem reellen Punkte f, ob er 
ausserhalb oder innerhalb der Kreisperipherie ist, eine reelle Gerade 
P als Polare gehört. I^egt man nämlich durch f zwei beliebige 
Transversalen P', P", jedoch so, dass sie den Kreis in den reellen 
Punktepaaren a'6', CL'h" schneiden, und bestimmt dasjenige Punktepaar 
cd auf Kj welches die beiden ersten gleichzeitig harmonisch trennt, so 
ist es kein anderes als das Paar der Berührungspunkte cä, der beiden 
von p aus an K gelegten Tangenten, dessen Verbindungslinie P sieh 
nach Art. 66 als die immer reelle Gerade ergibt, welche den Schnitt- 
punkt f der in dh' an ^gelegten Tangenten AB mit dem Schnitt- 
punkte p" der in a" h" an K gelegten Tangenten Ä' , E' verbindet. 

„Der Kreis K vermittelt somit eine solche Verwandtschaft (Be- 
ziehung) zwischen den Punkten und Geraden seiner Ebene, dass 
jedem Punkte als Pol eine Gerade als Polare zugeordnet erscheint; 
die Polaren der Peripheriepunkte sind ihre Tangenten." 

Für den Fall, dass der Pol p ausserhalb des Kreises liegt, 
sieht man unmittelbar, dass die Polare P senkrecht steht auf der 
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Verbindiingaliiiie des Poles p mit dem Kreismittelpimktc m, und dass 
ihre Entfernung mq vom Mittelpunkte gegeben ist durch mp .mqT= j-^, 
wenn r den Radius des Kreises bedeutet. Dass dasselbe auch für 
den Fall eines inneren Poles gilt, lässt sich folgen der massen zeigen: 
Es sei P (Fig. 43) eine Gerade, welche gana ausserhalb des 
Kreises K liegt; legt man aus einem beliebigen Punkte p' derselben 
an K die beiden Tangenten 
und verbindet ihi'e Bei-üh- 
rungspunkte, so ergibt sich 
die Polare P' von p', welche 
P in p" schneiden möge. Da 
die beiden von p" aus an 
K gelegten Tangenten mit 
den erstgenannten ein har- 
monisches System bilden 
(nach Art, 66), so rauss die 
Verbindungslinie der Be- 
rührungspunkte der von p" 
an K gelegten Tangenten, d. h. die Polare P" von p" durch p' 
hindurchgehen. Der Schnittpunkt p von P' und P" ist nach den 
Ausein andei^etzungen dieses Artikels der Pol von P (als Schnitt- 
punkt der Verbindungslinien der Berührungspunkte zweier aus 
Punkten von P an AT gelegten Tangentenpaare). 

Nun ist mp' _L P', mp" J_P", somit ist ^ der Höhen Schnittpunkt 
im Dreiecke mp'p" und daher ist auch P S_ifi.p. Sind q,<'l,'l' die 
Pusspunkte der von m auf P, P', P" gefällten Perpendikel, so hat 
man bekanntlich 

mp . m^ =; mp' . mg' = mp" . mq" ^^^ r^. 
Es ist also nicht nur PJ_mp, sondern auch mp.mq=:7'\ so- 
wie in dem Falle eines ausserhalb der Kreisperipherie liegenden 
Poles. 

68. „Liegt ein Punkt p" auf der Polare P eines Punktes p', 
so Hegt auch umgekehrt p' auf der Polare P' von p"; zwei solche 
Punkte, von denen also jeder auf der Polare des anderen liegt, 
nennt man zwei conjugirte Pole (oder Punkte) des Kreises K." 
Denn wenn p" auf P' liegt, so ist p" mit den Berührungs- 
punkten der beiden von p aus an K gelegten Tangenten in gerader 
Linie, und es wird demgemäss (Art. 65) auch p' mit den Berührungs- 
punkten der aus p" an K gelegten Tangenten in einer G-eradun 
liegen, welches offenbar die Polare P" von p" ist. 
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Den letzten Satz kann man offenbar auch so aussprechen; 
„Enthält die Polare P' eines Punktes ji' den Pol p" einer zweiten 
Geraden F", so enthält P" auch den Pol p' von P'. Zwei solche 
Strahlen wie P', P", von denen jeder durch den Pol dos anderen 
hindurchgeht, nennt man zwei conjiigirte Polaren (oder Strahlen) 
in Bezug auf den Kreis K." 

Oder in anderer Form: 

,,Wenn ein Punkt eine feste Gerade P durchläuft, so dreht 
sich seine Polare um einen festen Punkt p, nämlich den Pol von P." 

„Dreht sich eine Gerade um einen festen Punkt p, so beschreibt 
ihr Pol eine feste Gerade P, nämlich die Polare von p." Daher 
gelten auch die Sätze: 

„Der Pol einer Geraden ist der Schnittpunkt der Polaren 
irgend zweier auf der Geraden liegenden Punkte," 

„Die Polare eines Punktes ist die Verbindungslinie der Pole 
irgend zweier durch den Punkt gehenden Geraden." 

„Die Polaren conjugirter Pole sind coojugirte Polaren und 
umgekehrt." 

„Die zu einem Punkte conjugirten Pole erfüllen eine Gerade, 
nämlich die Polare jenes Punktes." 

„Die zu einer Geraden conjugirten Polaren laufen alle durch 
einen Punkt, nämlich durch den Pol jener Geraden." 

Die Richtigkeit dieser Sätze folgt unmittelbar aus den Detini- 
tionen und bedarf keiner Beweisführung. 

„Je zwei conjugirte Pole werden durch die Kreis p er ipherie 
von einander harmonisch getrennt, d. h. ihre Verbindungslinie 
schneidet den Kreis in zwei Punkten, welche mit ihnen ein har- 
monisches System bilden." 

„Je zwei conjugirte Polaren werden durch den Kreis von ein- 
ander harmonisch getrennt, d. h. sie bilden mit den beiden aus 
ihrem Schnittpunkte an den Kreis gehenden Tangenten ein harmo- 
nisches System." 

In der That, wenn p und p' zwei conjugirte Pole mit den 
Polaren P, P' sind, so enthält P den Punkt p' und P' den Punkt p, 
und P, P' sind ebenso zwei conjugirte Polaren, deren Schnittpunkt 
p" nach Früherem dei' Pol der Verbindungslinie P" von p und p' 
sein wird. 

Es seien nun (Fig. 43) a'b', ah" respective die Schnittpunkte- 
paarc der Geraden P' , P" mit dem Kreise und A'B , A"B" deren Tan- 
genten, welche sich in p', respective p" schneiden müssen. Dann sind 
a, h', a", i" vier harmonische Punkte des Kreises, welche aus jedem 
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Punkte s der Peripherie ditreh vier harmonisclie Strahlen projicirt 
werden. Lassen wir s etwa mit d unentUich nahe zusammenrücken, 
so geht der Strahl sa' in die Tangente A' von a' über und sb' wird 
P', so dass wir am Scheitel a' die vier harmonischen Strahlen 
A', P', a'a", a'h" erhalten, welche die Gerade P" in den vier eben- 
falls harmonischen Punkten f', f, a" i" treffen. Es bilden somit die 
beiden conjugirten Pole p, p' und die Schnittpunkte «", b" ihrer 
Verbindungslinie mit dorn Kreise zwei Paar harmonischer Punkte, 
Die vier harmonischen Punkte p', p, a", h" werden aus dem Punkte 
p" durch die vier Strahlen /-*, P', A", B" projicirt, welche also 
auch harmonisch sind, wodurch der zweite der beiden letzten Sätze 

Auf Grand der beiden letzten Sätze kann man definiren: „die 
Polare eines Punktes als den Ort der zu dem Punkte bezüglich 
des Kreises harmonisch conjugirten Punkte" und „den Pol einer 
Geraden als den Schnittpunkt der zu ihr bezüglich des Kreises 
harmonisch conjugirten Polaren". 

Legt man nämlich durch einen festen Punkt p gerade !Linicn 
P", welche den Kreis in den Punktepaaren a", b" troffen, und con- 
struirt man zum Punkte p' auf jeder der Geraden /-"' den bezüg- 
lich a"h" harmonisch conjugirten Punkt p, so erfiillen alle Punkte 
p die Polare V des Punktes p' ; und legt man durch die einzelnen 
Punkte p" einer festen Geraden P' an den Kreis die Tangenten- 
paare A', B" und construirt die zu P" bezüglich dieser Paare har- 
monisch conjugirten Strahlen P, so laufen sie alle durch den Pol f' 
der Geraden P'. 

Ein Dreieck wie A p, p p" in Fig. 43, in welchem jede Ecke 
der Pol der gegenüberliegenden Seite ist und in welchem daher 
je zwei Ecken conjugirte Pole und je zwei Seiten conjugirte Polaren 
sind, wird ein bezüglich des Kreises K sich selbst conjugirtes 
Dreieck genannt. Da die Verbindungslinie des Poles mit dem Kreis- 
mittelpunkte auf der Polare senkrecht steht, „so ist der Mittelpunkt 
des Kreises der Höhenschnittpunkt in jedem sich selbst conjugirten 
Dreiecke". 

Jeder Punkt p in der Ebene des Kreises ist Seheitel unend- 
lich vieler sich selbst conjugirter Dreiecke, welche seine Polare P 
zur gemeinschaftlichen Seite haben, und umgekehrt ist eine Gerade 
P die Seite für unendlich viele solche Dreiecke, welche den Pol p 
der Geraden P zur gemeinschaftlichen Ecke besitzen. 

Denn um au einem sich selbst conjugirten Dreiecke zu ge- 
langen, kann man eine seiner Ecken in einen beliebigen Punkt p 
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der Ebene verlegen ; ist P die Polare von p und sind p', p" irgend 
zwei auf P liegende conjugirte l'ole, so ist Ap, jo', y"ein eich selbst 
eonjugirtes Dreieck, da pß die Polai'e P" von f" und fp" die Polare 
P' von p ist. Ebenso kann man von P ausgehen und zwei durch 
deren Pol gehende eonjugirte Polaren P', P" aufsuchen, so ist 
APP'P" offenbar sich seihst conjugirt. Hält man p und demgemäss 
auch P fest und sind a, b die Schnittpunkte von P mit K und AB 
deren selbstverständlich durch p hindurchgehenden Tangenten, so 
folgt aus Früherem, dass die sämmtlichen Eckenpaare p', p" der sieb 
selbst conjugirten Dreiecke, welche p als gemeinschaftlichen Scheitel 
besitzen, das Punktepaar a, b harmonisch trennen, und ebenso bilden 
die Seitenpaare P', P" mit dem Tangentenpaare AB harmonische 
Systeme. 

69. Kreisvierecke und Kreisvierseite, Mittelpunkt 
und Durchmesser. 

„Wenn die vier Ecken eines vollständigen Viereckes in der 
Peripherie eines Kreises Hegen, so ist das Diagonaldreieck ein sich 
selbst eonjugirtes Dreieck." 

Es seien a, b, c, d vier beliebige Punkte des Kreises ^(Fig. 44) 
und p, p'f p" die Diagonalecken des vollständigen Viereckes abcd, 
sowie sie auf den Seiten ah, ac, ad liegen, und j^jg^ 44. 

P, P", P" seien die Seiten des Dreieckes pp'p", 
sowie sie den Ecken der Reihe nach gegen- 
überliegen. Dann ist P offenbar die Polare von 
p; denn wenn man mit q imd r die Schnitt- 
punkte von P mit ah und cd bezeichnet, so 
folgt aus den harmonischen Eigenschaften des 
vollständigen Viereckes (siebe Art. 19); dass 
{abp^) ^ — 1 und (cdpr) =: — 1 ist, d. h. es 
sind r und q eonjugirte Pole zu p und somit 
ist rq die Polare von p. Ebenso ist P" die Polare von p' und P" 
jene von p". 

„Wenn die vier Seiten eines vollständigen Vierseits Tangenten 
eines Kreises sind, so ist das Diagonaldrelseit ein bezüglich des 
Kreises sich selbst eonjugirtes Dreiseit." 

Es seien A, B, C, D vier beliebige Tangenten des Kreises K 
(Fig. 45) und P, F", P" die Diagonalseiten des vollständigen Vier- 
seits ABCD, wie sie durch die Ecken AB, ÄC, AD hindurchgehen, 
und p, p'i p" seien die Ecken des Diagonaldrciseits, wie sie den 
Seiten P, P', P" der Reihe nach gegenüberliegen. Wenn man mit 
Q, E die Verbindungslinien von p mit den Punkten AB und CD 
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bezeichnet, so folgt aus den harmonischen Eigenschaften des voll- 
ständigen Vierseits (ABPQ) = —1 (CDPR) = — 1, d. h. es sind 
E und Q conjugirte Strahlen zu P bezüglich des Kreises und dem- 
gemäss ist der Schnittpunkt p 
. der Pol von P ; ebenso ist p' 
Pol von F und p" Po! von P". 
Die eben bewiesenen Eigen- 
schaften bieten ein einfaches 
Mittel zur' Lösung der Auf- 
gaben: „die Polare eines ge- 
gebenen Punktes oder den Pol 
einer gegebenen Geraden zu con- 
struiren". Soll die Polare Pvon 
p bestimmt werden, so lege man 
durch p zwei beliebige Trans- 
versalen, jedoch so, dass sie den 
Kreis in zwei reellen Punktepaaren ah, cd treffen; bestimmt man nun 
den Schnittpnnkt p' von ac mit hd, und ebenso den Schnittpunkt 
p" von ad und Ic, so ist die Gerade p'p", die gesuchte Polare P 
von p. 

Soll der Pol einer Geraden P bestimmt werden, so wähle man 
auf ihr zwei beliebige Punkte, jedoch so, dass durch sie die reellen 
Tangentenpaare AB, CD an den Kreis gelegt werden können; ver- 
bindet man nun den Punkt AC mit BC, und den Punkt AD mit 
BC, so erhält man zwei Gerade P', P", welche sieh in dem gesuchten 
Pole p von P durchschneiden. Uebrigena erhält man die Polare 
eines beliebigen Punktes nach den Sätzen des vorhergehenden Artikels 
auch dadurch, dass man die Pole irgend zweier durch ihn hindurch- 
gehenden geraden Linien verbindet, und den Pol einer beliebigen 
Geraden als den Schnittpunkt der Polaren irgend zweier ihrer Punkte. 
Fällt p mit dem Mittelpunkte des Kreises zusammen, so werden 
zwei durch p hindurchgehende beliebige Transversalen ab und cd 
zwei beUebige Durehmesser des Kreises und abcd wird ein Rechteck, 
so dass p' der unendlich weite Punkt von ac und bd, und p" der 
unendlich weite Punkt von ad und hc wird. Die Gerade p'p" oder 
P wird somit zur unendlich weiten Geraden der Ebene; 

„Die Polare des Mittelpunktes ist die unendlich weite Gerade 
der Kreisebene." 

Das sich selbst conjugirte Dreieck pp'p" hat in diesem Falle zwei 
unendlich weite Ecken (p'p") und eine unendlich weite Seite (P); 
die beiden anderen Seiten pp, pp" oder P"P sind die durch den 
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Mittelpunkt f zu den Seiten des Rechteckes abcd parallel gezogenen 
Geraden, d, h. zwei zu einander senkrechte DurchmeBser, Lässt man 
etwa ah fest und dreht cd um p, so erhält man offenbar die eämmt- 
lichen Paare zu einander senkrechter Durchmesser. „Es bilden somit 
je zwei zu einander senkrechte Kr eis durch messer mit der unendlich 
weiten Geraden ein sich seihst conjugirtes Dreieck" oder: „Die 
Polare eines unendlich weiten Punktes ist jener Kreiadurchmeaser, 
welcher senkrecht steht zu dem nach dem unendlich weiten Punkte 
gerichteten Durehmesser." 

Ebenso erkennt man, dass je zwei zu einander senkrechte Durch- 
messer als conjugirte Strahlen und die anendlich weiten Punkte je 
zweier zu einander senkrechten Geraden als conjugirte Punkte des 
Kreises zu betrachten sind. 

Da die Polare den Kreis in den Berührungspunkten der beiden 
vom Pole aus an den Kreis gelegten Tangenten schneidet, so erkennen 
wir, „dass die beiden (imaginären) durch den Mittelpunkt des Kreises 
gehenden Tangenten den Kreis in seinen beiden unendlich weiten 
Punkten berühren". 

„Da alle Kreise einer Ebene als durch dieselben zwei imaginären 
Punkte der unendlich weiten Geraden hindurchgehend zu beti-achten 
sind (vergl. Art. 60), so muss man offenbar alle eoncentrischen 
Kreise der Ebene als solche betrachten, die in jenen zwei Punkten 
gemeinschaftliche Tangenten besitzen (sich in diesen Punkten gegen- 
seitig berühren). Diese beiden gemeinschaftlichen Tangenten sind nach 
Obigem die (imaginären) Verbindungslinien des gern ein seh aftlichen 
Mittelpunktes mit den allen Kreisen gemeinschaftlichen (imaginären) 
unendlich weiten Punkten." 

Wenn wir mit f den Mittelpunkt eines Kreises K und mit ü' 
die unendlich weiten imaginären Kreispunkte seiner Ebene bezeichnen 
(welche also nicht nur E, sondern allen Kreisen der Ebene angehören), 
so sind j9/, fi' die Tangenten von K in *' und i'. Zwei beliebige 
durch f gehende, auf einander senkrechte gerade Linien P'P" bilden 
mit der unendlich weiten Geraden P ein sich selbst conjugirtes 
Dreieck, und es sind PP" zwei durch p gehende conjugirte Strahlen 
bezüglich K und sind folglich nach Früherem harmonisch conjugirt 
bezüglich der beiden durch p gehenden Kreistangenten 'pi, pi. Wenn 
wir nun vom Kreise K absehen, so sind also die vier Geraden 
F, P",pi,p^ immer harmonisch; die beiden ersten sind senkrecht 
zu einander, und die beiden letzten verbinden den Schnittpunkt 
der ersteren mit den beiden imaginären Kroispunkten ihrer Ebene. 
Wir haben somit den Satz; 
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„Zwei auf einander senkrechte gerade Linien einer Ebene bilden 
mit den beiden ans ihrem Schnittpunkte nach den imaginären Kreis- 
piuikten ihrer Ebene gehenden (imaginären) Strahlen ein harmonisches 
System." 

Oder; „Wenn awei Strahlen einer Ebene senkrecht auf einander 
sind, so bilden ihre unendlich weiten Punkte mit den unendlich 
weiten imaginären Kreispunkten ein harmonisches System." 

Hieraus ergibt sich eine vom Begriffe des rechten Winkels 
unabhängige Definition auf einander senkrecht stehender geraden 
Linien als solcher, deren unendlich weite Punkte harmonisch conjugirt 
sind bezüglich der unendlich weiten imaginären Kreispunkte ihrer 
Ebene. 

Hiedureh ist auch die Construetion der durch einen gegebenen 
Punkt gehenden Geraden P', welche au einer gegebenen Geraden 
P" senki'echt ist, zurückgeführt auf die Operation des Verbindens 
jenes Punktes mit dem unendlich weiten Punkte, welcher harmonisch 
conjugirt ist zu dem iinendlich weiten Funkte von P" bezüglich 
der beiden imaginären Kreispunkte. 

In der Geometrie des Raumes gilt eine ähnliche Auffassung 
der auf einander senkrechten Strahlen und Ebenen, nur tritt an Stelle 
eines einzigen festen imaginären Punktepaares eine feste imaginäre 
Curve zweiter Ordnung (Art. 62). 
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Die Involutionen. 

70. Schneidet man zwei projectivische Strahlenbüschel s, s mit 
einer Geraden 0, so entstehen auf derselben zwei projectivische 
conlocaie Punktreihen (Art. 49 und 50). Je zwei einander ent- 
sprechende Strahlen X, X' der beiden Büschel schneiden in zwei 
einander entsprechenden Punkten x, x' der conlocalen Reihen. Jeden 
Punkt von muss man als zu der einen und der anderen Reihe 
gehörig betrachten ; wird er im ersten Falle mit x und im zweiten 
Falle mit y' bezeichnet, so wird ihm im ersten Falle der Punkt x' 
und im zweiten Falle ein Punkt y entsprechen, den man erhält als 
Schnittpunkt von mit dem Strahle Y des Büschels s, welcher 
dem Strahle n'y' oder Y' des Büschels s projectivisch entspricht. 
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„Wenn die Transversale durch das Directionscentrum 
der beiden Büschel hindurchgeht, so Laben die auf ihr entstehenden 
zwei projectivischen conlocalen Punktreihen die bemerkenswerthe 
Eigenschaft, dass irgend einem Punkte von 0, ob man ihn zu der 
einen oder zu der anderen Punlitreihe rechnet, ein und derselbe 
Punkt projcctivisch entspricht." 

Wenn man also zu einem Punkte x den entsprechenden x 
aufsucht und zu demselben Punkte x, indem man ihn als zur 
zweiten Punktreihe gehörig mit y' bezeichnet, den entsprechenden 
Punkt y bestimmt, so soU y mit x' identisch sein; es folgt diese 
Eigenschaft sofort aus der in Art. 41 entwickelten Eigenschaft des 
Directionscentrmns zweier Büschel. Ist nämlich eine durch o 
(Fig. 46) hindurchgehende Oerade und x, x' 
die beiden Schnittpunkte derselben mit dem 
Strahlenpaare X, X' der beiden projectivi- 
schen Büschel s, s', und soll nun zu dem 
Punkte X, indem man ihn zur zweiten Punkt- 
reOie rechnet und etwa mit y' bezeichnet, 
der entsprechende Punkt y gefunden wer- 
den, so hat man zu dem Strahle 1", welcher 
s' mit y' verbindet, den entsprechenden 
Strahl Y zu finden, welcher m y ti-effen 

wird. Da nun die Verbindungslinie der Punkte {XY'), {X'Y) durch 
gehen muss, so ist diese Verbindungslinie oiTenbar selbst und 
daher ist x der Punkt [X'Y), somit ist sx' der Strahl Y und somit 
ist schliessHch x' zugleich der Punkt y. 

„Wenn in zwei conlocalen projecti vischen Punktreihen ein 
Punktepaar vorkommt, dessen Punkte sich vertauschungsfähig 
entsprechen, so also, dass jedem der beiden Punkte, ob mau ihn zu 
der einen oder zu der anderen Punktreihe rechnet, immer der 
andere als entsprechender zugeordnet ist, so gilt diese Vertauschungs- 
fähigkeit für alle Paare einander entsprechender Punkte, d. h. es 
wird dann jedem Punkte, ob man ihn zu der einen oder der anderen 
Punktreihe rechnet, derselbe andere Punkt entsprechen." 

Es eei die Axe der beiden projecti vi sehen Punktreihen 
(Fig. 46) und 5G, x' das Paar der vertauschungsfähig sich entspre- 
chenden Punkte, so dass also x zugleich y' wird, wenn man x zur 
anderen Punktreihe rechnet tmd mit y bezeichnet. Betrachten wir 
irgend einen Punkt o von als zur Punktreihe der nicht aecen- 
tuh-ten Punkte gerechnet, möge er mit j und als zur anderen Punkt- 
reihe gerechnet, möge er mit ^' bezeichnet werden. Dem g' ent- 
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spricht pi-ojectiviBch ein bestimmte!' Punkt q', und wir haben nnr 
nachzuweisen, dass p mit ^ identisch ist. Es sei duruh 5' eine be- 
liebige Gerade Q' gezogen und s, s' seien zwei beliebige Punkte der- 
selben. Wenn wir die Punktreibe xyq . . . aus s projicii'en, so er- 
gibt sieh ein Strahlenbüsehel XYQ . . ., und wenn die Punktreihe 
x'y'q'p'. . . aus s projicirt wird, so ergibt sich ein mit dem ersten 
projectivisches Strahlenbüschel ZT' Q'P'. . . (Art. 37), DadieG-era.de 
die Verbindungslinie der Punkte {XY'), (X'Y) ist, so rauss auf 
ihr das Directionscentrum der beiden Büschel liegen, und da Q der 
den beiden Büscheln gemeinschaftliche Strahl ist, so muss dasselbe 
auch auf Q liegen, ist somit der Punkt 0. Es sind somit auch so 
oder P' und ss' oder P zwei entsprechende Strahlen der beiden 
Büschel (Art. 41) und folghch sind die Schnittpunkte p p dieser 
Strahlen mit zwei entsprechende Punkte der beiden Reihen ; es 
ist jedoch offenbar nicht nur p' identisch mit q, sondern auch p 
identisch mit q, wodui'ch unsere Behauptung erwiesen ist. 

„Von zwei Punktreihen, welche die eben betrachtete besondere 
conlocale Lage haben, sagen wir, sie seien in vertauschungs- 
fähiger oder involutorischer Lage, oder sie bilden eine Punkt- 
involution auf der Geraden 0." 

Wenn zwei conlocale projectivischo Punktreihon eine Invo- 
lution bilden, so ist es überflüssig, sie von einander unterscheiden 
zu wollen, da jedem Punkte (xy'), ob man ihn zu der einen oder 
der anderen Reihe rechnet, derselbe Punkt (x'y) entspricht, so dass 
die doppelte Bezeichnung der Punkte fallen gelassen werden kann 
und es genügen wird, zwei einander entsprechende, ein Paar der 
Involution bildende Punkte mit x, x zu bezeichnen, wobei es 
ganz gleichgiltjg ist, welchen Punkt des Paares man mit x und 
welchen man mit x bezeichnet. 

Man sieht auch sofort, dass die Involution aus unendlich vielen 
Paaren xx' besteht, von denen jedes vollkommen bestimmt erscheint, 
wenn man einen seiner Punkte, z. B. x, kennt; denn der andere 
Punkt 3!' ist ihm als entsprechender in der besonderen vertäu seh un gs- 
fehig-projectivischen Weise zugeordnet. 

Aus den obigen Betrachtungen folgen auch sofort die Sätze: 

„Jede Gerade 0, welche durch das Directionscentrum zweier 
projectivischen Büschel s, «'hindurchgeht, wird von denselben in 
Punktepaare einer Involution geschnitten." 

Zugleich sind die durch gehenden Geraden die einzigen, auf 
denen durch die beiden Büschel vertauschungs fähig liegende (invo- 
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lutoriache) Punktreiiien bestimmt werden, denn man erkennt sofort, 
dass auch der folgende Satz gilt; 

„Wenn man zwei involutorisch liegende Punktreihen aus zwei 
beliebigen Punkten s, s, welche mit der Axe der Pnnktreihen in 
einer Ebene liegen, projicirt, so erhält man zwei projectivische 
Strahlen büsch el , deren Directionacentrum o auf der Axe ge- 
legen ist." 

In der That ergibt sich der Punkt o als jener Punkt, welcher 
in der Involution auf dem Schnittpunkte von mit der Geraden 
ss' als entsprechender zugeordnet ist. 

71. „Wenn zwei conlocale projectivischc Punktreihen eine 
Involution bilden, so werden die beiden Doppelpunkte der pro- 
jectivischen Punktreihen, welche man auch als die Doppelpunkte 
der Involution bezeichnet, von jedem Paar entsprechender Punkte 
harmonisch getrennt." 

Ist {ee) der eine der beiden sich selbst entsprechenden Punkte 
der involutorischen Reihen auf und x, x ein beliebiges Punkte- 
paar der Involution (die einfache Pigur kann der Leser selbst ent- 
werfen), und sind ferner s, s' zwei mit (ee') in gerader Linie liegende 
Punkte, so werden sich die beiden Punktreihen aas s, s' in per- 
spectivischen Strahlenbüscheln projiciren (Art. 52), deren Perspec- 
tivitätsaxe S durch den zweiten sich selbst entsprechenden Punkt 
ff hindurchgeht. Es sind nun sx, s'x' zwei entsprechende Strahlen 
der beiden Büschel und ihr Schnittpunkt m somit ein Punkt von S; 
der Vertauschungafähigkeit von x, x wegen sind jedoch auch sx' 
und dx zwei entsprechende Strahlen und ihr Schnittpunkt m' ver- 
bunden mit m liefert somit die Axe S, welche in dem zweiten 
Doppelpunkte ff trifft. Nun folgt aber aus den harmonischen Eigen- 
schaften des vollständigen Viereckes mm'xx' sofort, dass {efxx") =; 
— 1, wodurch der obige Satz bewiesen erscheint. 

Wenn somit e, / die Doppelpunkte der Involution sind, so 
entspricht irgend einem Punkte x jener Punkt x', welcher zu x in 
Bezug auf das Punktepaar e,f hai-moniseh conjugirt ist. 

„Die Punktepaare einer Involution stellen sich somit dar als 
alle solchen, welche ein festes Punktepaar — das Paar der Doppel- 
punkte — harmonisch trennen." 

Je zwei entsprechende Elemente conlocaler projectiviscber 
Gebilde bestimmen mit den beiden Doppelelcmenten ein Doppel- 
verhältniss von constantem Werthe (Art. 51). Wenn also dieser con- 
stante Werth für zwei conlocale projectivischc Reihen gleich wird 
der negativen Einheit, so bilden die beiden Reihen eine Involution. 
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Insbesondere entspricht dem unendlich weitßn Punkte m'oo der 
Geradon der Halbimngspunkt u der Strecke ef; der Punltt u 
wird als der Centralpunkt der Involution bezeichnet. 

Wenn der eine Doppelpunkt (ee') der unendlich weite Punkt 
der Axe wird (zugleich ist hier der unendlich weite Punkt zum 
Centralpunkt geworden), so wird das Viereck mmxx' der letzten 
Betrachtung zu einem Parallelogramm und 8 dessen zweite Diagonale 
und somit//' der Halbirungspunkt der Strecke a!3i': 

„Eine Punktinvolution mit unendlich weitem Doppelpunkte be- 
steht aus den sämmtlichen Punktepaaren, welche einen gemeinschaft- 
lichen Halbirungspunkt besitzen; dieser letztere ist zugleich der 
zweite Doppelpunkt der Involution." 

72. „Die projeetivische Beziehung zweier involutori scher Punkt- 
reihen ist durch zwei Paare entsprechender Punkte vollkommen be- 
stimmt." 

Sind aa, bb' zwei Paare entsprechender Punkte, so entspricht 
dem Punkte a, wenn man ihn als Punkt c betrachtet, der Punkt a 
als c', so dass durch die drei Punktepaare ad, bb', cc die Projec- 
tivität festgesetzt erscheint und zugleich ist durch die Vertauschungs- 
fähigkeit der Punkte des Paares aa' auch die Vertauschungsfähig- 
keit in allen übrigen Punktepaaren bedingt (Art. 70). 

Die beiden Doppelpunkte e,/ werden von allen Punktepaaren, 
also insbesondere von aa' und bb' gleichzeitig harmonisch getrennt 
und können nach Art. 66 construirt werden, wenn man durch aa', 
bb' an irgend einen die Axe berührenden Kreis die Tangenten 
ÄÄ', BB' legt, den Punkt (ÄA) mit dem Punkte {BB') verbindet 
und in den zwei Punkten, in denen diese Verbindungslinie den 
Kreis schneidet, an diesen die Tangenten E, F legt, welche in 
e,f ti-effen werden. Aus den Betrachtungen desselben Artikels folgt 
überdies : 

„Wenn die Doppelpunkte der Involution reell sind, so Hegen 
die Punkte irgend eines Paarea entweder beide innerhalb oder beide 
ausserhalb der von den Punkten eines anderen Paares begrenzten 
Strecke und umgekehrt; liegt dagegen nur der eine Punkt eines 
Paares innerhalb der von einem zweiten Paare begrenzten Strecke, 
so sind die beiden Doppelpunkte imaginär und' umgehrt." 

Da der Centralpunkt mit dem unendlich weiten Punkte und 
ebenso jeder Doppelpunkt ein Paar darstellen, so erkennt man 
sofort, dass die Involution auch dann vollkommen bestimmt ist, 
wenn ma.n die beiden Doppelpunkte, oder wenn man einen Doppel- 
punkt und ein Punktepaar, oder wenn man den Centralpunkt und 
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ein Puiiktepaarj oder wenn raau den Centralpuiikt und einen Doppel- 
punkt kennt. 

73. „Die drei Gegenseitenpaare eines vollständigen ebenen 
Vierecks sclineiden jede Transversale in drei Punktepaaren einer 
Involution, " 

Es seien s, s', s", s'" (Fig. 47) die vier Ecken des Viereckes, 
eine beliebige Transversale, welche von den Seiten ss, ss", m'" 
in a, b, c und von den Gegenseiten in «', b', c geselinitton wird. 
Betrachten wir die Involution, 
welche durch die zwei Punkte- 
paare bb', CO bestimmt erscheint, 
und projiciren wir je zwei ent- 
sprechende Punkte derselben aus 
den beiden Scheiteln s, s'; da- 
durch ergeben sich (Art. 70) zwei 
projectivische Strahlenbüschel, 
deren Directionscentrum auf 
liegen muss. Nun sind ^b, s'b' 
oder B, S zwei entsprechende 

Strahlen der beiden Büschel und ebenso sc, s'c' oder CG\ so dass 
das Directionscentrum auf der Geraden s"s"', welche (SC) mit 
{B'C) verbindet, liegen inuss, d. h. es ist a' das Directionscentrum. 
Da nun nach Art. 70 in der Involution, welche die beiden Büschel 
auf der durch das Directionscentrum gehenden Transversale be- 
stimmen, dieses Directionscenti-um a' mit dem auf dem gemein- 
schaftlichen Strahle beider Büschel liegenden l'unkte, und das ist 
a, ein Paar bildet, so ist die obige Behauptung, dass aa', bb', cc' 
drei Paare einer nnd derselben Involution sind, nachgewiesen. 

Der eben bewiesene Satz über die involutoiischen Eigenschaften 
eines vollständigen Vierecks liefert die einfachste Methode zur 
T.ösung der 

Aufgabe: Es ist die durch zwei Paar entsprechender Punkte 
hb', cc' auf einer Geraden bestimmte Involution zu vervollständi- 
gen, d. h, es ist der einem beliebigen Punkte a entsprechende 
Punkt d aufzusuchen. Man wird auf einer beliebig durch a ge- 
zogenen Geraden zwei Punkte s, s willkürlich wählen, sb mit s'c' in 
s" und sc mit s'b' in s'" zum Durchschnitt bringen und hierauf s"s"' 
ziehen ; diese Gerade trifft in dem gesuchten Punkte a' (Fig. 47). 
Bestimmt man in derselben Art den Punkt, welcher dem unendlich 
weiten Punkte von entspricht, so hat man den Centralpunkt der 
durch die beiden Punktepaare hb', «'bestimmten Involution gefunden. 
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74. Es soll (Fig. 48) auf der Geraden der Centralpunkt u 
Involution gefunden werden, welche durch die beiden Punkte- 
paare aa, xx bestimmt erBchoint. Der Central- 
punkt M entspricht dem unendlich weiten Punkte 
u' von 0. Legt man durch a und x zwei 
Parallele Ä, X, und durch a', x zwei Parallele 
A!y X', so gehen die ersten durch einen unend- 
lich weiten Punht s und die beiden letzten durch 
einen unendlich weiten Punkt s, und die beiden 
Punkte s, s' liegen mit u' in einer Geraden, näm- 
lich in der unendlich weiten Geraden der Ebene. 
Bringt man somit A mit X' in m, und A' mit X 
in m zum Durchschnitt, so wird die Gerade inm 
Centraipunkt u schneiden. Aus der Aehnlichkeit 

m,ar\> Aum'x folgt: ; = , und aus den ähn- 

""* ^ um ux' 

A umx r^ A um'a folgt: ; = — ,, ; es ist 




die Gerade im 
der Dreiecke Aw. 
liehen Dreiecken 



somit - 



oder i 



.ux^ua. 



d. h. das Product Mic.wa^'hat einen constantcn Wcrth: 

„Je zwei entsprechende Punkte einer Involution bestimmen 
mit dem Centralpunkte zwei Strecken, deren Product conatant ist." 
Wenn die beiden einander entsprechenden Punkte x, x' zu- 
sammenfallen , so entsteht ein Doppelpunkt de^ Involution ; dies 
geschieht also, wenn vsä =; vsc oder ux''' = ua .v,d wird, woraus sich 
für die Entfernung der beiden Doppelpunkte vom Centralpunkte u 
ergibt : 

Macht man also ue = + Ifua . ua und iif ^ — V ua . ud, so 
sind e,/ die beiden Doppelpunkte der Involution. Die be.iden Doppel- 
punkte sind reell, wenn das Product ua . ua' positiv ist, d. h. wenn 
u ausserhalb der Strecke aa' liegt; ist dagegen w ein innerer Punkt 
der Strecke aa', so sind die Strecken ua und ua' entgegengesetzt be- 
zeichnet und ihr Product negativ und somit die Doppelpunkte 
imaginär. 

Wenn also eine Involution reelle Doppelpunkte besitzt, so ist 
der Centraipunkt für alle durch eutsprecheude Punkte begrenzte 
Strecken ein äusserer Punkt; und wenn die Doppelpunkte imaginär 
sind, so ist er für alle solchen Sti'Ccken ein innerer Punkt. Eigent- 
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lieh ist diese Eigenschaft nur ein specieller Fall der Lagenbeziehung 
zweier durch entsprechende Punkte begrenzten Strecken, wie sie in 
Art. 72 besprochen wurde; man hat nur das eine Punktepaar zu 
ersetzen durch den unendlich weiten und den Centralpunkt. 

75. Wenn die Transversale 0, welche von den drei Gegen- 
seitenpaaren eines vollständigen Viereckes in drei Punktepaaren 
einer Involution geschnitten wird, durch den Schnittpunkt zweier 
Gegenseiten (eine Diagonalecke) hindurchgeht, so wird dieser Punkt 
offenbar als Doppelpunkt der Involution auftreten, da er die Schnitt- 
punkte der Transversale mit zwei Gegenseiten in sich vereinigt, Ist 
die Transversale die Verbindungslinie zweier Diagonal ecken des 
Viereckes (Seite des Diagonaldreieckes), so werden diese Diagonal- 
ecken als Doppelpunkte auftreten und daher von dem Punktepaar, 
welches in den beiden durch die dritte Diagonalecke hindurch- 
gehenden Gegenseiten liegt, harmonisch getrennt sein. Hiedurch 
gelangt man wieder au den harmonischen Eigenschaften des voll- 
ständigen Viereckes, welche sich so als specieller Fall der involu- 
tarischen Eigenschaften ergeben. 

Legt man durch einen Punkt ^ gerade Linien, welche zwei 
feste Gerade AA' in den Punkten aa' treffen, und construirt den zu 
p bezüglich ad harmonisch eonjugirten Punkt j»', so däss also 
(fld'fp') ^= — 1 ist, so werden alle Punkte p' eine durch den Schnitt- 
punkt von A und A' hindurchgehende Gerade P erfüllen, welche 
man als die Polare des Punktes p bezüglich des Geradenpaares AA' 
bezeichnet. In der That, ist s der Schnittpunkt von A und A' und 
construirt man zu dem Strahle P", welcher s mit p verbindet, den 
bezüglich AA harmonisch conjugirten Strahl P, so wird jede durch 
p gehende Gerade die drei Strahlen AAP' in drei Punkten aa'p' so 
schneiden, dass {aa'pf'') z= — 1 ist. Es ist somit P der Ort der 
vierten harmonischen Punkte p'. Zugleich sieht man, dass, wenn 
{AAPP') = — 1 ist, jeder Punkt, welcher auf einer der beiden Ge- 
raden PP' liegt, die andere zur Polare bezüglich ÄÄ' hat. Ebenso 
ist die Polare eines Punktes, der auf einer der Geraden AÄ liegt, 
bezüglich PP' die andere der beiden ersten Geraden. 

„Die drei Polaren eines beliebigen Punktes f bezüglich der drei 
Gegen Seiten paare eines vollständigen Viereckes schneiden sich in 
einem und demselben Punkte j/, dessen Polaren wieder durch p hin- 
durchgeben." 

Es seien AA', BB', CC die drei Gegenseitenpaare des voll- 
ständigen Viereckes und P^ Pi die Pularen eines Punktes p bezüglich 
der Geradenpaare AA', BB', und p' der Schnittpunkt dieser Polaren. 
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Die Gerade 0, welche p mit p' verbindet, wird von den drei Gegen- 
seite »paaren in drei Punktepaaren aa, hh', cc' einer Involution ge- 
schnitten, für welche pp' offenbar die Doppelpunkte sind, da sie 
sowohl das Punktepaar aa', als auch hb' harmonisch trennen (weil 
pi' auf Pa und Pi liegt). Es sind somit auch pp'cc' vier harmonische 
Punkte und somit wird die Polare P^ von p bezüglich CC auch 
durch p' hindurchgehen müssen. Man sieht auch sofort ein, dass 
die Polaren von p' sich in p schneiden müssen. 
Aus dieser Betrachtung folgt zugleich : 

„Die beiden Doppelpunkte der Involution, welcher die drei 
Schnittpunktepaare einer Transversale mit den drei Gegenseiten- 
paaren eines vollständigen Viereckes angehören, sind die zwei ein- 
zigen auf der Transversale liegenden Punkte pj?' von der Beschaffen- 
heit, dass die Polaren des einen bezuglich der drei Gegen aeitenpaare 
durch den anderen hindurchgehen." 

76. „Wenn man zwei iß einer Ebene liegende projectivische 
Puiiktroihon aus einem Punkte ihrer Directionsaxe projicirt, so erhält 
j,.jj, 43 man zwei concentrische projec- 

tivische Strahlenbüschel , deren 
Strahlen sich vertauschuiigs- 
fähig entsprechen, d. h. irgend 
einem Strahle entspricht, ob man 
ihn zu dem einen oder zu dem 
anderen Büschel rechnet, ein und 
derselbe Strahl. Von zwei solchen 
projectivischenconcentrischenBü- 
rtauBchungsfähiger oder invo- 
! bilden eine Strahleuin volution." 
Es seien (Fig. 49) TT' die als Axen der beiden projectiviachen 
Pnnktreihen auftretenden Geraden und sei die Directionsaxe, d. h, 
die Gerade, welche die Punkte p'q verbindet, die dem gemeinschaft- 
lichen Punkte beider Axen entsprechen. Projicirt man die beiden 
Punkti-eihen aus einem beliebigen Punkte o von 0, so liefern je zwei 
entsprechende Punkte xx' der beiden Reihen zwei einander ent- 
sprechende Strahlen XX' der entstehenden concentrisehen projecti- 
vischen Büschel, Nun bringt es die Natur der Directionsaxe mit 
sich, dass die Schnittpunkte von ox und ox' mit T und T wieder 
zwei entsprechende Punkte y'y der beiden Punktreihen sind (Art. 40), 
so dass die Strahlen XX' auch als oy' und oy zwei entsprechende 
Strahlen Y' Y darstellen. Wenn man also ox als zum ersten Büschel 
gerechnet mit Ä" und als zum zweiten Büschel gerechnet mit Y' 




schein sagen wir, sie seien i 
lutorischer Lage oder 
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bezeichnet, so entspricht ihm in beiden Fällen derselbe Strahl ox 
als X' und als Y, wodurch der auegesprochene Satz bewiesen er- 
scheint. Die Directionsaxe stellt den Strahl Q (oder P') dar und 
es entspricht ihr der Strahl Q (oder P), welcher o mit dem Schnitt- 
punkte der beiden Axen verbindet. 

„Wenn eich in zwei coucentrisch projectivischen Stratlen- 
büschefn die Strahlen eines Paares vertauschungsfähig (iiivo- 
tutorisch) enteprechen, d. h. wenn dem einen Strahl, ob man ihn 
zu dem einen oder dem anderen Büschel rechnet, immer der andere 
Strahl als entsprechender zugeordnet erscheint, so gilt die Ver- 
täu schungsfähigkeit für alle Paare entsprechender Strahlen und die 
beiden Büschel bilden eine Involution." 

Es sei (Fig. 49) o der Scheitel der beiden projectivischen 
Büsche! and XX' das Paar vertäue eh ungefällig sich entspT'echeuder 
Strahlen, so dass man X als Y' und X' als Y betrachten kann. Irgend 
einem Strahle wird, wenn wir ihn als P zum ersten Büschel rechnen, 
ein ganz bestimmter Strahl P' im zweiten Büschel entsprechen und 
wir haben nun nachzuweisen, dass, wenn man P als Strahl des 
zweiten Büschels, etwa als Q' betrachtet, ihm derselbe frühere 
Strahl P' als entsprechender Strahl Q zugeordnet ist. Zu dem Be- 
hufe legen wir durch einen beliebigen Punkt von (PQ") zwei be- 
liebigen Transversalen TT und schneiden die erste mit dem Büschel 
XYP ... in einer Punktreihe xy^ . . . und die zweite mit dem 
Büschel X'Y'P'Q... in der "Piinktreihe x'y'f'q' . . . Die beiden 
Punktreihen werden nach einem früheren Satze auch projectivisch 
sein und da o als Schnittpunkt von xij mit x'y auftritt und da f' 
der dem gemeinschaftlichen Punkte ^ entsprechende Punkt ist, so 
ist op' oder P die Directionsaxe der beiden Punktreihen iind 
wird daher T in dem Punkte q schneiden, so dass der Strahl 05 
oder Q wirklich mit P identisch ist, was zu beweisen war. 

Es ist offenbar auch bei den involutorischen Strahlenbüscheln 
überflüssig, dieselben von einander unterscheiden zu wollen, da es 
der Natur der involutorischen Lage entsprechend ganz gleichgiltig 
ist, ob man einen Strahl als X zu dem einen oder als Y' zu dem 
anderen Büschel rechnet, da ihm in beiden Fällen ein und derselbe 
Strahl X' (=r Y) entspricht. Die in involutoriseher Lage befind- 
lichen Strahlenbüechel bestehen aus unendlich vielen Paaren XX' 
einander entsprechender Strahlen, von denen jedes vollständig be- 
stimmt ist, sobald mau einen seiner Strahlen, z. B. X, kennt, weil 
der andere X' als der zu X enteprechender Strahl mitgegeben er- 
scheint. 



y Google 



148 Kwsifte. Kiyitei. 

Die Uosultate der letzten Betrachtungen können nun etwa 
folgen de rmaesen ausgesprochen werden : 

„Zwei projectivisehe Punktreiheii werden aus jedem Punkte 
ihrer Directionsaxe in einer Strahlen in volution projicirt." 

„Wenn zwei concentrische projectivisehe Strahlenbüschel eine 
Involution bilden, so schneiden sie irgend zwei Transversalen TT' 
in zwei projecti vi sehen Punktreihen, deren Directionsaxe durch 
den Scheitel der beiden Strahlenbüschel hindurchgeht." 

Und zwar ist (Fig. 49) die Directionsaxe jener Strahl der 
Büschel, welcher dem durch den Schnittpunkt der beiden Transver- 
salen TT hindurchgehenden Strahle entspricht. Daraus folgt, dass 
die Punkte der Directionsaxe die einzigen Punkte sind, aus denen 
die beiden projectivischeu Punktreihen durch Strahleninvolutionen 
projicirt werden. 

77. „Die beiden Doppelstrahlen zweier involutorisch liegender 
projectivischer Strahlenbüschel werden von jedem Paar entspre- 
chender Strahlen harmonisch getrennt." 

Es sei der Scheitel {EE"), der eine sieh selbst entsprechende 
Strahl (Doppelstrahl) der beiden involutorisch liegenden Strahlen- 
büschel und XX' ein Paar entsjirechender Strahlen derselben , so 
dass man dei' Vertauschungsfähigkeit wegen X als Y' und X' als Y 
betrachten kann. 

Irgend zwei durch einen beliebigen Punkt (ee') von {EE') hin- 
durchgehende Transversalen TT (die Figur möge der Leser selbst 
entwerfen) werden von den beiden Strahlenbüscheln EXY . . . 
E'X'Y' ... in zwei Punkti'eihen exy . . . ^x'y' . . . geschnitten, welche 
projectivisch und überdies perspectivisch sind, da der beiden Axen 
gemeinschaftliche Punkt (ee') sich selbst entspricht. Das Perspec- 
tivitätscentrum s der beiden Punktreihen liegt (Art. 55) auf dem 
zweiten Doppelstrahl {FF) der beiden Büschel. Nun ergibt sich s 
als Schnittpunkt von xx' mit yy und aus dem vollständigen Vierseit 
XX' TT folgt sofort, dass XX' harmonisch conjugirt sind bezüglich 
{EE') und Vs oder {FF), d. h. es ist {EFXX') = — 1. 

Wenn also EF die Doppelstrahlen der Involution sind, so ent- 
spricht irgend einem Strahle X jener Strahl X', welcher zu X be- 
züglich EF harmonisch conjugirt ist. 

„Die sämmtlichen Paare entsprechender Strahlen einer Invo- 
lution stellen sieh somit dar als jene sämmtlichen Strahlenpaare XX', 
welche ein und dasselbe Strahlenpaar EF harmonisch trennen; 
letzteres ist das Paar der sich selbst entsprechenden Strahlen (Doppel- 
sti^ahlen)." 
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Es ergibt aich somit die Strahl eiiiiivolution als specieller Fall 
coülocaler projectivischer StrahJenbüschel, deren charakteristisches 
Doppelverhältniss (das constante Doppelverhältniss, welches irgend 
zwei entsprechende Strahlen mit den beiden Doppektrahlen be- 
stimmen [Art. 51J) gleich ist der negativen Einheit. 

Da die Winkelhalbiren den der Strahlen EF in Bezug auf diese 
Strahlen ebenfalls harmonisch conjugirt sind (Art. 10), so bilden sie 
auch ein Paar entsprechende!' Sti'ahlen der Involution. 

j,Die zwei Strahlen HH', welche die von den Doppolstrahlcn 
S^' gebildeten Winkel halbiren, sind auch zwei entsprechende Strahlen 
der Involution." 

Die beiden Strahlen HH' stehen auf einander senkrecht, weil 
der von ihnen eingeschlossene Winkel sieh als Summe der Hälften 
zweier Nebenwinkel darstellt; wir werden später sehen, dass HH' 
das einzige Strahlenpaar der Involution ist, welches einen rechten 
Winkel bildet. 

Wenn die beiden Doppelstrahlen EF auf einander senkrecht 
stehen, so wird man den zu einem Sti-ahle X entsprechenden Strahl 
X' als jenen erhalten, welcher mit E (oder mit F) denselben Winkel 
bildet wie X. Denn dann werden EF als Halbirungs strahlen des 
Winkele XX' auftreten und die beiden Strahlenpaare EFXX' sind 
somit harmonisch, 

„Wenn die Doppelstrahlen einer Involution auf einander senk- 
recht stehen, so bilden je zwei einander entsprechende Strahlen mit 
dem einen Doppelstrahl beiderseits gleiche Winkel und ebenso mit 
dem anderen. Alle Strahlenpaare haben ein gemeinschaftliches Paar 
von Winkelhatbirenden und diese sind eben die beiden Doppel- 
strahlen." 

78. „Die projeetivische Beziehung zweier involutorischer 
Strahlenbüschel ist durch zwei Paare entsprechender Strahlen voll- 
kommen bestimmt." 

Sind AA', BB' zwei Paare entsprechender Strahlen, so kann 
man der Vertauschungsfähigkeit wegen A' als C und A dann als C" 
betrachten, und es wird nun durch die drei Strahlenpaare AA' , BB, 
CC die Projeetivität vollständig bestimmt sein und zugleich ist 
durch die VertauschungsfUhigkeit der Strahlen AA' auch jene aller 
übrigen einander entsprechender Strahlen bedingt (Art. 76). 

Die beiden Doppelstrahlen EF der durch AA', BB' bestimmten 
Involution ergeben sich als die zwei Strahlen , welche sowohl von 
AA' als auch von BB' harmonisch getrennt werden und können 
nach Art. 66 leicht construirt werden. Legt man durch den Scheitele 
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der Strahleniiivolution eiiiou beliebigen Kreis, welcher von AA' BB' 
in ad, hh' geschnitten wird, und consti-uirt man aus dem Schnitt- 
punkte von ad mit hb' an den Kreis die beiden Tangenten, so werden 
ihre Berührungspunkte mit o verbunden, die beiden Doppelsti-ahlen 
EF liefern. 

Aus den Betrachtungen desselben Artikels folgt überdies : 

„Wenn die Doppelstrahlen EF reell sind, so sind die Strahlen 
irgend eines Paares in Bezug auf die Strahlen irgend eines anderen 
Paaren entweder beide äussere oder beide innere Strahlen ; sind die 
Doppel strahlen EF imaginär, so werden die Strahlen eines jeden 
Paares von den Strahlen eines jeden anderen Paares beiderseits von 
einander getrennt." 

79. Die meisten Resultate der letzten Artikel können aus den 
Sätzen übei' PunktinvoUitionen abgeleitet werden auf Gi'uud der 
folgenden einfachen und wichtigen Beziehung: 

„Wenn man ans zwei conloealen projectivischen , in vertau- 
schungsfiihiger Lage befindliehen Gebilden (also aus einer Invo- 
lution) durch die Operation des Schneidens oder jene des Projicirens 
zwei neue conlocale projectivische Gebilde ableitet, so sind dieselben 
auch in vertauschungsföhiger Ijage (bilden ebenfalls eine Involution)." 

Donn sind z. B. zwei concentrisehe projectivische Strahlen- 
büschel gegeben, so werden sie (Art. 50) jede beliebige Gerade ihrer 
Ebene in zwei coaxialen projectivischen Punktreihen schneiden, so 
dass je zwei entsprechende Strahlen XX' auf der Geraden zwei 
entsprechende Punkte xx bestimmen; wenn nun XX' sich ver- 
tausch ungsfehig entsprechen, so kann man X' als Y und X als Y' 
betrachten, man wird also auch x' als y und x als y betrachten können, 
d, h. die Pimkte xx entsprechen sich dann auch v er tausch ungs- 
lähig. Umgekehrt folgt aus der Vertauschungsfahigkeit von x und 
x jene von X und X', Wir haben somit den Satz : 

„Jede Strahlen Involution wird von jeder Geraden ihrer Ebene 
in einer Punktinvolution geschnitten und jede Punktinvolution wird 
aus jedem Pixnkte durch eine Strahleninvolution projicirt. Jedes 
Paar entsprechender Strahlen geht durch ein Paar entsprechender 
Punkte und umgekehrt, und insbesondere gehen aber die Doppel- 
strahlen durch die Doppelpunkte oder letztere Hegen auf den 
ersteren," 

Man kann somit aus den Eigenschaften der Punktinvolution, 
indem man letztere aus einem beliebigen Punkte projicirt, Eigen- 
schaften der entstehenden Strahleninvolution ableiten oder um- 
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Wenn man die Punkte zweier eonlocaler vertauschungsfahig 
projeetiviBcliev Punktreihon aus einer beliebigen Äxe des Raumes 
dnrcli Ebenen projicirt, oder wenn man die Strahlen zweier eon- 
localer vertan schungsfiiliig pro] ectivis eher Strahlen husche I aus einem 
beliebigen Punkte des Raumes durch Ebenen projieirt, so erhält 
man zwei coaxiale projectivische Ebenenbüschel, welche offenbar 
ebenfalls in vertauschxmgsföhiger Lage sein werden, so zwar, dass 
jeder Ebene, ob man sie zu dem einen oder dem anderen der beiden 
Büschel rechnet, immer dieselbe andere Ebene projectiviseh ent- 
sprechen wird. Denn je zwei entsprechende Ebenen ^^' gehen durch 
zwei entsprechende Punkte xx' der Reihen, (respective zwei Strahlen 
XX' der Büschel); und nachdem sich xx' auch als y'^ (oder XX' 
als Y'Y) entsprechen, werden sich auch die Ebenen i^' als tir,, 
respective entsprechen, so dass aus der Vertauschungsi^higkeit 
der beiden ursprünglichen Gebilde auch jene der Ebenenbüschel 
folgt. Zwei Bolche Ebenenbüsche] werden als in involutorischer 
Lage oder als eine Ebeneninvolution bezeichnet. Da man offenbar 
aus zwei solchen Ebenenbüscheln durch den Schnitt mit einer 
Geraden eine Punktinvolution und durch den Schnitt mit einer 
Ebene eine Strahlen in volution ableiten wird, so gelten die für Punkt- 
und Strahleninvolutionen bewiesenen Sätze auch sofort für Ebenen- 
involutionen. So vor allem die Sätze: 

„Aus der Vertauschmigsfähigkeit der Elemente eines Ebenen- 
paares folgt auch jene der Elemente aller Paare." 

„Die Ebenen in volution ist vollkommen bestimmt durch zwei 
Paar entsprechender Ebenen aa', ßß'." 

„Die Ebeneninvolution besitzt zwei Doppelebenen (sich selbst 
entsprechende Ebenen) s, y, welche von jedem Paar entsprechender 
Ebenen ^^' harmonisch getrennt werden, (sa^?') = — 1." 

„Die Ebenen, welche die Winkel von s und f halbiren, bilden 
aueh ein Paar der Involution." 

„Wenn die Doppelebenen auf einander senkrecht stehen, so 
bilden je zwei einander entsprechende Ebenen mit der einen Doppel- 
ebene beiderseits gleiche Winkel und ebenso mit der anderen ; alle 
Ebenenpaare haben in diesem Falle ein gemeinschaftliches winkel- 
haibirendes Ebenenpaar und dieses ist das Paar der beiden Doppel- 
ebenen." 

Fassen wir die Resultate der Betrachtungen dieses Artikels zu- 
sammen, so haben wir den Satz: 

„Wenn zwei conloeale projectivische Gebilde eine Involution 
bilden, so bilden auch je zwei mit ihnen perspectivische und conloeale 
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Gebilde eine Involution. Jedem Elcmentenpaar der einen Involution 
entspricht perspectiviech ein Elementenpaar der anderen, und ins- 
böBoodere entspricht jedem Doppelelemente der einen ein Doppel- 
eiemeiit der anderen." 

Wenn man also z. B. eine Punktinvolutioa aus einem beliebigen 
Punkte durch Strahlen, oder aus einer beliebigen Axe durch Ebenen 
auf eine zweite Gerade projicirt, so erhält man wieder eine Invo- 
lution von Punkten u, s. w. 

Zwei solche durch die Perspectivität zusammenhängende In- 
volutionen werden als zwei perspeetivische Involutionen be- 
zeichnet. 

Die drei Gegenseitenpaare eines vollständigen Viereckes sehnei- 
den jede, also auch die unendlich weite Gerade, in drei Punktepaaren 
einer Involution, welche, mit irgend einem Punkte verbiinden, drei 
Strahlenpaare einer Strahleninvolution liefern werden, d. h.; 

„Legt man durch einen beliebigen Punkt Parallele zu den drei 
Gegeneeitcnpaaren eines vollständigen Viereckes, so erhält man drei 
Strahlenpaarc einer Involution." 

80. „Die drei Strahlenpaarc, welche irgend einen in der Ebene 
eines vollständigen Vierseits gelegenen Punkt mit den drei Gegen- 
eckenpaaren des Vierseits verbinden, 
sind drei Strahlenpaare einer Invo- 
lution." 

Es seien (Fig. 50) SS'S"S"' die 
vier Seiten des Vierseits, ahc die auf 
S liegenden drei Ecken SS', SS", SS'" 
und a'b'c deren Gegenecken; ferner 
^rU sei ein beliebiger Punkt der Ebene, 
welcher,mit den drei Gegeneckenpaaren 
aa', bb', co verbunden, die Strahlen paare 
äA', BB', CC liefert. Beti-achten wir 
die Involution, welche durch die zwei Strahlenpaare BB', GC be- 
stimmt erscheint und schneiden wir je zwei entsprechende Strahlen 
derselben mit den beiden Transversalen SS', so ergeben sich (Art. 76) 
auf S, 8' zwei projectivische Punktreihen, deren Directionaaxe 
durch hindurchgehen muss. Da nun den Strahlen B, C, welche 
S in b, c sehneiden, die Strahlen B', C , welche iS' in V, c' schneiden, 
als involutorisch entsprechende zugeordnet sind, so entsprechen den 
Punkten hc auf S die Punkte h'c auf S' projectiyisch und muss 
somit durch den Schnittpunkt von ba mit b'c, d. h. durch d hin- 
durchgehen ; es ist somit od oder A' die Directionsaxe der beiden 
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Puiiktreihen. Dieser entspricht jedoch (Art. 76) der nauh dem 
Schnittpunkte der beiden Axen SS', d. h. nach a gerichtete Strahl A 
involutorisch, womit nachgewiesen ist, daas wirblich ÄA' ein Strahlen- 
paar der Involution ist, welche durch BB', CC bestimmt erscheint. 

Aufgabe. Eine Strahlen in volution mit dem Scheitel o ist durch 
zwei Strahlenpaare BB', CC gegeben ; man soll den einem beliebigen 
Strahle A entsprechenden Strahl A' construiren. 

Durch einen beliebigen Punkt a von A (Fig. 50) lege man 
zwei willkürliche Transversalen ßS', welche BB' in hb' und CC in 
CC schneiden mögen; die Geraden bc, h'c werden sich in einem 
Punkte d schneiden, welcher, mit o verbunden, den gesuchten Strahl 
A' liefert, denn in der That sind die drei Strahlenpaare nach den 
der Gegeneckenpaare eines vollständigen Vierseits gerichtet. 

Da jede Strahleninvolution von einer beliebigen Geraden in 
einer Pnnktin volution geschnitten wird, so gilt offenbar auch der Satz : 

„Projicirt man die drei Gegen eckenpaare eines vollständigen 
Vierseits auf eine beliebige Gerade, so erhält man drei Punkte- 
paare einer Involution." 

Wenn der Punkt, ans welchem projicirt wird, in unendlicher 
Entfernung Hegt, so erscheinen durch die drei Gegen ecken paare zu 
einander parallele Gerade gezogen, welche auf jeder Geraden drei 
Punktepaare einer Involution bestimmen. 

81. Fällt der Punkt o auf eine Seite des Diagonaldreiseits des 
vollständigen Vierseits, z. B. auf ad, so tritt diese Diagonalseite als 
Doppelstrahl der Involution auf, welche durch die nach den beiden 
anderen Gegeneckenpaaren hh', <x' gerichtete Strahlenpaare bestimmt 
erscheint, da in diesem Falle sowohl A als auch A' mit ad zusammen- 
fallt. Wird o eine Ecke des Diagonaldreiseits, so tritt jede der sich 
in schneidenden Diagonal selten als Doppelstrahl der Involution 
auf und es werden somit diese beiden Diagonalseiten von den durch 
ihren Schnittpunkt gehenden, nach den auf der dritten Diagonal- 
seite gelegenen Gegenecken des Vierseits gerichteten Strahlen har- 
monisch getrennt; so gelangt man zu den harmonischen Eigen- 
schaften des vollständigen Vierseits, als zu einem besonderen Falle 
der involutorischen Eigenschaften desselben. 

Wenn man jeden Punkt einer festen Geraden P mit einem 
festen Punktepaar cud durch das Strahlenpaar AA' verbindet und 
zu P bezüglich AA' den harmonischen Strahl P' aufsucht, so gehen 
alle Strahlen P' durch einen festen Punkt f der Geraden ad hin- 
durch, welchen man als den Pol der Geraden P bezüglich des 
Punktepaares ad bezeichnet. Dieser Punkt p ist offenbar harmonisch 
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conjugh-t bezüglich aa' ku dem Punkte p, in welchem P die Go- 
rade aa trifft, da aus (o,a'pp') = — 1 sofort auch [ÄA'P'P'j := ^ 1 
folgt. Man sieht sofort, dass jede durch p' gehende Gerade p zum 
Pole hat lind jede durch p gehende Gerade den Punkt p'. Der 
Pol der unendlich weiten Geraden igt der Halbirungspunkt der 
Strecke ää", 

„Construirt man die drei Pole einer Geraden P bezüglich der 
drei Gegen ecken paare eines vollständigen Vierseits, so liegen sie auf 
einer \ind derselben Geraden P', deren Pole wieder auf P liegen," 

Es seien aa, bh', cc die drei Gegeneckenpaare des Vierseits 
und paPb die Pole einer beliebigen Geraden P bezüglich der beiden 
Punktepaare aa', hh', und P' sei die Verbindungslinie von p„ mit p^ 
und der Schnittpunkt von P mit P'. Die von o aus nach den 
drei Punktepaaren aa', hh', cc gerichteten Strahlenpaare AA' BB', CC 
gehören einer Involution an, deren Doppelstrahlen PP' sind. Denn 
weil fa der Pol von P bezüglich aa' ist, so ist i^AA'PP') = — 1 
und weil p^ der Pol von P bezüglich hb' ist, ist auch (BB'PP") ;= — 1, 
so dass PP' gleichzeitig die beiden Strahlenpaare AA', BB' harmo- 
nisch trennen und daher die Doppelstrahlen der durch AA', BB' be- 
stimmten Involution sind. Da nun derselben Involution auch das 
Paar CC angehört, so ist auch (CC'PP') ^ — 1, und somit wird P' 
die Gerade cc' in dem Pole p^ von P bezüglich cc' schneiden. Es 
liegen aiso paPt,Pc alle aufP'. Man sieht auch sofort, dass die Pole 
von P' auf P liegen müssen (es sind die Schnittpunkte von P mit 
aa', bb', ce). Zugleich ist der Satz mitbewiesen : 

„Durch einen Punkt o gehen nur zwei Gerade PP' von der 
Beschaffenheit, dass die Pole der einen bezüglich der Gegenecken- 
paare eines vollständigen Vierseits auf der anderen gelegen sind; 
es sind dies die beiden Doppelstrahlen jener Involution, welcher die 
drei von o nach den Gegeneckenpaaren des Vierseits gehenden 
Strahlenpaare angehören." 

Lässt man P mit der unendlich weiten Geraden der Ebene 
zusammenfallen, so werden p>„pbPc die Halbirungapunkte der Strecken 
aa', bb', ce, d. h. : 

„Die Halbirungspunkte der von den drei Gegen ecken paaren 
eines vollständigen Vierseits begrenzten Strecken liegen auf einer 
und derselben Geraden" (vergl. Art. 21). 

82. Den im Art. 74 entwickelten metrischen Eigenschaften des 
Centralpunktes einer Punktinvolution entsprechen ähnliche Relationen 
in der Strahlen Involution, welche in Verbindung mit gewissen Eigen- 
schaften der Punktinvolutionen entwickelt werden sollen. 
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Es sei (Fig. 51) u der Ceiitralpunkt einei' auf T boötidücheii 
Punktinvolution und aa\ xx' irgend zwei Paare der Involution, welche 
durch u und aa' bestimmt erscheint (Art. 72); zwischen aa', xx' und 
i( besteht dann die Relation; 



Denkt man sich nun durch einen beliebigen Punkt s der Ebei 
und die einzelnen Punktcpaare xx' Kreise K.^ gelegt, so worden s 
die Gerade ms in einem und demselben Pvmkte schneiden 
denn bestimmt man auf ms den Punkt t, so dass 




so wird der Punkt t auch auf jedem der Kreise K^^ Hegen müssen, 
weil dann auch ux . lixe' = us . ut ist. 

„Die Kreise K^, welche mati durch die einzelnen Punktepaare 
einer Involution und durch einen beliebigen Punkt » hindurchlegt, 
gehen auch alle durch einen 
und denselben zweiten Punkt ( 
hindurch, welcher mit s und 
mit dem Oentralpunkt der In- 
volution in gerader Linie Siegt," 

Hieraus folgt auch : 

„Die durch dieselben zwei 
Punkte hindurchgehenden 
Kreise schneiden jede Gerade 

ihrer Ebene in Punktepaaren einer Involution; dei' ( 'entralpunkt 
derselben liegt auf der Verbindungslinie jener zwei Punkte." 

Sind nämlich s,t (Pig. 51) die beiden Punkte, durch welche 
die Kreise K^ K^ ■ . ■ hindurchgehen, und sind ad, xx' . . . die 
Schnittpunktepaare dieser Kreise mit irgend einei' Transversale T, 
welche von st in « geschnitten wird, so ist ; 

ua . lut = ttx . v/x = . . .j 

denn jedes dieser Producte ist gleich us . ut. 

Ist eine Punkt involution auf T durch zwei Punktepaare aa\ xx' 
bestimmt, und legt man durch a und d einen beliebigen Kreis Ä« 
und ebenso durch xx' einen Kreis K^, welcher K^ in den reellen 
Funkten s, t schneidet, so wird nach Obigem die Gerade at den 
Träger T im Centralpunkt u schneiden, und den zu einem Punkt y 
entsprechenden Punkt y findet man als den zweiten Schnittpunkt 
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von T mit dem durch s, t und y hindurciigeheiiden Kreis K,,. Um 
die Doppelpunkte der Involution zu erhalten, braucht man nur jene 
durch 8 und t hindurchgehenden Kreise aufzusuchen, welche T be- 
rühren ; jeder solche Kreis berührt T in einem Doppelpunkte der 
Involution, weil dieser Berührungspunkt die beiden Schnittpunkte 
des Kreises mit T, also zwei entsprechende Punkte der Involution 
in sich vereinigt. Diese berührenden Kreise sind reell, wenn s und 
t auf derselben Seite von T liegen, und man erhält die Entfernung 
des Berührungspunktes vom Punkte u, wenn man von !( aus an 
irgend einen der durch st gehenden Kreise, z. B. an K^j die Tangente 
up legt ; es ist «j>* = ux . ux' = ua . ua =: ... 

Wenn man also up von m aus auf T beiderseits aufträgt, so 
erhält man jene Punkte e, /, welche sich involutorisch selbst ent- 
sprechen, die beiden Doppelpunkte. Sind s, t durch T von einander 
getrennt, so gibt es keinen reellen Kreis, welcher durch s und ( 
geht und Tbeiührt; die beiden Doppelpunkte sind in diesem Falle 
imaginär, 

83. Wird eine Strahleninvolution mit einer beliebigen Trans- 
versale geschnitten, so entsteht eine Punktinvolution auf der letzteren. 
Es sei (Fig. 51) s der Scheitel der Strahleninvolution und XX' irgend 
ein Paar entspi'ech ender Strahlen, welche eine beliebige Transver- 
sale T in dem Punktepaar xaf schneiden mögen ; alle Paare xx bilden 
auf T eine Punktinvolution, Dem zu T parallelen Strahle U' wird 
ein bestimmter Strahl U der Strahleninvolution entsprechen und es 
wird offenbar der Schnittpunkt w von U mit T der Centralpuiikt 
der auf T entstehenden Punktinvolution sein, da er mit dem unend- 
lich weiten Punkte w' von T ein Paar der Involution bildet. Legt 
man also durch jedes Punktepaar xx' und den Scheitel s einen 
Kreis K^, so werden alle diese Kreise K^ die Gerade su oder U 
in ein und demselben Punkte t schneiden müssen. Die Mittelpunkte 
aller dieser Kreise liegen auf der im Halbirungsp unkte h der Strecke at 
auf dieser errichteten Senkrechten, welche T m m schneiden möge; 
jener Kreis K^, welcher durch s, t hindurchg'eht und m zum Mittel- 
punkte hat, wird T in einem Punktepaar nn schneiden, welches, 
mit s verbunden, ein Paar auf einander senkrecht stehender ent- 
sprechender Strahlen NN' liefert. Dass dieses Paar NN' das ein- 
zige Paar einander entsprechender Strahlen ist, welche aufeinander 
senkrecht stehen, folgt daraus, weil der Kreis K„ der einzige durch 
s und t gehende Kreis ist, dessen Mittelpunkt auf T liegt. Man 
nennt das Strahlenpaar NN' das rechtwinklige Strahlenpaar 
der Involution. 
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„Eine Stralileiiinvolution besitzt nur ein einziges lechtwink- 
liges Strahlenpaar ; wir haben in Art. 77 gesehen, diss disselbe au? 
der Winkelhalbir enden der beiden Doppelstrahlen Ei besteht " 

Da man von einer Involution zwei Paaie entspieuhendei 
Strahlen beliebig wählen kann, so wird man auch die Schenkel 
iVW, äJ^ zweier rechter Winkel mit gemeinschaftlichem Scheitel s 
als die Involution bestimmend betrachten können. In diesem Falle 
liegt der Mittelpunkt des Kreises K^ und des Kreises K^ auf der 
Geraden T, so dass dieselbe (Fig. 52} die Mittelpunkte aller der 
Kreise K^ enthalten muas; in der That ist auch t in diesem Falle 
ein Punkt, welcher in der von s aus auf T gelallten Senkrechten 
von T ebenso weit entfernt liegt wie b. Es wird somit jeder Kreis 
Ka die Gerade T in einem Punktepaar 
xa! schneiden, welches einen Durch- 
messer von K^ begrenzt und daher am 
Scheitels einen rechten Winkel bestimmt, 
d. h. es wird X' \.X sein. 

„Wenn also eine Strahlen in volution 
zwei Paar rechtwinkliger Strahlen be- 
sitzt, so sind alle Sti'ahlenpaare der In- 
volution rechtwinklig, so dass irgend einem Strahle der zu ihir 
winklige als entsprechender zugewiesen ist." 

Oder: „Wenn sieh ein rechter Winkel in seiner Ebene um 
seinen Seheitel hemmdreht, so beschreibt sein Scheukolpaar als Paar 
entsprechender Sti'ahlen eine Involution (besonderer Art)." 

Man nennt deshalb eine solche Involution, in welcher jeder 
Strahl mit seinem entsprechenden rechte Winkel büdet, eine In- 
volution rechter Winkel oder eine rechtwinklige Involution. 

Wir haben in Art. 61 gesehen, dass man je zwei zu einander 
senkrechte Gerade zu betrachten hat als harmonisch conjugirt be- 
züglich der aus ihrem Schnittpunkte nach den unendlich weiten 
imaginären Kreispunkten ihrer Ebene gerichtelen imaginären Strahlen ; 
hieraus folgt sofort: 

„Die imaginären Doppelstrahlen "EF einer rechtwinkligen 
Strahleninvolation verbinden den Scheitel s der Involution mit den 
unendJich weiten imaginären Kreispunkten ihrer Ebene." 

Denn diese zwei (imaginären) Strahlen werden von jedem 
Strahlenpaare der rechtwinkligen Involution harmonisch getrennt. 

„Wenn eine Punktinvolution zwei imaginäre Doppelpunkte be- 
sitzt, so gibt es in jeder durch ihre Axe hindurchgehenden Ebene 
zwei reelle Punkte', aus welchen die Punktiii volution durch rechte 
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winklige Strahle ninvoliitionen projicirt wird. Die Scheitel aller solchen 
Strahleninvolutionen erfüllen einen Kreis, dessen Ebene durch den 
Centralpunkt der Punkt Involution hindurchgeht und zur Axe der- 
selben senkrecht steht." 

Sind (Fig. 52) aa, nn irgend zwei Punktepaare der Involution 
auf T, 80 wird jedes durch das andere getrennt erscheinen, so dass 
die beiden über aa' und mi als Durchmesser in derselben Ebene 
beschriebenen Kreise K^K^ sich in zwei reellen, in einer zu T 
senkrechten Geraden liegenden, von T beiderseits gleichweit ent- 
fernten Punkten s, t schneiden werden, Projicirt man die Involution 
aus einem dieser beiden Punkte, z. B. aus s, so wird man eine 
Strahleninvolution erhalten, welche rechtwinklig sein rauss, da sie 
die beiden rechtwinkligen Strahlenpaare sa, sa'\ sn, sn' enthält; das- 
selbe gilt von (. Offenbar sind auch s und t die einzigen Punkte 
der Ebene, aus denen sich die Punktinvolution durch eine recht- 
winklige Strahleninvolution projicirt. Dreht man die Ebene um T, 
so werden die beiden Punkte s, ( einen Kreis beschreiben, dessen 
Ebene senkrecht zu T ist, dessen Mittelpunkt auf 7" Hegt und dessen 
Durchmesser st ist. 

Die imaginären Doppelstrahlen EF der Involution, deren 
Scheitel s ist, verbinden den Punkt s mit den imaginären Kreis- 
punkten ü' der Ebene und schneiden T in den imaginären Doppel- 
punkten ef der Punktinvolution; ebenso verbinden die imaginären 
Doppel strahlen E'F' der Strahlen Involution t den Scheitel A mit u 
und schneiden T in ef. 

,, Wenn man also irgend zwei Punkte st der Ebene mit den 
imaginären Kreispunkten ii' dieser Ebene verbindet, so erhält man 
vier imaginäre Gerade EFE'F', welche sich ausser in stii' noch in 
zwei imaginären Punkten e/ schneiden, deren Verbindungslinie T reell 
ist, auf st senkrecht steht und die Entfernung st halbirt. Die Punkte 
e,,f sind die Doppelpunkte der Involution, welche auf T von den 
rechtwinkligen Strahle n in vo! uti on en , deren Scheitel s, t sind, be- 
stimmt wird." 

84. Aus dem Satze, dass eine Strahleninvolutiou, welche zwei 
reclitwinklige Paai-e besitzt, aus lauter solchen Paaren hestebt, folgt 
sofort : 

„Wenn aa', hh', cc' die drei Gegen eckenpaare eines vollständigen 
Vierseits sind, so schneiden sich die drei Kreise, welche die Strecken 
aa', hh', cc' zu Durchmessern haben, iji denselben zwei Punkten." 

Denn sind Ka, K,,, Ä'„ diese Kreise und fj^' die Schnittpunkte 
von K„ mit Ä',,, so inuas jeder dieser Punkte auch auf K,. liegen; 
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deim die von f aus iiacli ad, bh', cc gerichteten Strahlen ÄÄ, BB', 
CO" gehören einer Involution an und da A' J_ Ä, B' ±. B ist, muss 
auch C" _L C sein, d. h. /_ cpc' ist ein rechter Winkel und somit 
wird der über cc' beschriebene Kreis K^ durch p hindurchgehen 
müssen ; dasselbe gilt natürlich von p'. 

Aus dem eben bewiesenen Satze kann man wieder zu dem 
schon Kweima] entwickelten Satze (Art. 21 und Art. 81) zurück- 
kehren, da die Ilalbirungspunkte der Strecken aa', hh', ce als Mittel- 
punkte der Kreise K^ -ffi K, in der Geraden liegen müssen , die 
man auf pp' im Halbirungspunkte dieser Strecke senkrecht errich- 
ten kann. 

Im Artikel 79 ist gezeigt worden, dass die durch einen Punkt 
zu den drei Gegen Seiten paaren eines vollständigen Vierecks parallel 
gezogenen drei Strahlenpaare einer Involution angehören. Wenn 
also zwei von ihnen rechtwinklig sind, so muss auch das dritte 
rechtwinklig sein, d. h.: 

„Wenn zwei Seiten eines vollständigen Vierecks auf ihren 
Gegenseiten senkrecht stehen, so stehen auch die beiden noch übrig 
bleibenden Gegenseiten auf einander senkrecht." 

Betrachtet man irgend drei nicht durch dieselbe Ecke hindurch- 
gehende Seiten eines solchen Viereckes, so bilden sie ein Dreieck, 
dessen Ecken zugleich Ecken des Viereckes sind und dessen drei 
Höhenperpendikel die übrigen Seiten des Viereclies sind und sich 
in dem Höhenscbnittpnnkt als der vierten Ecke des Viereckes durcli- 
schneiden. 

85. „Zwei entsprechende Strahlen XX' einer Strahleninvolution 
bestimmen mit jedem der beiden rechtwinkligen Strahlen NN' zwei 
Winkel, deren goniometrische Tangenten ein constantes Product be- 
sitzen." 

Es seien NN' die auf einander senkrechten Strahlen , welche 
zugleich ein Paar der Involution bildeji. Irgend eine zu N' parallele 
Gerade 7" wird von der Strahleninvolution, deren Scheitel s sein möge, 
in einer Punktinvolution geschnitten, für welche der auf N liegende 
Punkt 11 offenbar der Centi-alpunkt u ist. Wenn also xx' die Schnitt- 
punkte von T mit XX' sind, so ist nach Art. 74 ux . va:' constant, 
also etwa : 

1LT . ux' = k. 

Lnd nx' = t<jNX', und es 



Kinimt man k 


x= 1, 


so wird ux ^ t.ffNX 


ist somit: 




tgNX . fgNX' ~ 
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wie zu beweisen war. Diiss tgN'X' . tgN'X' gleich ist clci 

proliGii Wertlie dieser Constanlen ist klar, da tgN'X 

tgN'X' 



tgNX 



~ tgNX" 



1 



tgN'X. tgN'X- ^- 

Die sich selbst entsprechenden Strahleji erhält man, wenn mau 
X' mit X zusanimenfalleii lässt ; dies gibt tgWX = h oder tgNX — 
■+ Vk, also sind die Doppelstrahlen E, F gegeben durch 

tgNE = + \rTc tgNF = — Vk. 

Sie sind reell, wenn k positiv, und imaginär, wenn k negativ ist. 
Da tgNF = — tgNE, so sehen wir wieder, dass N der lialbirungs- 
strahl des Winkel EF ist, und N' dann jener des Nebenwinkels. 

Ist die Involution eine rechtwinklige, so ist X' J_ X, somit 
/_NX''^ /_NX+ 90» und tgNX' = -— oder : tgNX . tgNX' 

:■=■ — 1; es ist somit für eine rechtwinklige Strahlen Involution ft = — 1. 
Die imaginären Doppelstrahlen E, F dieser Involuti on s ind also 
charakterisirt durch tgNE = + V— 1, tgNF = — V— 1. 

„Die einen Punkt s mit den imaginären Kreispunkten der 
Ebene verbindenden Geraden bilden mit irgend einer durch den 
Punkt gehenden Geraden (und somit auch mit irgend einer Geraden 
ihrer Ebene) zwei Winkel, deren gonionietrische Tangenten die 
Werthe + Y^^, — V^^l besitzen." 

86. „Legt man durch den Scheitel s einer Stralden Involution 
einen beliebigen Ki'eis K, so schneiden die Strahlenpaare XX', YY' . . . 
der Strahlen Involution diesen Kreis in Punktepaai'en xx', i/y' . . ., 
dei'en Verbindungslinien alle durch denselben Punkt p hindurch- 
gehen und deren wechselweise Schnittpunkte {xy', x'y) . . . auf einer 
festen Geraden P liegen. Die Schnittpunkte ef des Kreises mit den 
Doppelstrahlen liegen auf P und ihre Tangenten gehen durch p. 
Die Kreistangenten zweier auf entsprechenden Strahlen liegender'. 
Punkte xx sehneiden sich in Punkten von P und irgend eine Ge- 
rade der Ebene, welche den Kreis in zwei Punkten xy schneidet, 
trifft die Gerade, welche die Punkte x'y' verbindet, in einem Punkte 
von P." 

Sind EF die beiden Doppelstrahlen , XX', YY' irgend zwei 
ötrahlenpaare der Involution, deren Scheitel s sein mag (Fig. 53), 
und sind e,f, xx',yy' die Schnittpunkte dieser Strahlen mit irgend 
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Fig:. 53. 



eiiium durcih s hindurchgelieuden Kveise K, so muss, Aa, [EFXX') 
1^ — 1 ist und daher efxx vier harmoniBclie Punkte des Kreises 
aind, die Gerade xx' durch den Schnittpunkt p der in e und / an 
K gelegten Tangenten hindurchgehen {Art. 65); und aus demselben 
Grunde müssen sich die Tangenten der Punkte x, x' in einem Punkte 
5 schneiden, welcher auf der Verbind ungshnie P der Punkte e,f 
gelegen ist. Da XX', YY' zwei Paar entsprechender Strahlen der 
concentrisch-projectivischen Büschel sind, welche EF zu Doppel- 
strahlen haben, so muss nach Art. 57 der Schnittpunkt j)' der wechsel- 
seitigen Verbindungslinien xy', x'y auf P liegen. Da jedoch die 
beiden Strahlen XX' sich vertauschungsfähig entsprechen, so dass 
man X' als Z' und dann X als Z', und daher auch x' als z und x 
als z' betrachten kann, und da wieder ^y und zy' sich in einem 
Punkte von P schneiden müssen, so ist hiemit nachgewiesen, dass 
die Geraden xy und x'y' sich in 
einem Punkte f" von P schneiden 
müssen. 

Die Gerade pm, welche ^ mit 
dem Kreis mitte] punkte m verbindet, 
schneidet K in zwei Punkten mi', 
welche, mit s verbunden, offenbar 
das einzige rechtwinklige Strahlen- 
paar NN' der Involution liefern. 

Wenn ausser dem Stralileii- 
paare NN' noch ein zweites recht- 
winkliges Sti'ahlenpaar N^ N^' exi- 
stirt, so ist nicht nur nn' ein Kreis- 
durchmesser, sondern auch «ih,', und folglich fällt in diesem Falle 
p mit wi zusammen; es ist dann jode der Geraden xx' ein Durch- 
messer, folglich X' immer auf X senkrecht. Wenn die Doppel- 
strahlen EF auf einander senkrecht stehen, so sind ef Endpunkte 
eines Durchmessers, folglich p ein unendlich weiter Punkt. Dann 
sind ef offenbar immer die Halbirungapunkte der beiden von x und 
x' begrenzten Bögen, so dass die Winkel, welche X und X' mit E 
bilden, einander gleich sein müssen, und ebenso die Winkel, welche 
Xf X' mit F einschliessen ; E, F sind die beiden Halbirungslinien 
aller von entsprechenden Strahlen XX' gebildeten Winkel. 

Den am Eingang des Artikels stehenden Satz kann man offen- 
bar auch so aussprechen: 

„Wenn man die Punktepaare xx', welche die durch einen festen 
Punkt p gehenden Strahlen auf einem festen Kreise E bestimmen, 
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mit einem beliebigen Punkte s der Kreispeiipherie durch Strahlen- 
paare XX' verbindet, so bilden alle diese Strahlen paare eine Involution ; 
ihre Doppel strahlen gehen durch die Berührungspunkte e, /u. s. w." 

Dadiirch ist zugleich mit der in Art. 78 angeführten Construc- 
tion der Doppel strahlen eine einfache Methode der Vervollständigung 
einer durch zwei Strahlenpaare XX', YY' bestimmten Involution 
gegeben. Man legt K durch s; Ä" wird von XX', YY in xx',yy' 
geschnitten ; die Geraden xx', yy' bestimmen ihren Schnittpunkt j> 
und zugleich achneidet die der Ecke p gegenüberliegende Seite p'f" 
des Diagbnaldreieckea des Viereckes xx'yy' den Kreis in e,f, welche 
Punkte, mit s verbunden, die Doppelsti'ahlen EF liefern. Soll zu 
einem Strahle A der entsprechende A' aufgefunden werden, so hat 
man den Schnittpunkt a von Ä und K raitp zu verbinden; jm triift 
K zum zweitenmale in a, und sa ist der gesuchte Strahl A'. Die 
Gerade pm liefert überdies auch das rechtwinklige Strahlenpaar NN' 
der Involution. 

87. „Ist K irgend ein die Axe T einer Punktinvolution be- 
rührender Kreis und legt man durch die einzelnen Punttepaare xx', 
yy' . . . der Involution an K die Tangenten paare XX', YY' . . ., so 
liegen die Schnittpunkte {XX') (YY') . . . auf einer und derselben 
festen Geraden P, welche K in den Berührungspunkten der durch 
die Doppelpunkte ef der Involution hindurchgehenden Tangenten EF 
schneidet. Die Verbindungslinien der Berührungspunkte der durch , 
entsprechende Punkte sex' hindurchgehenden Tangenten XX' gehen 
alle durch denselben festen Punkt p, nämlich durch den Schnitt- 
punkt der Tangenten EF. Ebenso schneiden sich in diesem Punkte 
die Verbindungslinien der wechaelweisen Schnittpunkte (XY') (X'Y) 
je zweier Tangentenpaare, welche durch zwei Punktepaare der In- 
volution hindurchgehen, und schliesslich auch die Verbindungslinien 
der Punktepaare (XY), (X'Y')." 

Weil (efxx') = — 1, so ist auch (EFXX') = — 1 {vergl. Art. 65), 
folglich muss der Schnittpunkt von X und X' auf der Verbindunge- 
linie P der Berührungspunkte der Tangeuten EF liegen (Fig. 54) 
und ebenso muss der Schnittpunkt p von E und F auf der Ver- 
bindungslinie der Berühi-ungspunkte von X und X' liegen (Art. 65). 
Da xx', yy zwei Punktepaare der projectivisch-vertauschungsfähigen 
Punktreihen sind, für welche ef die Doppelpunkte sind, so mues 
nach Art. 64 die Verbindungslinie der Punkte (XY') X'Y) durch p 
gehen und der Vertäu schungsfähigkeit wegen {da man YY' als Z'Z 
betrachten kann) muss auch die Verbindungslinie von (XY) mit 
(X'Y') durch p hindurchgehen. 
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HoJI also eine durch zwei Punktepaare xx,yy' bestimmtu Involu- 
tion auf der Äxe T (Fig. 54) vervollständigt werden, so kann ein die 
Gerade T berührender, sonst willkürlicher Kreis K benützt werden ; 
die durch xx', yi/ an IC gehenden Tangenten XX', 7Y' bestimmen 
zwei Punkte {XX") {YY'), 

deren Verbindungslinie P ^'S- •''^■ 

den Kreis in zwei Punkten 
schneidet, deren Tangenten 
EFaxit Tdie beiden Doppel- 
punkte e, f der Involution 
bestimmen. Soll zu einem 
Punkte a von T der invo- 
lutorisch entsprechende con- 
struirt werden, so hat man 

durch a AQ E die Tangente A zu legen, durch den Schnittpunkt 
von A und P an K die Tangente A' zu ziehen, so wird Ä die Axe 
r in d schneiden. Offenbar gilt auch der Satz: 

„Die Tangentenpaare XX', welche man durch die einzelnen 
Punkte einer festen Geraden P an einen festen Kreis K legen kann, 
schneiden jede Tangente T desselben Kreises in Punktepaaren xx' 
einer Involution." 

88. Es möge bemerkt werden, dass man die zwei Hauptsätze 
über die Involutionen direct und allgemein nachweisen kann und 
zwar in folgender Art: 

„Wenn zwei projectivische gleichartige Gebilde erster Stufe 
conloeal sind und wenn in einem Paar entsprechender Elemente 
Vei-tauachungsföhigkeit heiTscht, so herrscht in jedem Paar ent- 
sprechender Elemente Vertauschungsfahigkeit , d. h. irgend einem 
Elemente entspricht, ob man es zu dem einen oder zu dem anderen 
Gehilde rechnet, ein und dasselbe andere Element. Die beiden Ge- 
bilde stellen eine Involution dar." 

Beweis: Es seien ahc . . . sc . . . beliebige Elemente des einen 
Gebildes und a'b'c' . . . x' . . . die ihnen entsprechenden Elemente 
des anderen, und aa' sei etwa das Paar, in welchem nach Voraus- 
setzung Vertauschungsfähigkeit herrscht, d. h. es soll, wenn man a' 
als m betrachtet, a das entsprechende Element m sein. Dies die 
Voraussetzung. Zu beweisen ist, dass dann dasselbe für ein belie- 
biges Paar xx' gilt, d. h. wenn man x' als y betrachtet, so soll be- 
wiesen werden, dass y' mit x identisch ist. Nun hat man, weil den 
Elementen amxy die Elemente a'm'x'-i/' projectivisch entsprechen, 
(amxy) ^= (a'm'x' ■//'), oder, da m mit a', m' mit a und y mit x' identisch 
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ist, {aa'xx') = (a'ax'y'). Nun ist iiacSi Art. 14: (aa'xx') = (daw'x), 
folglich hat man (a'ax'x) ^ (a'ax'y), so dass, da a; und y' mit den- 
selben drei Elementen a'ax dasselbe Doppelverhältniss liefern, die 
Elemente cc nnd ?;' identisch sein müssen (Art. 51). 

„Je zwei entsprechende Elemente xx' einer Involution sind 
harmonisch conjugirt in Bezug auf die beiden Doppeleleraente." 

Wenn ef die Doppelelemente oder die sich selbst entsprechenden 
Elemente conlocaler projectivischer Gebilde sind, und wenn xx', yy' 
irgend zwei Paar entsprechender Elemente darstellen, so ist {efyy') 
= (efaxc') (Art. 51). Bilden nun die beiden projectivischen Uebilde 
eine Involution^ so wird, wenn y mit x' identisch wird, aaeh y mit 
X identisch werden, so dass also (efx'x) = (efxx') ist. Nun ist (Art. 14) 

{efx'x) = — , somit Re/cce')]^ = 1, und daher, weil nicht (efaxc) 

{efxx) 

= -|- 1 sein kann (denn dann würde x' mit x identisch sein), so 

muss (efxx') ^= — 1 sein, was zu beweisen war. 

89. Wir haben schon in Art. 79 die Entstehung einer Ebenen- 
involution kennen gelernt und es wird auch keinen Schwierigkeiten 
unterliegen, eine durch zwei Paar entsprechender Ebenen ««', ßß' be- 
stimmte Ebeneninvolution zu vervollständigen. Schneidet man die 
Involution mit einer beliebigen Axe, so entsteht eine Punktinvolution, 
welche durch zwei Punktepaare aa', hh' (die auf aa, ßß' liegenden) 
bestimmt erscheint. Schneidet man die Ebeneninvolution mit einer 
beliebigen Ebene w, so entsteht eine Strahlen Involution, welche durch 
die in cra', ßß' liegenden Strahlenpaare ÄA , BB' bestimmt erscheint. 
Um nun zur Ebene ^ die ontspreehcnde Ebene zu erhalten, wird 
man iliren Schnitt x mit der beliebig gewählten Axe oder ihren 
Schnitt X mit <d bestimmen, construirt den zu x (zu X) entspre- 
chenden Punkt x' (Strahl X') und bestimmt nun die durch x' (respec- 
tive X') gehende Ebene k\ so ist dies die gesuchte. Die beiden 
Ebenen e, if, welche durch die Doppelpunkte ef der Punktinvolution 
(durch die Doppelstrahlen EF der Strahleniuvolution) hindurchgehen, 
sind die Doppelebenen der Ebeneninvolution. 

Man kann jedoch auch ganz unabhängig die Theorie der 
Ebeneninvolution entwickeln, wenn man von der VervoUständigung 
der projectivischen Gebilde im räumliehen Bündel ausgeht. 

Sind in einem räumlichen Bündel zwei projectivische Strahlen- 
büsehel (in verschiedenen Ebenen) gegeben, so werden sieh die 
Ebenen (XT), {X'Y), welche zwei beliebige Paare entsprechender 
Strahlen wechselweise verbinden, in Geraden schneiden, die in einer 
festen Ebene « des Bündels, in der Directionsebene der beiden 
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Strahle nbüschel liegen. Die Directioiiaebeiie verbindet diejenigen 
zwei Strahlen P", Q, welche dem gemeinschaftliehen Strahle PQ' der 
beiden Büschel projectiviach entsprechen. Man überzeugt sich von 
der Eichtigkeit des Satzes, wenn man die beiden Büschel aus zwei 
entsprechenden Strahlen XX' wechselweise durch Ebenenbüschel 
projicirt; diese Ebenenbüschel müssen perspectivisch sein, weil die 
beiden gemeinschaftliche Ebene {XX') sich selbst entspricht, und 
leicht sieht man ein, dass die Ebene u der perspectivische Durch- 
schnitt der beiden Ebenenbüschel ist, so dass die Schnittlinie der 
Ebenen [XT), (X'Y) in w Hegen muss. 

Wenn man die beiden projecti vischen Strahlenbüschel ans 
einem beliebigen Strahl des Bundeis durch Ebenen projicirt, so 
erhält man zwei coaxiale projectiviscbe Ebenenbüachel, welche zwei 
reelle, imaginäre oder zusammenfallende Doppelebenen (eich selbst 
entsprechende Ebenen) t^ besitzen werden. Wenn O in der Direc- 
tionsebene w enthalten ist, so werden die beiden coaxialen Ebenen- 
büschel in vertauschungsfahiger Beziehung sein, d. h. sie werden 
eine Ebeneninvolution bilden. 

Sind im Bündel zwei projectivische Ebenenbüschel gegeben, 
so werden die Ebenen, welche die wechselseitigen Schnittlinien {^r(} 
(^'■q) zweier Paare entsprechender Ebenen ^?', ■()■/]' verbinden alle durch 
einen festen Strahl des Bündels , durch den Directionsstrahl 
(Directionsaxe) der beiden Ebeuenbüschel hindurchgehen. Auch hier 
sieht man, dass die beiden Strahlenbuschel, welche man aus den 
EbenenbüBcheln durch zwei entBprechende.Ebenen^^'beraussehneidet, 
perspectivisch sein müssen, weil der gemeinschaftliehe Strahl (^^') 
sich selbst entspricht; je zwei entsprechende Strahlen beider Büschel 
werden in Ebenen liegen, die durch einen Strahl des Bündels 
hindurchgehen, welcher auch als Sehnittstrahl der beiden Ebenen der 
Büschel, welche dei' gemeinschaftlichen Ebene entsprechen, auftritt 
und daher fest ist, so dass jede die Geraden (^y{), (^'i]) verbindende 
Ebene durch ihn hindurchgehen muss. 

Die beiden projectivischen Ebenenbüsche] schneiden jede Ebene 
des Bündels in zwei concentrischen projectivischen Strahlenbüscheln, 
welche zu einer Involution werden, wenn die sehneidende Ebene 
durch den Directionsstrahl der beiden Ebenenbüschel hindurchgeht. 

Ebenso wie in der Ebene beweist man im Bündel die 
Sätze : 

„Die drei Gegenebenenpaare eines vollständigen Vierkants im 
Bündel schneiden jede Ebene des Bündels in drei Strahlenpaaren 
einer Involution ; hieraus folgt, dass jede Gerade des Raumes von den 
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drei Gegen ebenenpaai'en in drei Punkt epaa-ren einer Involution ge- 
schnitten wird." 

„Die drei Gegenlcanten paare eines yollatändigen Vierflachs im 
Bündel bestimmen mit jedem Strahle des Bündels (und daher auch 
mit jedem Punkte des Raumes) drei Ebenenpaare einer Involution." 

Diese beiden Sätze können zur Vervollständigung der Ebenen- 
und Strahleninvolutionen im Bündel verwendet werden. 

Uebrigens kann man die Resultate über die Punkt- und Strahlen- 
involutjonen einer Ebene sofort überti-agen auf Strahlen- und Ebenen- 
involutionen im Bündel, indem man das ebene System durch Pro- 
jection aus einem Punkte in ein räumliches Bündel verwandelt. 

90. Da zwei projectivische, in derselben Ebene liegende Punkt- 
reihen aus jedem Punkte der Directionsaxe in einer Strahlen Involution 
projicirt erscheinen (Art. 76), so werden sie aus jeder Geraden, 
welche die Directionsaxe schneidet, ohne in der Ebene der beiden 
Punktreihen zu liegen, in einer Ebeneuinvolution projicirt. 

Wenn zwei projectivische Punktreihen zwei beliebig im Räume 
gelegene Axen TT' besitzen, so können sie offenbar aus keinem 
Punkte des Raumes in zwei concentrischen und in derselben Ebene 
liegeiiden Sti'ahlenbüscheln projicirt werden ; dagegen werden sie 
aus jeder beliebigen Geraden des Raumes in zwei coaxialen pro- 
jectiviachen Ebenenbüscheln projicirt, und man kann die Frage auf- 
stellen, wann dieselben zu einer Ebeneninvolution werden. 

Wenn ^5', i]Y)' irgend zwei Ebenenpaare der beiden coaxialen 
Ebenenbüschel sind, welche durch die beiden Punktepaare asc', yy' 
der beiden projecti vi sehen Reihen hindurchgehen, so wird Involution 
eintreten, wenn durch das Zusammenfallen von t\ mit ^' auch vj' mit 
5 zusammenfällt, denn dann entsprechen sich die Ebenen ^^' ver- 
tausehungsfähig und die coaxialen Ebenenbüschel werden zu einer 
Involution. In diesem Falle liegen offenbar die Punkte x und y in 
der Ebene % iind x und y in der Ebene 5', so dass die Axe der 
Ebeneninvolution die Geraden xy' und x'y schneidet. Man sieht auch 
sofort umgekehrt ein: 

„Zwei projectivische Punktreihen mit sich nicht schneidenden 
Axen werden aus jeder Geraden 0, welche die beiden wechaelweisen 
Verbindungslinien xy, x'y zweier Paare entsprechender Punkte xx', 
yy' sehneidet, in einer Ebeneninvolution projicirt." 

Hieraus folgt, dass durch einen beliebigen Punkt f des Raumes 
unendlich viele solcher Axen hindurchgehen, ein ebenes Strahlen- 
bÜBchel bildend ; denn durch f kann man eine einzige Gerade legen, 
welche die Axen TT' der Punktreihen gleichzeitig schneidet ; es ist 
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die Schnittgerade der Ebenen (pT) (j>T'). Sind nun xy' die Punkte, 
in denen diese Gerade die Axen J'7° respective sclineidet und sind 
x'y die ihnen projectivisch entsprechenden Punkte, so wird jede 
durch p gehende und die Gerade x'y schneidende Gerade die 
Eigenschaft haben, daes aus ihr die beiden Punktroihon in einer 
Ebeneninvolution projicirt erscheiuen. Ebenso liegen in irgend einer 
Ebene w des Raumes unendlich viele solcher Geraden 0, ein Strableii- 
büschel bildend; denn sind x'y die Schnittpunkte von u mit I'I" 
und xi/' die ihnen projectivisch entsprechenden Punkte, so wird jede . 
durch den Schnittpunkt von oi mit aiy' in w gezogene Gerade die 
obige Eigenschaft besitzen, da sie gleichzeitig die beiden Geraden 
xy' und as'y schneidet. 

Wenn sich auf den Axen T7" zwei projectivische Ebenen- 
hüsehel befinden, so findet man in derselben Art, dass solche gerade 
I>inien 0, welche gleichzeitig die beiden wechselweisen Schnitt- 
linien (^f]') (^'v]) zweier Paare entsprechender Ebenen ^|', ijv)' achneiden, 
von den beiden Ebenenbüscheln in zwei eine Involution bildenden 
coaxialen projectivischen PunktreiLen geschnitten werden. 

Die Schnitte der beiden Ebenenbüschel mit windschiefen Axen 
mit einer beliebigen Ebene sind immer zwei nicht concentrische 
Strahlenbüschel, so dass durch das Sehneiden mit einer Ebene nie 
eine Strahleninvohitiou entstehen kann. 

Wenn schliesslich zwei Strahl enbüscbel in beliebiger Lage 
im Räume und in projectivisch er Beziehung gegeben sind, so sieht 
man sofort, dass nur auf der Schnittlinie ihrer beiden Ebenen durch 
die Büschel coaxiale projectivische Punktreihen, und nur auf der 
Verbindungslinie ihrer Scheitel coaxiale projectivische Ebenenbüschel 
bestimmt werden, w<^ehe conloealen Gebilde im Aligemeinen keine 
Involution bilden werden. 

91. Nachdem eine Involution durch zwei Elementenpaare be- 
stimmt erscheint, so zwar, dass dann irgend einem Elemente ein 
durch dasselbe vollkommen bestimmtes Element entspricht, so exi- 
stiren zwischen drei einer und derselben Involution angehörig en 
Elementenpaaren Relationen, welche wir in verschiedenen Formen 
bereits kennen gelernt haben und welche nun in übersichtlicher 
Form zusammengestellt werden sollen. 

Wenn aa', hV, cc drei Elementenpaai'e einer und derselben In- 
volution sind, so muss durch sie als Paare entsprechender Elemente 
eine vertauschungsfähige Projectivität festgestellt sein, d. h. wenn 
man aa, bh', cc' als drei paar entsprechender Elemente projectivisch er 
(conlocaler) Gebilde auffasst, so muss irgend einem Elemente x ein 
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und dasselbe Element a.-' entsprechen, ob man x zu dem einen oder 
dem anderen Gebilde rechnet, d. li. wenn man x als y' betrachtet, 
so muss y mit x' identisch sein ; wenn mar», also x mit a' zusammen- 
fallen lässt, so muss x' mit a zusammenfallen; es muss also sein 

(cta'hc) = (a'ab'c) . . . (1). 

Diese GHeichuiig ist auch hinreichend zur Charakterisirung des 
Umstandes, dass aa, J>b', cc' drei Elementenpaare einer Involution 
sind; denn durch die Doppelverhältnissgleichheit wird die Projec- 
tivität ausgedräckt und aus der Vertausch ungsfahigkeit der Elemente 
des Paares aa' folgt die Vertäu schungsfähigkeit in allen Paaren 
(Art. 88). 

„Drei Eleraentenpaare gehören einer Involution an (sind in In- 
volution), wenn das Doppel verhält niss von beliebigen vier der sechs 
Elemente gleich ist dem in derselben Art gebildeten Doppelver- 
hältniss der mit ihnen gepaarten Elemente." 

Bezeichnet man mit ß"; ß'^'die Th eil Verhältnisse von öc h'c bezüg- 
lich des Elementen paar es aa', so ist, da man (1) auch in die Form 

(aa'bc) := oder (aa'bc) . {ua'b'c) ^^ 1 bringen kann, - . — ^ 

{aabc) ■( ■; 

^ 1 folglich ri' = ßß', ■!■ li--" 

„Das Product der Theilverhältnisse zweier entsprechender Ele- 
mente bezüglich eines Elementenpaares der Involution ist eonstant." 

Wenn c' mit c zusammenfällt, wodurch ein Doppelelement der 
Involution entsteht, so wird auch y' = ■(, somit f^ = ßß', und es sind 
also + V"ßß' und — V^ßß' die Theilverhältnisse der beiden Doppel- 
elemente bezüglich irgend eines Paares entsprechender Elemente aa, 
wenn ßß' die Theilverhältnisse irgend eines anderen Paares ent- 
sprechender Elemente bezüglich aa' sind. 

„Die Summe der Theilverhältnisse zweier entsprechender Ele- 
mente in Bezug auf die Doppelelemente der Involution ist gleich 
Null." 

Denn zwei entsprechende Elemente bb' sind in Bezug auf die 
beiden Doppelelemente harmonisch conjugirt, folglich ist ß' = — ß 
oder ß + ß' = 0. 

Aus der Gleichung (1) folgt noch eine Reihe anderer Glei- 
chungen, von denen jede so wie (1) die Involution der drei Elementen- 
paare auedrückt. Wenn man in (1) bh' und dann cc' an die Stelle 
von aa' setzt, so ergibt sich : 

(Wac) = (b'ha'c), (ccab) = (c'cab'). 



yGoosle 



S*;hreibt man die Gleichung (1) in der Forr 

(abca-) = (ab-c'a), 
so ist iiir Puuktiiivoliitioiien 



Je ba h'c h'a 

Bildet man das Prodiict der iiinereo und der äusseren Glieder, 
dividirt beiderseits mit aa = — a'a und fübrt man schliesslich 
— c'h', — c'a', — ah' statt 6V, a'c, h'a der Reihe nach ein, so er- 
hält man 



ac ba' c'h' 



.(2). 



Aus der Gleichung {abc'a") = (a'h'ca) folgt in derselben Weise: 

ac ba cb' 

,-T- -,.— = + l...C3). 

be, ca ab 

Für Strahlen- und Ebeneninvolutionen gelten selbstverständlich 
die ähnlichen Relationen, welche man erhält, wenn man in (2) und 
(3) grosse lateinische, respective kleine griechische Buchstaben 
i Zeichen sin vorsetzt, also : 



schreibt und überall t 



iBA' 

sin BC ' SM* CA' ' 



sin AB' 



sin BC sin CA' 



CB' 



sin aß' 
m« CE 
sin AB' 



ifii 



- + I I 



(2) 



(3) 



sin 3y' sin ya' sin aß' 

Sowohl die Gleichungen (ä) als auch (3) drücken den folgenden 
Sata aus: 

„Wenn drei Elementen paare aa', bb', cc' einer Involution an- 
gehören, und man wählt aus jedem Paare irgend eines der beiden 
Elemente und betrachtet die gewählten Elemente in eyclischer Ver- 
tauschung als Fundamentalelemente zur Bestimmung von Theilver- 
hältnissen (vergl. Art. 8), ao ist das Product der T heil Verhältnisse 
der übrigen drei Elemente bezüglich jener drei Fundamentalelementen- 
paare gleich der positiven li-inheit." 

So sind z. B. in (3) die Elemente abc als Fundamentalelemente 
gewählt, und es ist das Theilverhältniss von c' bezüglich ah, jenes 
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von d bezüglich hc und schliesslich das von V bezüglich oa gebildet 
in derselben Art wie im Satze von Carnot und Ceva bezügücii der 
drei Ecken oder Seiten eines Dreiecks (vergl. Art. 20). 

In (2) sind aSc als Fundamentalelemente gewählt und es sind 
die Th eil Verhältnisse von c, a', h' bezüglich ab, bc , c'a respective ge- 
bildet. 

Man sieht sofort, dass nun eine ganze Reihe von Relationen aufge- 
stellt werden kann, von denen jede die Involution der drei Elementen- 
paare aa', bb', cd ausdrückt tmd welche sämmtlich mit (2) respec- 
tive (3) wesentlich identisch sind. Nimmt man z. B. aus den drei 
n die Punkte db'c' zur Bildung der Fundamentalelemeriten- 



db'e so wird nach demselben Satze r — . — . — - =: + 1 u. s. w. ; 

c cffl ah 
ebenso für Strahlen- und Ebenenbüschel. 

92. Die in den Artikeln 73 und 80 bewiesenen involutorischen 
Eigenschaften vollständiger Vierecke und Vi er seite ■ lassen sich auf 
Grund der letzten, die Involution zum Ausdruck bringenden Rela- 
tionen auch folgende rmassen beweisen. Sind ss's'V" die vier Ecken 
eines Viereckes (vergl. Fig. 47) und aha die Schnitte einer Trans- 
versale mit den durch s gehenden Seiten und dh'ä die Schnitte 
von mit deren Gegenseiten, und ist o der Schnittpunkt von ss" 
mit s's" , so hat man unmittelbar die folgenden Doppelverhältniss- 
gleichheiten : 

{abcV) = {sa, sb, sc, sb') = (s'os"'b') = (s'V, .s"o, s"s"', ,"¥) = (c'ha'b'). 

Da aber (c'ba'b') = (db'c'b), so ist (abcb') = (a'b'c'b), und somit sind 
aa', bb', cc' drei Punktepaare einer Involution. Man braucht in diesen 
Gleichungen statt oö . . . ss' . . . nur AB . . . SS' ... zu schreiben, um 
sofort auch den Beweis der involutorischen Eigenschaften des voll- 
ständigen Vierseits (respective Vierkants oder Vierflachs im räum- 
lichen Bündel) zu erhalten. 

93. „Wenn sich auf einem Träger zwei gleichartige Involutionen 
befinden, so gibt es ein Elementenpaar, welches -gleichzeitig beiden 
Involutionen fingehört." 

Denn die ein^Involution besteht aus den säm m tl ich e n Elementen - 
paaren xx, welche das Paar der Doppelelemente ef harmonisch 
trennen ; und ebenso besteht die andere Involution aus den Paaren 
yy', welche ihr Doppelelementenpaar e'f harmonisch trennen. Nun 
gibt es immer ein (reelles oder imaginäres) Elementenpaar Jili, welches 
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sowohl ef als auch e'/' harmonisch trennt (Art. 66), und welches 
also beiden Involutionen gleichzeitig angehört. Es ist dies offenbar 
das Paar der Doppelelemeilte jeuer Involution, welche durch die 
zwei Element enpaaro ef, e'f bestimmt erscheint. 

Man erkennt auch sofort die Richtigkeit des folgenden Satzes: 

„Wenn die Doppelelementenpaaie clieier oder mehrerer gleich- 
artiger conlocaler Involutionen ih Elementenpaare einer und der- 
selben Involution angehören, so besitzen alle jene Involutionen ein 
gemeinschaftliches Elemcntenpair es ist dies das Paar der Doppel- 
demente der letztgenannten Inv )!ution " 

„Wenn ef die Doppelelcmente und a.^ , yy' irgend zwei Ele- 
mentenpaare einer Involution smd, sd geh ren die drei Elementen- 
paare ef, xy, x'y einer Involution in und ebenso die drei Paare 
ef, xy, xy.^ 

Bezeichnet man mit ^^'vjyj die Iheiheihältnisse der Elemente 
xx'yy bezüglich des Elementenpaiies ef to ist §' := — \, ri = — r,, 
daher ist ^'i)' = $f) und ebenso ^'tj = ^-q und damit ist naeb Art. 91 
(pag, 168) der obige Satz bewiesen. 



Dpeizehntes Kapitel. 

Allgemeinere Auffassung der Projectivität. 

94. „Wenn zwei Grundgobiide erster Stufe G, G' durch irgend 
welche Beziehungen zwischen ihren Elementen in eine solche Ver- 
wandtschaft gesetzt erscheinen, dass irgend einem Elemente x des 
einen Grebildes G ein durch x vollkommen und unzweideutig be- 
stimmtes, also einziges Element x' von G' als entsprechendes zu- 
gewiesen erscheint, oder mit anderen Worten, wenn die Verwandtschaft 
zwischen den beiden Grundgebilden erster Stufe eine eindeutige 
ist, so sind die Gebilde projectiviscb, d. h. es ist das Doppel- 
verhältniss von irgend vier Elementen des einen Gebildes gleich 
dem Doppel Verhältnis» der vier ihnen entsprechenden Elemente des 
anderen Gebildes." 

Wenn wir im Gebilde G zur Bestimmung des Elementes x 
einen eindeutigen Parameter ^ in Verwendung setzen, d. h. also 
eine variable Grösse, welche für jede Lage von x m G nur einen 
ganz bestimmten und die Lage von x auch ganz (eindeutig) be- 
stimmenden Wertb erhält, und wenn wir auch in ff zur Bestimmung 
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voti X einen ebenso beschaffenen Parameter 5' einfühi'en, so folgt 
aus der eindeutigen vorausgesetzten Beziehung zwischen x und x' 
eine ähnliche eindeutige Beziehung zwischen % und ^'; da nämlich 
jedem Werthe ^ ein einziges x, jedem x ein einziges x und jedem 
x' ein einziges ^' und umgekehrt entspricht, so erkennt man sofort, 
dass zwischen den zwei variablen Grössen eine solche Beziehung 
stattfinden wird, dasa jedem Werthe ^ ein einziger Werth von ^' 
entsprechen wird und umgekehrt. Denken wir uns die Beziehung 
zwischen % ^' durch eine Gleichung ausgedrückt, so rauss also die- 
selbe so beschaffen sein, dass für jeden Werth, den man für eine 
der beiden Grössen beliebig wählt, nur ein einziger ganz und unzwei- 
deutig bestimmter Werth der anderen Grösse aus der Gleichung 
fliesst. Die Gleichung muss somit erstens algebraisch sein und darf 
zweitens keine der beiden Grössen in einem höheren Grade als im 
ersten enthalten und wird folglich allgemein die Form 

«??' + 65 + c§' + (/ = . . . (1) 

besitzen, worin a, h, c, d constante Coefßcienten darstellen. Sind die 
beiden Gebilde GG" Punktreihen, so kann man als eindeutige Para- 
menter die von beliebigen auf G respective G' gelegenen Anfangs- 
punkten 00 nach dem Princip der Zeichen (-f, — ) gezählten Ab- 
Ecissen einfuhren, also ^ ■= ox, ^' == o'x' setzen. Oder, wenn op zwei 
beliebige feste Punkte von (?, und o'p' ebenso zwei beliebige feste 

Pankte von G' sind, so können die T heil Verhältnisse ^ = — ^' = —^-^ 

px px 

verwendet werden; oder aber wenn noch qq zwei weitere beliebige 
feste Punkte von G respective G' sind, so kann man die Doppel- 
verhältnisse ^ = (opxq), ? = (o'p'x'q') als eindeutige Parameter ein- 
führen. In derselben Art können Theil Verhältnisse oder Doppel- 
verhältnisse j . ,(OPXQ) ) als eindeutige Parameter in Strahlen- 

V. sm PX J 

oder Ebcnenbüscheln auftreten. 

Die von zwei Punkten x, y einer Punktreihe begrenzte Strecke 
xtf drückt sieh durch die Abscissen ox, oij aus der Gleichung xy -\- 
yo -\- ox =z in der Form 

xy = oy — ox . . . (2) 

aus, so dass also das Doppelverhältnise von vier Punkten nryzw die 
Form 
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erhält. Sind also B,ii^bi die von irgend einem Anfangspunkte gezälilten 
Äbscissen der Punkte xi/2W einer Punktreihc, eo ist 

(xyzw) = —-— : -— -^- ... (4) 

Besteht nun zwischen den Ahscissen der Pnnkte zweier Punkt- 
reihen QG' die Relation (1), so entspricht irgend einem Werthe ^ 
der aus (1) fliesseiide Werth 

und umgekehrt ist 

Jener Wcrth von ^ der dem Werthe ^' entspricht. 

Sind nun ebensoTjV, 'X',*''»' drei weitere Paai'e nach der Gleichung 
(1) zusammengßhöngor Werthe, so ist 

^ - ~ av; + c' ' - ^ "~ar~+ r. ' '" ~ ~ '^^T+c' 

Hieraus folgt: 

ad — &c , ad, — hc 

daher ist: 

C - g ^ ': " ^ tr.; + c 

C — V ~ r — V5' «^+c 

und ebenso wenn man ?C durch uw' respeetive erseti^t: 



.(5) 



und durch Division der beiden letzten Gleiehungen ergibt sich : 

C — T,' (i)' — ^ V ^ ■/] 

oder nach (4) : 

(xY^'w') = (a!^sif) . . . (5'). 

Es ist also das Doppelverhältniss der vier Punkte x'i/z'w' gleich 
dem Doppelverhältniss der vier entsprechenden Punkte xi/zw. 

Die oben durchgeführte Rechnung neigt , dass auch , abge- 
sehen von der geometrischen Bedeutung der Grössen ??' . . ,, aus 
der Gleichung (1) die Gleichung (5) folgt, wenn ^;', v;-<)', CC, t**^' 
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irgend vier Paare «inander naoh der Gleichung (1) entsprechender 
Werthe sind. 

Wenn ?q' nicht die Abscissen von xx , sondern die Theilver- 
liältnisse von xx' bezüglicii der festen Punktepaare of, o'f' sind, so 

ox ox J>o ■ 5 

lat 5 ^ - - -- ^ , woraus ox = folgt und euonso oz = 

j}x fo~\- ox 1 — % 

P" ■ ^ J (^ — ^) ■ 1 T-v T1 1 

, so dass as =^ oz ^ oa; = MO . wird. DasDoppei- 

l~^' ^ (1-0(1-^) ^^ 

vei'hältniss (xyew) erhält somit den Werth: 



(xt/zw) - 



j)o . (i; — ^) ffo . ( üi — X) 



yz ' yw y ■ (C — 't\) po . (i)i — V}) 



{l-0(l-v,) (l_..)(l-v;) 



i; — ^ u — ^ 
oder also (xiimv) = 1 , genau so wie in (4). Dieselbe Gl ei- 

ehung bleibt auch dann bestehen, wenn ^ das Doppelverhältniss 

(opxq) ist : denn dieses ist der Werth — : — und die letzte Gleichung 

px pq 
bleibt iingeändert, wenn man alle Zähler und Nenner der rechten 

Seite mit dem Verhältniss — dividirt. 
pq 
„Wenn also zur Bestimmung der Punkte einer Punktreihe ent- 
weder die Abscissen von einem festen Anfangspunkt gerechnet, oder 
die Th eil Verhältnisse bezüglich eines festen Punktepaares, oder die 
Doppel Verhältnisse bezüglich dreier fester Punkte als bestimmende 
Parameter eingeführt werden, und wenn ^, v;, ^, w die Werthe dieses 
Parameters für vier Punkte xi/zie sind, so ist das Doppelverhältniss 
(xyz,v) = .^—:^-—." 

Oder ganz allgemein : 

„Sind ^fli^d) die Werthe irgend eines eindeutigen Parameters, 
welche vier Punkten xyzio einer Punktreihe entsprechen, so ist 

Denn bezeichnet man mit ^ den Werth des Parameters, welcher 
dem Punkte x entspricht, und mit ^ die Abscisse desselben Punktes 
in Bezug auf einen beliebigen festen Anfangspunkt, so muss zwischen 
^^'f da jedem Werthe von | ein einziger Punkt x und somit auch 
ein einziger Werth von |', und auch umgekehrt jedem ^' ein x und 
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daher ein q entspricht, eine Gleichung von der Form (1) bestehen, 
ans welcher die Relation (5) folgt, deren linke Seite nichts anderes 
als [atyzw) ist. 

95. Durch die letzten Betrachtungen erscheint der am Eingang 
des Artikels 94 ausgesprochene Sata für zwei Punktreihen nach- 
gewiesen. Denn aus dem eindeutigen Entsprechen ihrer Punkte folgt 
die Relation (1) zwischen den eindeutigen Parametern ^^' entspre- 
chender Punkte und hieraus die Relation (5), welche nichts anderes 
als die Doppelverhältnissgleichheit zwischen zwei entsprechenden 
vierp unkt igen Gruppen ausdrückt. 

Dasselbe gilt jedoch, wenn die beiden in eindeutiger Beziehung 
stehenden Gebilde GG' nicht Punktreihen sind. 

Ist zunächst G eine Punktreihe und G' ein Strahlen- oder 
EbenenbÜBchel, so schneide man G' mit einer beliebigen Trans- 
versale T\ hiedurch entsteht auf T eine mit G' perspectivische 
Punktreihe, welche mit G offenbar in eindeutiger Bez'iehung ist, 
denn jeder Punkt von 7" bestimmt eindeutig das durch ihn gehende 
Element von G' und daher auch den diesem letzteren entsprechenden 
Punkt von G, und ebenso wird jeder Punkt von G ein Element 
von G' und daher auch einen Punkt von T bestimmen, nämlich 
jenen der in dem Elemente von G' enthaltenen Punkt von T. Es 
sind also G und 2" zwei projeetivische Punktreihen, und da T' 
und G' perspectivisch sind, so sind auch G und G' projectivisch. 
Wenn GG' entweder zwei Strahlenbüschel oder zwei Ebenen- 
büschel sind, oder wenn das eine Gebilde ein Strahlen- und das 
andere ein Ebenenbüschel ist, so schneide man wieder G und G' 
mit zwei Transversalen TT, wodurch auf letzteren zwei Punkt- 
reihen in eindeutiger Beziehung entstehen, wenn man nämlieh zwei 
solche Punkte von TT', welche in zwei einander entsprechenden 
Elementen von GG' hegen, als einander entsprechende bezeichnet. 
Aus der Eindeutigkeit der Beziehung zwischen T und 7" folgt die 
Projectivität dieser Punktreihen, und da G mit T und G' mit T 
perspectivisch ist, so sind auch G und G' zwei projeetivische Ge- 
bilde. Damit ist der Satz des Artikels 94 ganz aUgemein bewiesen. 
96. Die Relation der beiden Gebilde, welche wir als die eindeutige 
detlnirt und als die projeetivische Beziehung kennen gelernt haben, 
ist vollkommen bestimmt, wenn die Gleichung (1) die Verwandt- 
schaftsgleichung gegeben und die geometrische Bedeutung der 
veränderlichen Parameter %^' bekannt ist, d. h. wenn man die Coeffi- 

uienten der Gleichung (!) respective die drei Werthe — ,- ,--- kennt 
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nnd wenn man z, B. weiss, dass ^^ die T heil Verhältnisse der ein- 
ander entsprechenden Elemente xx' in Bezug auf gegebene Punda- 
mentalelementenpaare op, o'p respectiye sind. 

Hieraus folgt wieder der in Art. 38 entwickelte Satz, „dass 
die Beziehung dar beiden eindeutigen (projecti vi sehen) Gebilde voll- 
kommen gegeben ist, wenn man drei Paare einander entsprechender 
Elemente kennt". 

Denn wählt man yiac beliebig in G und y'z'w' beliebig in (? 
als jenen entsprechend, und wählt man ausser dem in G respective 
G' zwei ganz beliebige Elementenpaare op, m'n, so werden yzv; be- 
züglich op ganz bestimmte Th eil Verhältnisse 15^0) und y'z'w' bezüglich 
m'n' ganz bestimmte T heil Verhältnisse -rf^^'m' besitzen, und wir haben 

h c d . 
nun nach (1) zur Bestimmung der drei Verhältnisse — , — , — die 

drei Gleichungen 

b c d 

m ^ — 'i H — ■i H — = " 

1} c d 

SC+-i; + -C+-=:ö 
h c d 

, eindeutig ergeben, wodurch, wenn 

h c "^ "d 
man sie in ^^' -] ^ -j ^' -| =; o einsetzt, die Beziehung zwi- 

a a a 

sehen den beiden Gebilden bestimmt erscheint; natürlich ist dann 
5 das Theilverhältniss von x bezüglich op und ^' jenes von x' be- 
züglich m'ii, und xx' sind zwei einander entsprechende Elemente, 
wenn ^%' der letzten Gleichung Genüge leisten*), 

97. „Wei 
gebilde G in eindeuti 
sie auch 



Grandgebilde GG" mit einem dritten Grund- 
iger (projectivischer) Beziehung sind, so sind 
n derselben Beziehung." 
Hicbei sollen, wenn dem Elemente x von G die Elemente x'x" 
in G'G" respective entsprechen, diese Elemente x'x' als einander 

*) Wenn man ans don letzten Tier Gluiclmngen die drei Grössen — , — , — 
eliminii't, so erhSlt man die Relation zwischen den Parametern 5E', ll', K' uw' von 
vier Paaren projectiyisciier Elemente aweier Gmndgebilde erster Stafe. Das Kesnltat 
der Elimination (welches man in Determinantenform sofort liinsdiraiben kann, mnsa 
aich anf die Form (6) bringen lassen, welche die Bpaielinng- (Doppel verhält iiiss- 
gleichheit) zwischen vier Elemente npaaren anadrüiilieii. 
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in (?' und G" entsprechende betrachtet werden. Die Richtigkeit 
des Satzes leuchtet unmittelbar ein aus der Natur der zwischen G' 
und G einerseits und G und G" andererseits bestehenden Ver- 
wandtschaft, 

Dasselbe bestätigen die Verwandtschaftsglciehungen ; die ein- 
deutige Beziehung zwischen G und G' wird durch eine Gleichung: 

und die Beziehung zwischen G und G" durch eine Gleichung von 
derselben Form, nur mit anderen Coefficientenwerthen versehen, 
auegedrückt : 

a'l^' + V^ + cV+d- = o. 

Eliminirt man aus beiden £, indem man | aus der ersten be- 
rechnet und in die zweite einsetzt, so ergibt sich nach einfacher 
Eeduetion : 
(ac' — ca') iT + (ad- — cb') ? + (6c' - da') i" + (hd' — dV) = o 

als Relation zwischen ^' und ^"; diese Gleichung hat oifenbar wieder 
die Form (1). 

Endlich erkennt man auch sofort, daas in einer Reihe von 
Grundgebilden erster Stufe, von denen jedes mit dem vorhergehenden 
und mit dem nachfolgenden Gebilde in eindeutiger (projectivischer) 
Beziehung ist, auch das erste Gebilde mit dem letzten und irgend 
eines mit irgend einem in derselben eindeutigen Beziehung steht 
(vergl. Art. 37). 

98. Aus der Gleichung (1) folgt unmittelbar: 



für ? = wird ^' = , für ^ = ± co wird ^- = - 

für ?' ^ wird ^ =^ ■ , für ^' ^ ± oo -wird ^ = - 
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d . c 

Es eTitspreehen somit den Werthen o, ± oo, ■ , von^ 

d h b a 

der Reihe nach die Werthe , — — , o, ± co von ^'. 

Schreibt man die Grleichung (1) in der Form: 

und bcdcnltt, daas ^ -^ - = ^ — f— -\ I' H ^ 5' — f— — ^ 

ist, und dass — — , die Werthe von ^, ^' sind, welchen die 

Werthe zb cro von §'§ respective entsprechen, so drüclit (1'") den 

„Je zwei nach (1) zusammengehörige (entsprechende) Werthe 
bestimmen mit den Werthen, deren entsprechende unendlich gross 
sind, Differenzen, deren Product constant ist." (Vergl. Art. 44). 

a) Wenn d ■^: o ist, so hat die Verwandtschaftsgleiehung die 
Form: 



6G', deren Parameter werthe gleich Null sind, zwei einander ent- 
sprechende Flemente. 

ß) Wenn ct = o ist, so lautet die Gleichung r 

oder : 

b d 

z: = — ^ — = &'^ + d\ 

i c 

Hier wird — — t= oo, — ^ — = oo, so dass in diesem Falle die 

Elemente mit unendlich grossen Parameter werthen als awei ent- 
sprechende auftreten. 

af) Wenn d ^= o, a =: o ist, so hat die Gleichung die Form: 

H -^ os: - o 

oder : 



In diesem Falle bilden die den Parameter werthen o, o ent- 
sprechenden Elemente ein Paar und ebenso bilden die den Parameter- 
werthen oo, ao entsprechenden ein Paar. 
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Wird in diesem Falle überdies h' = -\- 1, so wird ^ r= %, so 
dasa dann die Parameterwerthe entsprechender Elemente gleich sind. 
Oifenbar wird &' = -f 1, wenn es einmal geschieht, dass I' = ? wird, 

weil -6' = — ist. 

„Wenn maji also in zwei Grundgebilden erster Stufe beliebige 
eindeutige Parameter ^^' einführt und wenn man solche zwei Ele- 
mente, welche demselben Parameterwerthe entsprechen, als einander 
entsprechende Elemente betrachtet, so sind hicdurch die beiden 
Grehilde in projectivische Beziehung gesetzt." 

Y) Wenn b ^ o wird, also die Gleichung die Form 

erhäit, so wird ^ ± co — - ==; o, d. b. dem Elemente von 

h a 

G , welchem der Parameter wer tb ± oo zukommt, entspricht das- 
jenige Element von G', welchem der Parameterwcrth o zukommt. 

ä) Wird c =^ Oy also die Gleichung von der Form a^^' -]- b^ 

-[- (i ^ o, so gilt das Umgekehrte. Denn dann wird = o, 

= ±00, so dass also dem Elemente von G, welchem der Werth 
zukommt, jenes mit dem Werthe ± 00 in G' entspricht. 

■fS) Wird b = (I und c ^= 0, so geht die Gleichung über in: 

oder : 

5^ = = d. 

In diesem Falle entsprechen die Elemente mit den Parameter- 
wertben Null den Elementen mit den Parameterwertben ± 00. 

Wenn die beiden Gebilde zwei Punktreiben sind und ^^' die 
Abscissen der einander entsprechenden Punkte xx' von zwei festen 

Anfangspunkten bedeuten, so sind , die Abseissen der 

Gegenpunkte (vergl. Art. 44), welche den unendlich weiten Punkten 
der Punktreihen entsprechen. Die Relation (1'") drückt den Satz 
aus, dass die Gegenpunkte mit je zwei entsprechenden Punkten zwei 
Strecken von constantem Producte bestimmen. Man kann unmittelbar 
auiS (1) resp. (1') (1") zu ihr gelangen, wenn man bedenkt, dass die 
Entfernungen ||' von den Gegenpunkten in einer solchen Kelation 
stehen müssen dass den Werthen ^ = |' = die Werthe ^' = 00 
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^ =: CO entsprechen müssen ; dies gibt sofort h =: o c -^ o oder also 
?? = ^^ const. 

Wenn die beiden Puiiktreihen projectivisch ähiilicli sind (vei-gl. 
Art. 45), so entspricht dem unendlich weiten Punltt der einen der 
unendlich weite Punkt der anderen, es wird also, wenn wieder ^ 
Abseissen sind, ^' = 00 für ^ = 00 oder a ^ 0, daher die Verwandt- 
schaf tsgleichnng b% -\- e%' -\~ d -^ 0. Für ein anderes Punktepaar yy 
ist Ö7) + c»]' + <^ = "j daher 5(v) — |) + c(y)'— 5') ^ oder 6 . xy 
-]- c . x'y' .^t oder -r^— ^= — - ^= const. (1. c). 

Ist überdies — -== ± 1, so sind ici/ und 3;')/' gleiche Strecken 

und die beiden Punktreihen eongruent, und zwar gleichstimmig für 

^ ~|- 1 oder 6 = — c und ungleichstimmig für - — — ^ — 1 

h 

oder h := c. 

Es ist also die Verwandtschaftsgleichung projectivisch ähn- 
licher Punktreihen 

5^ + cS' + (^ = o, 

congruenter gl ei eh stimmiger Punktreih eii 

l,^ — h^' + d = o 
oder 

2 — ^' = const. = d', 

congruenter un gl ei eh stimm ig er Punktreihen 

i + S = d: 

"Wenn überdies die beiden Anfangspunkte, von denen aus die 
Absciseen ^^' gezählt werden, auch zwei entsprechende Punkte sind, 
so wird in allen den letzten drei Fällen d = 0, weil ^ = o ^' = dann 
auch zwei entsprechende Werthe sind, und die Gleichungen lauten 
dann; 

^' ^^ m' . ^ (ähnliche Punktreihen), 

k' ^ ^ (congruente gleichstiramige Punkt reihen), 

^' t= — ^ (congruente ungleichstimmige Punktreihen). 

98. Sind die beiden eindeutigen (projectivi sehen) Gebilde G6' 
gleichartig und auf demselben Träger behndlich (conlocal), so kann 
man den bestimmenden Parametern ^^' die nämliche geometrische Be- 
deutung geben, also ^^' als Abecissen von einem und demselben 
Anfangspunkte, oder allgemein als Theilverhältnisse in Bezug auf 
dasselbe Klementenpaar betrachten, d. h. als zwei Parameter werthe. 
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welche für ein und dasselbe Element des gemeinschaftliclien Trägere 
einander gleich sind. 

Man wird dann offenbar die sich selbst entsprechenden Ele- 
mente (die Doppelelomente) erhalten, wenn man in der Verwandt- 
schaftsgleichung (1) ^' ^ i setzt; dies liefert 

o5' + (i + c) ? + <J = . . . (6) 
als jene quadratische GHeichung, deren zwei Wurzeln die Parameter- 
werthe der beiden Doppelelemente sind. Diese Doppelelemente sind 
reell, zusammenfallend oder imaginär, je nachdem 

ist. Die Pafameter sip der beiden Doppelelemonte ef sind: 



-(h + c)+V(h + cy— 4ad_ 



2a ^i^c)^rib + cy-Ud\ 

'~ 2« "^ (j+c)— V'(ö"+c)2— 4 J 

Das Doppelverhältniss (efxx'), welches irgend zwei entspre- 
chende Elemente xx' mit den beiden Doppelelementen ef bestimmen, 
hat nach (4) den Werth: 

oder wenn man nach (6) stp := — und nach (1) ^^' := — -^ 

setzt, so wird 

,^ ,,^ G + l)^ + (' + ^)°' 
(•^^J^ + G + 3^' 

Nnn ist aber 






(4 — c)-V (i + o)' 


-iad 


2o 


(l-c) + Y(b + cy- 


~4ad 



somit wird , 
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Dieser Doppelverhältnisswertli ist somit coiistant (vcrgl. Art. 51). 

a) Wenn die beiden Doppelelemente zuBammenfallen und man 
einen solchen Parameter einfährt, dass den zusammenfallenden Doppel- 
elenienten der Werth Null des Parameters entspricht, so wird die 
G-leichung (6) zwei verschwindende Wurzeln (beide = o) besitzen 
müssen, d. h. os muse in diesem Falle b -i- e z= o oder c = — 6 
und d = o sein , so dass die VörwandtBchaftsgleiehung die Form 
erhält : 

„s- + !,(5-r) = o 

oder: 

1 I a 

-- — ^ — — --■ = coiist. 

ß) Wählt man die geometrische Bedeutung des Param.eter9, so 
dass sein Werth für die beiden zusammenfallenden Doppel elemente 
CO wird , so Diuas (6) zwei miendlich grosse Wurzeln , oder die 

1 / 1^^ 

Gleichung für den reciproken Werth a + (i -|- c) -- "h <^ ■ I ,- I 

^ zwei der Null gleiche Wurzeln besitzen, d. h. es muss a =: o, 
h -\- a ^ o oder c = — h sein. Dies gibt für die Verwandtschafts- 
gleiehung die Form : 



y) Sind die beiden Doppelelemente reell und von einander ver- 
schieden and hat der Parameter eine solche Bedeutung, dass er für 
das eine Doppel elemont, z. B. für e, gleich Null wird, so muss die 
Wurzel e von (6) verschwinden, d. h, es muss (Z = o sein ; die zweite 

(b -4- c\ 
Wurzel erhält dann den Werth 9 = ^ I -_— I und die Verwandt- 
schaftsgleichung lautet ; 

am+H + cV = <>. 
3) Wird die Paramoterbedeutung so gewählt, dass das eine 
Doppelelement, z. B./, den Parameter werth 00 erhält, so muss die eine 
Wurzel von (6) unendlich gross werden, d. h. es muss a ^ o sein; 

die andere Wurzel erhält den Werth s = — - und die Ver- 

i Ge- 
wand tschaftsgleichung die Form: 
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fc) Entspricht dem einen Doppelelemente e der Parameter- 
worth e ^ und dem anderen Doppelelemente / der Werth 9 r^ 00, 
so ist a ^= 0, d ^= 0, und die Verwandtschaftsgleicliung erhält die 
Form : 

/ji_ + c^-=o oder ? = ^ ^ h% 

Die Parameter entsprechender Mcmente sind also in diesem 
Falle in einem constanten Verhältnisse. Als Parameter im Falle («) 
kann z. B. das Theilverhältniss bezüglich e, o betrachtet werden, 
wenn e die zusammen fall enden Doppelelemente und irgend ein 
Element darstellt; in ß) kann ebenso das Theilverhäitniss bezüglich 
o, e als ^ eingeführt werden ; in y) das Theilverhäitniss bezüglich eo, 
in S) jenes bezüglich o,f und in yZ) das Theilverhäitniss bezüglich e,/. 

Der Werth des Doppelverhältnissea (efxx') wird in a) und ß) 

gleich der positiven Einheit und in 'f), S) und fä) gleich — --. 

99. Wird ö — C; so erhält die Verwandtschaftsgleichung die 
Form : 

«K' + H^ + r) + d = . . . (8) 

und der constante Werth des Doppelverhältnisses (efaxs') wird gleich 
1 Einheit (Gleichung 7), so dass also die beiden Doppel- 
ef von jedem Paar entsprechender Elemente xx' der con- 
localen projecti vis eben Gebilde harmonisch getrennt wird. Die 
beiden Gebilde stellen somit eine Involution dar (vergl. Art. 88), 
und die Gleichung (8) stellt somit, wenn sie sich auf eoniocale gleich- 
artige Gebilde bezieht und wenn ^5' dieselbe geometrische Bedeu- 
tung haben, eine involatorische Beziehung dar. Die Vertauschnngs- 
filhigkeit zwischen je zwei entsprechenden Elementen folgt aus der 
symmetrischen Form von (8), welche ungeandert bleibt, wenn man 
^ mit ^' vei-tauscht. 

Aus der Vertauschungsfähigkeit eines Elementen paar es folgt 
sofort die Vertausch ungsiahigkeit aller anderen, weil sich hieraus 
die Gleichheit von h und c, also die symmetrische Form von (1) 
ergibt. Ist aa' das vertäu seh ung st ah ige Paar und aa' die Pai'ameter- 
werthe von ad, so ist nicht nur 

um' + öa-Hca'+ d = 0, 
sondern es ist auch, da man a mit a', oder also in der Verwandt- 
schaftsgleichung a mit a vertauschen kann: 

«"'a + 5«' + ca + d = o; 
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bildet man die Differenz der beiden Grleichungen, so crliält man : 

oder 

(6 -c) (»-«') = .., 

woraus, da o. von a' verschieden ist, 

und daher die Form (8) der Verwandtschaftsgleiehung folgt. 

Die Parameter werthe e, ^ der Doppelclcmcnte der durch (8) 
dargestellten Involution sind die Wurzeln der Gleichung 



a^>4-2S5 + <i = o...(9), 




welche man erhält, wenn man in (8) §' = ^ setzt; hierau 


18 oder aus 


(6') folgt: 




a 1 + Yi'^ aä 


■ • (9')- 


' » b^Vb-' — ad 




, ,. > 2i <i , , , 


«(. + ?) 



Aus (8) folgt (e + <f) = , s^ = ■— oder aber Ä^^- 

d ^= azsj was, in (8) eingesetzt, die Relation 

«■--i (! + ?)(« + ») + ■?=«. -.(10) 

liefert, weiche ausdrückt, dass das Elementenpaar, dessen Paranaeter- 
werthe 5^' sind, der Involution angehört, deren Doppelelementen 
die Parameter werthe tf entsprechen, oder mit anderen Worten: 
„die Gleichung (10) drückt aus, dass ^^', s-^ die Parameter werthe 
zweier harmonischer Elementenpaare xx', ef sind". 

Da in der „Involutionsgleichung" (8) nur zwei conetante Grössen 

vorkommen, etwa — , — , so ist die Beziehung, welche (8) darstellt, 

vollkommen bestimmt, wenn man zwei Paare entsprechender Ele- 
mente kennt : sind diese etwa vi/' sz', und ■r\ri', ^C ibre Parameter, so 

b d 
ergeben sich die Werthe von — , ■— durch Auflösung' der beiden 

linearen Gleichungen 

b d 

w + -(^-+o + - = o 

b d 
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Setzt man die aus diesen beiden Gleichungen fliesaenden Werthe 
von — und — in (8) ein, so erhält man eine Relation zwischen den 

drei Werthepaaren ||', vjT)', iJC, welche anzeigt, dass die ihnen ent- 
sprechenden drei Elomentenpaare einer und derselben Involution 
angehören. 

100. Um das zu zwei Elementenpaaren xx , yy eines Gebildes 
gleichzeitig harmonisch conjugirte Paar ef zu finden, hat man nach 
(10) die beiden Bedingiingsglcichnngcn : 

si>-|(= + f)(5 + ?) + K'=o 

•f-yCs + fJCl+'i'l + m'»» 
nach £ und ^ aufzulösen. Hieraus folgt: 



^ g (i + i') - 11' (S + ?) 
■ ■ ' " (? + ?)- (1 + V) 

so dass also die Parameter e, ^ des zu axe', yy' gleichzeitig harmo- 
nischen Elementenpaares die Wurzeln der Gleichung: 
[(^ + ^■) - (vi + V)] «2-2 [!!■ — Y].]'] u + [??' (v5 + V) — ^r! (? + r)] 

= 0... (11) 
sind ; zugleich liefert die Lösung dieser quadratischen Gleichung die 
Parameter der Doppelelemente der durch die beiden Paare ^, r{i\ 
bestimmten Involution, Wenn man mit XiC irgend ein Paar der 
durch die beiden Paare ^, liv]' bestimmten Involution bezeichnet, 
und wenn man bemerkt, dass '(X der Gleichung flO); 

genügen müssen, in welche man die letztbestimmten Werthe für %^ 
und (s + 9) einsetzen kann, so ergibt sich nach einfacher Umstel- 
lung als Bedingung für drei Paare einer Involution die Gleichung: 

ik + r) {w! - ^V) + (y) + r!) {n: — s^') + (i; + C) (£? — m) = o... (12). 

101. Wenn die beiden Elemente, denen die Parameter werthe 
o, oo zukommen, ein Paar entsprechender Elemente der Involution 
bilden, so muss nach der Involutionegleichuög (8) für ^ = c der 
Werth \' unendlich gross werden ; nun ist für 5 = o b ^' -|- i^ = o 
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oder £,' ^^. — ■ —; es maas also b = o suiii, so dass die Involutions- 
gleichung die Form a^i' -}~ d ^^ o oder ^^' = ooust. erhält. Ist tjt,' 
irgend ein anderes Paar zusammengehöriger Werthe, so hat man in 
diesem Falle (vergl. Art. 91): 

„■ =«'... (13). 
Zu demselben Resultate gelangt man auf Grand der Gleichung (11). 
Denn wenn o oo die Parameter eines Paares entsprechender Ele- 
mente asz' sind, so wird, weil (fz'ef) := — 1 ist, tp = — s sein müssen. 
(Man denke sieh als Parameter das Theilverhältnisa bezüglich z^ 
eingeführt, so ist für je zwei zu zz harmonisch conjiagirte Elemente, 
also insbesondere auch für e,f, ^ =: — e.) 

Es muss also die Gleichung (11) zwei Wurzeln aufweisen, 
deren Summe gleich Null ist, d. h. es muss der Coefficient von u 
verschwinden oder also es muss tj»]' ^ %^ sein. Ebenso ergibt sich 
dieselbe Relation aus (12), wenn man, nachdem durch C dividirt 
worden ist, i^ ^ o 'C' = oo setzt. 

Ist das Element, welchem der Parameterwerth Null entspricht, 
ein Doppelelement der Involution, so wird eine Wurzel der Gleichung 
(11) gleich Null sein, d. h. es ist 

g' {r, + V) = m {i + !) 

oder wenn man mit dem Producte i^?'v)Y]' beiderseits dividirt; 



Ist das dem Parameterwerth oo entsprechende Element ein Doppel- 
element der Involution, so muss die aus (11) durch Division mit 

u^ sich ergebende Gleichung für 1 — 1 eine verschwindende Wurael 
haben, woraus das Verschwinden der Gocfficionten von u'^ in (II) 
folgt; also: 

■1 + vi' - ? + ^' . . . (15). 

Kommen den beiden Doppelelemeuten ef die Parameterwerthe 
0, CO zu, so werden sich die Parameter zweier bezüglich ef har- 
monisch eonjugirter Elemente nur durch das Vorzeichen unter- 
scheiden. (Man braucht nur wieder das Theilverhältniss bezüglich 
ef als den veränderlichen Parameter zu betrachten.) Es ist also in 
diesem Falle ^ ^ — | oder 

^ -f r = . - . (Ifi). 
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Zix donselben Resultaten gelangt man auch direct von der In- 
volutionsgleichung ausgehend. Schreibt man dieselbe einmal in der 
virsprünglichen Form a?|' + 6 (^ + 5') + c == o und dann in der 

Form ß + i |-^ + -^j-|-<!.-r-.-rr = o, oder a^ + 6 j 1 -f- -— I 
-|- c . — = 0, so erhält mau für den Fall, dass o, oo ein Paar ent- 
sprechender "Werthe sind, aus der dritten Form, wenn man ^ = 0, 

d 

^' = oo setzt, sofort b = o, oder also a'^ -\- d ^ o, oder c,-^ =^ — -, 

oder wenn man die Constante — — mit k bezeichnet: 

^^■^k.. .(13'), 
woraus sofort ü' ^ r{rj folgt (13). 

Ist das Element mit dem Parameterwerth o ein Doppelelement, 
so ißuss die In volutionsgleichung für 5 = und g' = o erfüllt sein; 
das gibt, in die ursprüngliche Form gesetzt, c =^ o oder «£|' + 

? i> 

|- + y = ' . ■ ■ (W) 

folgt, woraus man wieder \- — = — -\- — (14) ableitet. 

1 ? s 

Ist das Element mit dem Paiameterwerth oo ein Doppel - 
element, so muss die Gleichung tui 2 ^ ™j ^' =^ oo erfüllt sein; dies 
gibt, in die zweite Form eingesetzt, « = o oder h (^ -\- ^') -\- d ^ o, 

d. h. ?+?■ = - ^ oder 

k + ^ = k...{VJ), 
also auch ■/] -|- v]' =: ^ -|- |' (15). 

Sind schliesslich o, oo die Parameter der beiden Doppelelemente, 
so liefert die erste Form der Involutionsgleichung, wenn man %^= o 
5' = setzt, d ^ 0, und die zweite Form, wenn man ^ ^ oo ^' = oo 
setzt, ffl ^ o; daher lautet die Gleichung h{% + ^) "= o oder 

5 + r = »...(i6). 

Letzterer Fall ist oifenbar der Fall (15) für k ^ o. 

Wenn wir das Element, welchem der Parameter Null zukommt, 
als das Nullelement und jenes mit dem Parameter oo als das Un- 
endliehkeitselement bezeichnen, so haben wir also das folgende 
Resultat : 
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„Eine Involution, in welcher das Nuilelement mit dem Unend- 
lictkeitselement ein Paar entsprechender Elemente darstellt, hat zur 
Involutionsgleichung : 

?^- = Ä . . . (vcrgl, Art. 74, 85 iind 91). 
Ist das Nullelement ein Doppeielcmcnt, so lautet die Gleichung: 
1 1 



ist das Unendlichkeitselement ein Doppeleleraent, so lautet die 
Gleichung : 

I + e = k, 

und wenn die Doppeleleraente mit dem Null- und Unendlichkeits- 
elemente ausammenfallen, so lautet die Gleichung: 
^ + r = . . . (vergl. Art. 91)." 

Da man die Doppelelemente für ?' ^ ? erhält, so erkennt man 
sofort, dass die Doppelelemente im ersten Falle die Parameterwerthe 
+ V&, — y'k besitzen ; dass im zweiten FaU ausser dem Nuilelement 

2 
noch das Element mit dem Parameterwerth — - als Doppelelement, 

und im dritten Falle ausser dem Unendüchkeitselement noch das 

Element mit dem Parameterwerth — als Doppeleleraent auftritt. 

102. Wenn die Doppelelemcnte der durch 

dargestellten Involution, welche aus der quadratischen Gleichung 

fliessen, zusammenfallen^ so muss b'^ ^= ad oder h ^ \a . Yd, sein, 
so dass die Involutionsgleichung (1) auch in der Form 

{k r^+ r'Sji^ \rv+ v'd) = 

geschrieben werden kann. Diese Gleichung wird erfüllt, wenn man 

für eine der beiden Grössen ^^' einen ganz beliebigen Wertt wählt 

Vd 
und die andere gleich — ■ _ macht. Es bildet also irgend ein 

Element des Gebildes mit dem Element, dessen Parameter den Werth 

Vd 
—= besitzt, ein Paar der Involution. Nun liefert (6) fürJ^^ad 

.1- ■ T ■ T. W 1 = ^ ^^ ^^ 

die zwei gleichen Wurzeln ^^ — — ^^^^ — =t — ; es ist 
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Y'd 
— = der Pararaeterwcrth der beiden zusammenfall eiidei 



„Wenn die beiden Doppelelemente einer Involution in eines 
zusammenfallen, so bildet dieses mit jedem beliebigen anderen Ele- 
mente ein Paar der Involution, d, li. die Involution zerfäUt in jenes 
feste Element, -welches die beiden Doppelelemente in sich vereinigt, 
und in die einzelnen Elemente des betreffenden Gebildes." 

103. „Wenn die Coefficienten einer quadratischen Gleichung 
mit einer Unbekannten einen veränder liehen Factor im ersten Grade 
enthalten, so sind die Wurzelpaare die Parameter von Elementen- 
paaren einer Involution, d, h. es besteht zwischen ihnen eine Rela- 
tion der Form (1)." 

Bezeichnet man die Unbekannte mit t und den veränderlichen 
Factor mit X, so werden die Coefficienten der Gleichung die Form 
A -\- \Ä' . . . und die Gleichung daher die Form: 

{Ä + \A') fi-\-{B-h 'i^B') t + {C+ \C') = . . . (17) 
oder: 

{At'^ -\- Bt+ C)-\-\ {Afi -\- B't-\- C') — o . . . (17) 
besitzen. 

Wenn man die beiden Wurzeln dieser Gleichung mit ^^' be- 
zeichnet und als Werthe eines eindeutigen Parameters betrachtet, 
so werden ihnen in einem eindeutigen Gebilde zwei Elemente xx' 
entsprechen, so zwar, dass jedem Werthe von X die beiden Wurzeln 
^' und daher das Elementenpaar xx' entspricht. Wird ein Element 
X beliebig gewählt und kommt ihm der Parameterwerth ? zu, so 
gibt es nur einen einzigen Werth von X, weicher die quadratische 
Gleichung (17) so liefert, dass % eine der beiden Wurzeln ist. In der 
That hat man nur den bekannten Werth von ^ in (17) an die Stelle 
von t einzuführen und X aus den resultirenden Gleichungen zu be- 
stimmen. 

Nach den bekannten Relationen zwischen den Wurzeln und 
Coefficienten einer quadratischen Gleichung hat man, da 5^' die 
Wurzeln von (17) sind: 

_ ^, B + \E \ 

? ■+- ^ - 



. an 



A ■+ \A' 

" ^- ~Ä + \A' ] 
Bestimmt man aus einer dieser beiden Gleichungen X und setzt 
den Werth in die andere statt X ein, so ergibt sich nach einfacher 
Rechnung : 
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(AB- — Ä'B) m + (ÄC - A-C) (5 f r) + {ßC - B'C) = 0... (17"), 
eine Relation zwischen ^^', welche der Form nach mit (1) identisch 
ist, und wodurch also der ausgesprochene Satz bewiesen erscheint. 

Wenn man also zu den sämmtlichen Warzelpaaren , welche 
den sämmtlichen Werthen von X entsprechen und aus (17) folgen, 
die ihnen als Parametern entsprechenden Elemente eines Grund- 
gebildes erster Stnfe aufsucht^ so gehören alle so erhaltenen Ele- 
mentenpaare einer quadratischen Involution an. 

Setzt man >. = o, so geht (17) über in Ät'^ -\- Bi -\- C — o, 
und wenn man (17) durch X dividirt und dann X unendlich gross 
werden lässt, so geht (17) über in A't -\- B'fi + C = o. 

Die Wurzelpaare dieser beiden quadratischen Gleichungen sind 
also ebenfalls Parameter zweier Elementen paare der Involution, 

Wenn man sich erinnert, dass eine Involution durch zwei Paar 
entsprechender Elemente bestimmt ist und wenn man die Pararneter 
dieser beiden Paare als Wurzein der beiden quadratischen Glei- 
chungen 

Afi + Bt -^ C = 

A'fi -\- Et + 6" = 

betrachtet, so folgt aus den oben durchgeführten Betrachtungen, dass 

irgend ein Paar der durch diese beiden Paare bestimmten Involution 

dargestellt ist durch 

{Af^ + Bi + C) + X. {A'f^ -t- B't + C") = o, 
worin X irgend einen beliebigen (veränderlichen) Werth darstellt. 

Die Parameter der Doppel demente folgen aus der quadratischen 
Gleichung : 

{AB' - AB) V + 2 (AC -- A'C) 5 + (BC — B'C) = o, 
welche aus (17") hervorgeht, wenn 5' = ^ gesetzt wird. 

Um die Werthe von X zu erhalten, welche die aus den Doppel- 
eleraenten bestehenden Paare liefern (jedes Doppeleiement ist, weil 
es zwei einander entsprechende Elemente in sich vereinigt, als Paar 
der Involution zu betrachten), bat man nur (17) nach ( aufzulösen; 
dies gibt: 

^ _ (ß + \B-) ± V"(g + \By — A{A +Xj.' j"(C+"XC''r 
' ^ 2(Z+" x5ö ' 

von welchen zwei Wertben der eine als % und der andere als |' zu 
betrachten ist, und hat nun auszudrücken, dass diese Werthe ein- 
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ander gleich werden, was dann geschieht, wenn die in t auftretende 
Quadratwurzel verschwindet, d. h. wenn 

(B + >. B'y- — 4(Ä -\- lÄ') {C + \ C") = o 
wird. 

104. Als eindeutigen Parameter in einem Strahlen- (oder Ebenen-) 
büache! kann das Theilverhältniss ^ bezüglich irgend eines Paares 

fester Elemente p, o gewählt werden also ^ = ; wählt man 

sin ox 
o _L p, so wird sin ox = cos px und somit ^ ^ iyp^j wobei p irgend 
ein festes Element des Büschels ist und x jenes Element, dem der 
Parameter ^ zukommt. Hat man zwei conlocale gleichwinkehge und 
gleich stimmige BüscIigI (vcrgl. Art. 58) und sind xx' irgend zwei 
einander entsprechende Elemente, so ist der Winkel, den x' mit x 
bildet, constant, also etwa gleich a; da nun <; xx' ^ ■<.px' — <:!.px 
tgpx' — tgpx 

oder also <:^px — <:::,px = a, so ist ■■■ ■ — ^- - t= tgcn oder 

=' _ I _ l + tcjpx . tgpx 
= tqix, woraus weiter 

« + "IJ" . (? - f) + 1 = o . . . (19) 
folgt, eine Gleichung, welche, wie zu erwarten ist, die Form (1) 
besitzt. Für die Doppelelemente der Projectivität erhalten wir, wenn 
^' = B, gesetzt wird, die Gleichung: 

1' + 1 = o . . . (20) 

oder: 

e. = ±r—l... (20'), 

also zwei (imaginäre) Werthe, welche von dem constanten Winkel ce^ 
durch dessen Drehung um den Seheitel (die Ase) des Büschels die 
conloealen Büschel entstehen, ganz unabhängig ist. 

„Alle conloealen gleichwinkeligen *nd gleich stimmigen Büschel, 
welche durch Drehung eines beliebigen constanten Winkels ent- 
stehen, haben dieselben zwei imaginären Doppelelemente." 

Für a = 90» oder c.otga = o ergibt sich aus (18): 

^r + 1 = o, 
eine Gleichung von der Form (8), welche einer Involution entspricht, 
und zwar erhalten wir hier eine Involution von rechten Winkeln 
(vergl. Art. 83). Die Doppelstrahlen einer rechtwinkeligen Strahlen- 
involution verbinden (Art. 83) den Scheitel mit den imaginären 
unendlich weiten Kreispunkten der betreffenden Ebene. Ist die In- 
volution aus Ebenen zusammengesetzt und schneidet man sie mit 
einer zur Axe des Ebenenbüschels senkrechten Ebene, so entsteht 
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in letzterer eine rechtwinkelige Strahleninvolution, deren Doppel- 
strahlen in den Doppelebenen der Ebenen in volntion liegen, so dass 
also die letzteren durch die unendlich weiten Kreispunkte jener 
senkrechten Ebene hindurchgehen. 

Diese imaginären Doppelelemente der rechtwin'keligen Involu- 
tionen sind also nach obigem zugleich die Doppelstrahlen aller der 
projecti vischen Büschel, welche durch Drehung eines eonstanten 
Winkels um den Träger der Involution entstehen. 

Dreht sich der constante Winkel * um einen Seheitel in einer 
Ebene oder als Flächenwinkel um eine Axe im Räume, so entstehen 
zwei projectivische conlocale Büschel, deren Verwandtschaft durch 
die Gleichung (19) dargestellt ist*). Der Werth des eonstanten 
Doppel Verhältnisses, welchen irgend zwei einander entsprechende 
Elemente ntx' mit den beiden Doppeldementen e/ bestimmen, ergibt 
sich aus der G-Ieichung (7), wenn man a ^= d, ^ \ und 6 t= — c 
^ catgu. setzt, in der Form; 

cotg a -f- V — 1 

oder wenn man cot<j a. ■=■ —, setzt : 

, . ,, cos o — mi </. V^ ~ 1 e~"?^^— i 

(e/xx ) = ■ -_ 7T--=^- = ^- 

COS a -|- g»)j a V — 1 6"' — ' 

oder : 

(./»,.') = .-"r^. . . (21), 

wobei e die Basis des natürlichen Logarithmensystems bedeutet. 
Aus (21) folgt, wenn man zu den Logaritlimen zurüekkehi't ; 
^ __ — lo<}. nai. {afxx) 
2 1^—1 



, (21') 



oder da («/»,«■) = -—- 



■ (21")- 



In diesen Formeln (vergl. Art. 61) sind xx' entweder zwei 
sieh schneidende Gerade, a ihr Winkel, ef die Verbindungslinien 
ihres Schnittpunktes mit den unendlich weiten Kreispunkteti ihrei- 
Ebene, oder es sind xx' zwei Ebenen, a ihr Winkel und ef die 

*) Die folgende Betrachtung dieses ArtLItels kann der Anfänger übergehen. 
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Ebenen, welche ihre Schnittlinie (xx') mit den unendlich weiten 
Kreispuiikten der zu dieser Schnittlinie senkrechten Ebene ver- 
binden. 

105. Wenn auf einem und demselben Träger zwei von ein- 
auder unabhängige Projectivitäten auftreten, eine zwischen den Ge- 
bilden GG' gegeben durch die Verwandtschaftsglcichung : 

als + H + c? + d = 0, 
und eine zwischen den Gebilden G, (?,', gegeben durch die Gleichung: 

«,^,^,' + ^^, +c,5,'+d. =0, 
so kann man nach solchen Elementenpaaren fragen, welche zwei 
einander entsprechende Elemente der beiden projecti vischen Ge- 
bilde GG' und gleichzeitig ebenso zwei einander entsprechende 
Elemente der Gebilde G^G^' darstellen; selbstvei-atändlich alle vier 
Gebilde als gleichartig vorausgesetzt. 

Je zwei entsprechende Elemente von GG' seien xx' und '^ 
ihre Parameter wer the, welche der ersten Gleichung Genüge leisten, 
und x^x{ seien zwei entsprechende Elemente der Gebilde G^Gi'^ 
deren Parameter ^^1,' der anderen Gleichung Genüge leisten müssen. 

Die geometrische Bedeutung der Parameter ^^'l,^,' sei eine 
und dieselbe, d. h. es mögen diese veränderlichen Grössen etwa die 
Theil Verhältnisse der Elemente xx'xyX^' in Bezug auf ein und das- 
selbe Paar von Fundamental- (Grund-) Elementen bedeuten. 

Bedeutet nun xx' ein Elementen paar, welches in beiden Pro- 
jectivitäten auftritt, und sind ^§' die zugehörigen Parameterwerthe, 
so müssen letztere den beiden Verwandtechaftsglcichungen Genüge 
leisten, und da können nun zwei von einander verschiedene Fälle 
eintreten : 

a) Dem x von G entspricht x von G' und dem x von ö^ 
entspricht x von ö,', so dass zwischen 2^' die Relationen: 

bestehen werden. 

ß) Dem X von G entspricht das x' von G' und dem x von G,' 
entspricht das x von (?, so dass die beiden Gleichungen : 
.« + 65 + of + <i = o| 
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Mim sieht sofort, dass von den beiden Fälloii a) ßj jeder aus 
dem anderen hervorgeht, wenn man entweder b mit c oder 6, mit 
C| vci'tauscht. 

Löst man die Gleichungen a) nach 5 und ^' auf, indem man 
die eine der beiden Gi'össen aus der einen Gleichung bestimmt and 
in die andere einsetzt, so erhält man für jede dieser Grössen eine 
quadratische Gleichung, so dass es also zwei Elementenpaare von 
der Art a) gibt, welche den beiden Piojectivitäteu gemeinschaftlich 
sind. Ebenso liefert das System ß) in derselben Art zwei solche 
Elementenpaare. Man könnte die ersten beiden Paare als von der 
ereten Art (a) und die beiden letzteren als von der zweiten Art (ß) 
bezeichnen. 

„Wenn zwei gleichartige Projectivitäten (mit derselben Ele- 
mentengattung) conlocal sind, so gibt ee zwei Eleraentenpaare der 
einen und zwei Elementenpaare der anderen Art, welche beiden 
Projectivitäten gemeinschaftlich sind." 

Dass von einer und derselben Art höchstens zwei gemein- 
schaftliche Elementenpaare vorkommen können, hätten wir gleich 
im Vorhinein behaupten dürfen, da durch drei Elementenpaare eine 
einzige Projectivität vollkommen bestimmt erscheint. 

Aus den Gleichungen a) folgen für die Parameter ^^' der Ele- 
mente der gemeinschaftliehen Paare erster Art die quadratischen 
Gleichungen : 

(ab, — a,f>)^^ + {adt -«, .^-j-cöi — c, i) | 4- (c<7, — c, tZ) = o I 
(ac^—a^c)i'■' + {ad,—a^d~cb,+c,h)i■ + {id^—b^d) = ]" ' *-" ^' 
und aus den Gleichungen ß) erhält man ebenso (oder durch ein- 
fache Vertausehung von i mit c oder von 5, mit Cj): 
(ab,-a,c}^q^ + {ad^-a,d-\-bb,-cc,)i+(bd,~c,d)^o [ 
(ac,~a^h)^■^+(ad^—a,d^bb,^cc^)^' + {cd^—b,d) = o / ' ' ' ^^ '' 

Wenn die eine der beiden Projectivitäten in eine Involution 
übergeht, so werden die beiden Arten a) ß) der gemeinschaftlichen 
Elementenpaare identisch. In der That haben wir gesehen, dass die 
Gleichungen a) aus ß) oder umgekehrt entstehen, wenn man b mit c 
oder J^ mit c, (und allenfalls ^ mit ^') vertauscht. Diese Vertau- 
sehung wird somit ohne Einfluss bleiben, d. h. keine Veränderung 
hervorbringen, wenn entweder h =: c oder ij = e^ ist. 

Li der That gehen auch die Gleichungen (ß') in die Gleichungen 
(a) über, wenn & ~ c oder öj = c, wird. Wir könnten ebenso aus 
der Vej-tauschungsfahigkcit, die in einer Involution herrscht, schliessen, 
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dass flie Fälle {i) mit a) identisch werden, wenn die eine der beiden 
Projectivi täten zur Involution wird. Wird die zweite Projectivität 
zur Involution, so sind die beiden Verwandtachaftsgleiebungen : 

«,5?'+5,(^ + ^') + '^, ^o 
und die Parameter der beiden gemeinschaftlichen Elementen paare 
folgen aus: 

(«J, — «1 5) § 2 + [ad, — «1 <; + i, (c — />)] i + (cd, — J, d) = o 
{ab, — a, c) ?'2 + [ad, — a,d — i, (c — &)] 5' + (J«^, - b,d) = o 
„Wenn eine Projectivität gleichartig und conlocal ist mit einer 
Involution, so gibt es zwei Elementenpaare, welche beiden gemein- 
schaftlich sind." 

Wenn auch die erste Projectivität zu einer Involution wird, 
so erhalten wir ein beiden Involutionen gemeinschaftliches Elementen- 
paar (vergl. Art. 93) und in der That werden die beiden letzten 
Grieichungen identisch, wenn h ^= c wird, so dass die Wurzeln der 
Gleichung : 

(ab, - a,h) ^2 4- {ad, - a,d) ^ + (bd, — b,ä) = o 
die Parameter der Elemente jenes Paares darstellen , welches den 
beiden dui'ch 

a^^+b(%^'^) + d = o 

dargestellten Involutionen gemeinschaftlich ist. 

Zu derselben quadratischen Gleichung gelangt man, wenn man 
aus den beiden letzten Gleichungen ^ und ? + ?' durch die Coeffi- 
cienten abdaih,d, bestimmt und die Gleichung aufstellt, deren 
Wurzeln ^ und ^' sind. 

106. Wie aus der Gleichung (6), Art. 98 sofort hervorgeht, 
sind die Parameter der Doppelelemente der Projectivität 
aik' -hH+<'i' + d = o 

nur von den Wcrthen - - , — abhängig, und es werden also alle 
eonlocalen Projectivitäten , dieselbe constante Bedeutung des Para- 
meters vorausgesetzt, für welche ■ , — dieselben Werthe be- 



sitzen, auch gemeinschaftliehe Doppelclemente haben. Die noth- 
wendigen und hinreichenden Bedingungen also, dass die beiden 
eonlocalen, durch 
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dargestellten Projeetivitäten gemeinsame Doppelelemeiite liesitzeii, 
<?, _ rf 6, -i-c, _ 6 + c 

' ' 26, h + c «ifö + c) 

Maclit man ö, ^ Cj, also =:; oder 6, ^ — , so 

«iß 2« ^ 

wird die zweite Projectivität zu einer Involution, und da ci, ^^ a, — 
ist, so ergibt sich als Involution sgle ich u ng : 



oder: 



"* + (^) (5 + f ) + <i = »■ 



„Die Involution, welche mit der Projectivität: 
<•?? + {? + er +(i = o 
gemeinsame Doppeleiemente besitzt, hat zur Gleichung: 

««+{'^](i + i', + ä = ..' 

107. «Die Doppelelementenpaare alier Projeetivitäten, welche 
zwei gemeinschaftliche Paare entsprechender Elemente besitzen, 
bilden eine Invoiation." 

Es seien mm'tnn die beiden Paare entsprechender Elemente; 
durch diesolben ist die Projectivität noch nicht bestimmt und wird 
es erst dann, und zwar vollständig, wenn man ein beliebiges drittes 
Paar entsprechender Elemente wählt. Man wird also statt dieses 
dritten Paares auch ein sich selbst entsprechendes Element, ein 
Doppelelement e wählen können, und es wird durch mm\ nn und e 
(e' ist identisch mit e) die Projectivität vollkommen bestimmt sein 
und somit auch das andere Doppelelement / derselben. In dieser 
Art ist durch e das Element / vollkommen und eindeutig bestimmt 
und ebenso entspricht, wenn man / als erstes Doppelelement ge- 
wählt denkt, diesom das Element e als zweites, so dass also die 
Beziehung zwischen e, / eindeutig und vertauschungsfähig, d. h. eine 
Involution ist. 

Man bezeichne mit |X|j.', vv', e f die Parameter von mm', W, e/ 
und die Projectivitätsgleichung sei : 

a^^ + hi^ + c^ -^d = o, 
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worin ahcd noch variable Coefficienteu sindj so ist die Gleichung 
für die Doppelelementc : 

a<f + {b + c)% + d = o, 

und da |ip.', w' entsprechenden Elementen und e? den Doppel- 

clementen als Parameter zubommenj so hat ra.an : 

a|/|j.' -}- 6|j. -]- cf'' -}- (^ ^ 

«W + 5v + Ev' + <? = 

_ <^ _ 6 + c 

Multiplicirt man die erste Gleichung mit v', die zweite mit |/ 
und addiii, so ergibt sieh: 

av--'' iV-' + v) + 5^^ (v + V') + cV (V. ^v^)^-d{\>. + v') = o; 
multiplicirt man die erste Gleichung mit v und die zweite mit ;/ 
und addirt, so erhält man: 

«1,'v (j, + V') + h-> {v. + l^-) + ci/ (v -i- v') + c! (v + ^/) = o. 
Subtrahirt man die vorletzte Gleichung von der letzten, so ist: 
(1. + v') (« ,/v - d) -h (v +. ,/) {d~a v.-') + (6 + c) (v|/' - t^V) ^ 0, 

oder wenn , naeh Division mit a, - z= stp und = — (s + f) 

gesetzt wird : 

(p. -I- V-} ([j.'v — £?) + (v + ij.') (e? — (..v'} + (£ + ?) (r- — vp.-} = o, 
eine Gleichung, welche mit der Gleichung (12) identisch wird, wenn 
man statt [av' die Buchstaben ^|', ebenso 1)75' statt v[i.' und ^^' statt 
£f schreibt. Nachdem nun die Gleichung (12) sagt, dass die drei 
Parameterwerthepaare ?^', r^, CC drei Elementenpaaren einer Invo- 
lution angehören, so ist nachgewiesen, dass die drei Elementenpaare 
mn', m'n, ef Paare einer Involution sind. 

„Wenn also ef die Doppeielemente einer Projectivität sind, 
in welcher mm', nn' zwei Paare entsprechender Elemente darstellen, 
so gehören die drei Elementenpaare mn', m'n, ef einer Involution an, 
so dass also alle die Doppelelementen paare ef der durch die beiden 
Paare mn, m'n bestimmten Involution angehören." 

Man gelangt auch direct zu demselben Resultate, wenn man 
nach Art. 52 zu dem Doppelelement e das zweite Doppelelement/ 
aufsucht. Denkt man sich die Projectivität als eine projectivische 
Beziehung zweier Punktreihen auf einer und derselben Äxe und 
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sind mm', nn zwei Paar entsprechender Punkte und e ein Doppel- 
punkt, so liat man, um den zweiten Doppelpunkt / zu finden, auf 
irgend einer durch e gezogenen G-eraden awei beliebige Scheitel ss 
zu wählen, sm nait s'wi' in s" und sn mit s'w' in s'" zum Durch- 
schnitte zu bringen und die beiden Punkte s'V" zu verbinden ; die 
Gerade s'a" trifft die Axe in dem gesuchten aweiten Doppelpunkte/. 
Nun sind aber tim, m'n, ef die Schnittpunktepaare der Axe mit den 
drei Gegenseitenpaaren des vollständigen Viereckes ss's's" und ge- 
hören daher einer Involution an. 



Vierzehntes Kapitel. 

Cyklische Projeotivität. 

108, „Wenn zwei conlocale projectivische Gebilde 6G' reelle 
Doppelelemente ef besitzen and man construirt zu irgend einem 
Elemente x von G das entsprechende x von G', betrachtet nun x' 
als zu G gehörig »md construirt das zu x' entsprechende Element x" 
von G' und so fort, so nähert man sich immer mehr und mehr dem 
einen der beiden Doppelelemente, Fühi't man dieselbe Construction 
umgekehrt aus, indem man jedesElement als zuö'gehörig betrachtet, 
und zu ihm das Entsprechende in G aufsucht, zu diesem wieder 
das entsprechende in G und so fort, so nähert man eich immer mehr 
und mehr dem anderen Doppelelemente." 

Fühi't man einen Parameter ^ so ein, iJass den Doppelelementen 
die Werthe o, <x> von ? entsprechen, so hat die Verwandtschafts- 
gleichung «ach Art. 98 (yS) die Form: 

^' = h% 
wobei b' der Werth des Doppelvei'hältnisses {efx'x) ist. 

Bildet man nun die Reihe von Elementen xx'x" . . ., von denen 
jedem, wenn man ea zu G rechnet, das unmittelbar nachfolgende 
in G' entspricht und sind ^^'^" . . . ihre Parameter, so hat man 

r = h% I" = ^.'5' = h'% f = i'l" = b'^l ■'■ ; 
so dass also die Parameter der aufeinander folgenden Elemente die 
Werthe 

% h% h'% h'% b'*i. ..h'"f, 

liesitzen, wenn mau die Construction n-maX nach einander durch- 
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führt, wodurch ilcr letzte Punkt als («-|-1)-Ler die .Reihe ah- 
schliesst. 

Entwickelt man die Reihe im enlgeg enge setzten Siane, indem 
mau au x', als zu Cr gehörig, das in G entsprechende Element auf- 

eueht, so ist sein Parameter nach obiger Gleichung der Werth — ; 


construirt man zu dem erhaltenen Elemente, indem man es wieder 
zu G' rechnet, in (? das entsprechende, eo wird sein Parameter den 

^' ^' 

Werth — : h' oder — erhalten u. s. f. Man sieht sofort dass nian, 

h ^ 

von x ausgehend, eine Elementen reihe mit den Parametern 

-i X il _!' il 

'^ b-' &'2' h'^' !>■' ' ' ' h'"' 
erhält, wenn man die Constructiou nach einander wi-mal durchführt. 
Der Werth b' ist nun von der Einheit verschieden, denn wäre 
5' T= -f- 1, so ist also (efx'x) =^ -i- 1, daher müsste jedes Element x' 
mit dem entsprechenden x identisch sein, so dass beide Gebilde 
conlocal congruent und in congruenter Lage wären; für b' ^ — 1 
wären efx'x immer vier hai-monische Elemente und die Gebilde 
würden eine Involution darstellen. Beide Fälle und auch den der 
zusammenfallenden Doppelelemente, für welchen Fall auch ö' := + 1 
wäre, wollen wii- ausscheiden. Es ist also b' grösser oder kleiner als 
die Einheit und daher wachsen die Glieder der einen Parameterreihe 
ins Unendliche und die der anderen Reihe werden immer kleiner und 
kleiner, sich Null nähei-nd. Die Elemente der ersten Reihe werden 
sich also immer mehr und mehr dem Doppel demente nähern, dessen 
Parameter oo ist, und die Elemente der anderen Reihe immer mehr 
und mehr dem Doppelelemente, dessen Parameter gleich Null ist. 
(Wenn z. B. i' >- 1 ist, so wachsen die Glieder der Reihe ^, b% b'^^ . . . 

?' I' 
ins Unendliche und die Glieder der Reihe ^', --, z-... nähern sich 

ö b'^ 
dem Werthe Null; fiir ö' <; 1 tritt das Umgekehrte ein. Auf das 
Zeichen von b' kommt es bei dieser Betrachtung offenbar nicht an.) 
Betrachten wir insbesondere die ProjectivJtät, welche durch 
die Gleichung 

dargestellt ist unrl deren Doppclclemente aus der Gleichung 

i^ + c'q^d^o 
folgen und daher die Parameter werthe haben; 
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und setzen wir voraus, dass diese Doppelelemente reell sind, d. h, 
also, dass ]/ . ~\~ ^ reell ist. 

Aus der Verwandtschaftsgleichung folgt: 

c + e 

daher ist: 

„„ d ä ,„, d d 



c+- 



<•+<; 



u. e. f. Wenn man also den Kettenbruch, der sich ergibt, ins Un- 
endliche fortsetzt, so nähert man sich einem der beiden Werthe e, <f. 
Aus der Verwandtschaftsgleiehung folgt ebenso: 
d 

? = -«+,; 

wenn man also die Reihe in entgegengesetztem Sinne entwickelt, so 
wird der nächste Parameter den Werth haben: 

— c -\~ —, oder — <; ^- — --, oder — c — — 

i d d 

der dritte Parameter wird den Werth haben : 

d , d 



n. 5. f. Wenn man also den Kettenbruch — c 

d 

' + C-+,.. 
IbrtsetKt, so wird man sich dem anderen der beiden Werthe stp 
nähern. 

Wir haben also die folgenden zwei G-Ieichungen : 
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=1/t 



+<i= 



'=-'r-^\l'i+''=-' 



e+- 



i 



folglich nach Subtraction und Division durch 2: 

r+'' = ä 



^K^ 



I /c^ 

welche Formel immer giltig bleibt, wenn 1/ — + li reell ist. Der zu 

Anfang dieses Artikels ausgesprochene Satz gilt jedoch auch in dem 
Falle zusammenfallender Doppelelementc. Denn in diesem Falle 
hat die Verwand tschaftagleichung nach Art. 98, ß) die Form: 

oder wenn — ^= /: gesetzt wird : 

?■ = A + i 
Denn Doppelolementen entspricht der Parameterwerth oo. 

Es ist also die Reihe der Parameterwerthe von xx'x" ... die 
folgende ; 

also eine arithmetische Progression, deren Glieder immer ins Un- 
endliche wachsen, so dass sich die Reihe der Elemente immer dem 
Elemente nähert, dessen Parameter oo ist, d. h. den beiden vereinigten 
Doppeleleraenten. Dasselbe gilt offenbar von der in entgegengesetztem 
Sinne verfolgten Reihe '^, ?' — &, 5' — 2Ä:, §' — 3A . . . 

109. Sind zwei projectivische Gebilde gleichartig und conlocal 
und e/ ihre beiden Doppelelemente, und geht man von irgend einem 
Elemente Xy aus, eonstruirt das ihm entsprechende Element x^ des 
zweiten Grebildes, zählt nun x.^ zum ersten Gebilde und coneti'uirt 
das ihm entsprechende a^ im zweiten Gebilde u. s. w. , so ergibt 
sieb eine Elementenreihe XyX^x^ . . . a:„ + i von der Art, dass jedem 
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.Kiemente, wetm man es Kum eraten Gebilde recliiiet, dsis unmittel- 
bar nachfolgende Element im zweiten Gebilde projectivisch ent- 
sprich t. 

Betrachtet man x„ + 1 als dem x^ entsprechend, so erhält man 
wieder zwei conlocale projectivische Gebilde, denn die Elemente ic, 
sind projectivisch mit don Elementen x^, diese mit x^ u. s. w. und 
aj„ scliliesslich mit a;„ ^ i, so dass also a;, auch mit cb„ + i in projec- 
tivisch er Beziehung ist. 

Die Doppelelemente ef der ursprünglichen Projectivität sind 
zugleich Doppelelemente für die zwischen Xy und x„ + i bestehende 
Projectivität; dies folgt einfach daraus, dass jedes der beiden Doppel- 
elemente immer sich selbst entspricht; wenn also ce, in e z. K. fallt, 
so ist auch x.^, x^ . . . x^x^ + x in e enthalten. 

Wir haben im letzten Artikel gesehen, dass man sich im Falle 
reeller Doppel demente e,/, immer mehr und mehr den teiden 
Doppelelemeuten nähert, wenn man die Reihe a;, a;^ - ■ ■ ^h -i- 1 in einer 
und in der anderen Kichtung ins Unendliche fortsetzt. 

„Wenn es einmal geschieht, dass ein Element der Reihe a;, a^ . . . 
mit dem Ansgangselerhent znsammenföllt, so geschieht dies immer 
und für jedes Äasgangselement," 

Wenn z. B. das H-te Element x^ ^ i, welches dem x^ entspricht, 
mit a^i zusammenfällt, so hat die zwischen as, und x^ + 1 bestehende 
Projectivität ausser den beiden Doppelel erneuten e/ noch ein drittes 
Element, nämlich jenes, in welchem sich se^ + 1 mit a;, einmal ver- 
einigt hat; dann ist aber jedes Element für diese Projectivität ein 
Doppelelement (Art., 51), d. h. wenn man von einem beliebigen 
Elemente x^ ausgeht, so wird man als (n + l)-tes Element in der 
Reihe XyX^ . . . wieder das Element a;, antreifen. Man sieht nun 
sofort, dass dieselben )i-Elemente a;, cc.j . . . a;„ zum Vorschein kommen, 
wenn man irgend ein Element dieser Gruppe als Ausgangselement 
annimmt und in der einen oder der anderen Richtung die ent- 
sprechenden Elemente aufsucht. In dieser Art bestimmt jedes Ele- 
ment eine in sich geschlossene Gruppe von )i- Elementen, unter 
welchen es als gleichberechtigtes Individuum auftritt und welche 
Gruppe dui-ch jedes der in ihr auftretenden Elemente unzweideutig 
bestimmt erscheint. 

„Wir nennen in diesem Falle die Projectivität eine cyklische 
Projectivität mit n-elementjgen Gruppen," 

Ist n = 2, d. h. fällt a?;, mit x^ zusammen, so hat man ver- 
täu seh ungsßihige Projectivität zwischen a^, und x-i oder also eine 
Involution von Elementenpaaren. 
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Für n = 3 besteht jede Gruppe aus drei Elementen x^w-iX;,, 
welche sich der Reihe nach projectmsch entsprechen; ebenso sind 
in derselben Gruppe, wenn man von x.^, respectivo Xg ausgeht, x^x^Xij 
x^XiX^ auf einander folgende entsprechende Elemente. 

Wenn man bei Aufsuchung der entsprechenden Elemente in 
derselben Projectivität vom zweiten Gebilde zum ersten übergeht, 
so sind x^X2Xi, x^x^x^, x^x^x^ Tripel von auf einander folgenden 
sich entsprechenden Elementen. 

Man kann also, da so die sämmtlichen sechs Permutationen der 
drei Elemente x, a^ x^ erschöpft sind, ohne dass sieh die Projectivität 
ändern würde, jedes der drei Elemente als Ausgangselement, jedes 
als zweites und jedes als drittes Element betrachten. Da eine pro- 
jectivische Beziehung durch drei Elementenpaare voDkommen be- 
stimmt ist, so haben wir den Satz: 

„Eine cyklische Projectivität mit drei elementigen Gruppen 
(Tiipelii) ist durch eine solche Gruppe vollkommen \mi unzwei- 
deutig bestimmt." 

Sind aj| x^x^ die drei Elemente der Gruppe, so ist die cykliache 
Projectivität bestimmt durch die drei Elementen paare, die man er- 
hält, wenn man den Elementen ic, x^ x^ der Reihe nach die Elemente 
x^x^Xi projectivisch entsprechen lässt. 

Für ji ^ 4 kann man eine Gruppe, welche also aus vier Ele- 
menten bestehen wird, nicht beliebig annehmen. 

110. Zunächst erkennt man leicht, dass für « ^ 4 die ersten 
und dritten und ebenso die zweiten und vierten Elemente in allen 
Gruppen Paare einer und derselben Involution bilden, welche die 
Doppel elemente der eyklischen Projectivität zu Doppelelementen be- 
sitzt, und später werden wir erkennen, dass auch jede Gruppe aus 
vier harmonischen Elementen besteht, wobei das erste Element dem 
dritten und das zweite dem vierten eonjugirt erscheint, 

Ist nämlich x^x^XgX^ eine Gruppe und jedes Element der- 
selben durch Projectivität aus dem vorhergehenden, und ai, schliess- 
lich aus Xj abgeleitet, und betrachtet man das Element x^ als dem 
Elemente a;, entsprechend, so ergibt sich eine Projectivität (Art. 109), 
welche aber in eine Involution übergeht, da sich XiW^ ve r tausch ungs- 
föhig entsprechen, denn man gelangt von x^ über a^j oder über x^ 
genau so zu x^, wie von ccg über x^ oder a^j zu a;, ; in derselben Art, 
d. h. in derselben Involution, entsprechen sich auch X2 und x^ . Allgemein : 

„Wenn n den Divisor r enthält, so ist in jeder cyklischen 
Projectivität mit ji- elementigen Gruppen auch eine cykhsche Pro- 
jectivität mit r-elementigen Gruppen enthalten." 
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Man braucht nur von den Elementen a:, , sci ^ IL, x^ ^ lü, . . . 
jedes dem vorhergehenden entsprechen lassen, so wird man bis zum 
Elemente a;i+„, d. h. zum Ausgangs elemente x, zurückkommen. 
Es ist klar, dass jede Gruppe der eyklischen Projeetivität mit 

ü- elementigen Gruppen — Gruppen der cyklisclion Projeetivität mit 
r-elementigen Gruppen enthält. 

Wenn n ^ 2r, so wird jede Gruppe x^ . . . Xa aus r Paaren 
einer Involution bestehen und aus zwei Gruppen einer eyklischen 
Projeetivität mit r- elementigen Gruppen u. a. w., und alle diese 
eyklischen Projectivitäten, i'espeetive die Involution, haben dieselben 
zwei Doppelelemente ef. 

Dass die Doppel elemente der eyklischen Projectivitäten, welche 
aus lauter reelle Elemente enthaltenden Gruppen bestehen, imaginär 
sein müssen, folgt aus Art. 108, sowie aus den folgenden Betrach- 
tungen. 

111. Sind ef die Doppelelemente und b' das charakteristische 
Doppelvei'hältniss der Projeetivität, XyX^ zwei entsprechende Ele- 
mente und ^i ?.; deren Th eil Verhältnisse, bezüglich ef als Fundamental- 

elementc, so ist (efx^x.^) = h' oder ^| : ^ ^ h' , somit ^j = — ,-; ist nun 
5„ + i das Theilverhäitniss von ic„ + 1 bezüglich ef, so wird wie in 

Art. 108 ^n -L 1 ^ und soll a?„ + 1 mit x, identisch werden, so 

muss ^„+1 ^ lij oder also 5'" ^ + 1, oder &' = V -J-l sein. 

Die sämmtlichen n Wertlie von V^ 1 erhält man, wenn in 

(coÄ ^ + sin ^ . yf^^i) statt k der Heihe nach die Wertlie 

1, 2, 3, ... « gesetzt werden. Setzt man 

cos — + sm „-■^-'^ =V; 
so sind |;;|j.'^iA^ , . . p." die n Werthe von \-\- 1, wobei [>.'" :i=z -\- \ und 
für ein gerades ii |J.'ä~ =ir — 1 ist. Die Par am et er werthe von x^x.^...x„ 
stellen sieh dar in der Form %,, , —, ^ . . . ; oder: ['■"^i, 

li"-'!), lA^-^^i . , . |j.^p Das Doppelverhältniss (efxkXi) ist dei-Werth 
^t : ^i, also gleich i/.'* — " + ^ : ]*" — '+ ^ ^= \i^ — ^: 

.. , , , 2(;-A)7: . 2(^-^)7: 
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Wir bemerken überdies, dass nach Art. 14 (e/iCjt x^ = (xkXief). 

„Irgend zwei einer Gruppe angebörigen Elemente einer cykH- 
schen Projectivität mit n-elementigen Gruppen bestimmen mit den 
beiden Doppelelementen ein Doppelverhältniss, dessen Werth gleich 
iat einer n-ten Wurzel aus der positiven Einheit." 

112. Für eine cyklieche Projectivität mit viorelemontigen 
Gruppen ist n = 4, die vier vierten Wurzeln ans der positiven 
Einheit sind : -|- 1, + V^ — 1, — 1 , — K — 1 ; die Parameter einer 
Elementengruppe (hier ein Quadrupel) sind somit : 

?,, e, = ?, v^i, ?3 =z - ?,, 5, = - ^, r^i, 

so dasa also x^ und x^ beaüglich ef harmonisch sind, und ebenso 
^2 und §4 (Art. 10). Bildet man nach Art. 94 das Doppelverhältniss : 

^' ' ' •> 5,-5, '5,-1,' 
80 ergibt sich sofort (xiX^x^x^) = — 1. 

„Es ist also bei einer cyklischen Projectivität mit vierelemen- 
tigen Gruppen jede Gruppe aus vier harmonischen Elementen zu- 
sammengesetzt, und zwar ist das erste dena dritten harmonisch con- 
jugift bezüglich des zweiton und vierten (oder umgekehrt)." 

Während man also Kur Bestimmung einer cyklischen Projec- 
tivität mit dreiel omentigen Gruppen eine Gruppe beliebig wählen 
kann, muss bei einer cyldischen Projectivität die Gruppe aus vier 
hai'moniscbcn Elementen bestehen. 

Sind nun abcd vier beliebige, eine harmonische Gruppe bildende 
Elemente, und zwar « zu 6 und c zu d conjugirt, so braucht man 
nur irgend eines der vier Elemente, z. B. a als ic,, dann das hierzu 
conjugirte, also b als w^ und das übrig bleibende Paar cd als x^ 
und Xf zu betrachten, und zwar ist es gleichgiltig, ob man c als afj 
oder als x^ betrachtet, weil dies nur den Sinn ändert, in welchem 
die Gruppe x^x-^x^x^ durchlaufen erscheint (einmal als acbd und das 
anderemal als adbc). Dasjenige Elementenpaar e, /, welches die 
beiden Paare ah, cd gleichzeitig harmonisch trennt, stellt die beiden 
Doppelelemente der cyklischen Projectivität dar: 

„Durch eine harmonische Gruppe von vier Elementen ist eine 
cyklische Projectivität mit vierelementigen Gruppen vollkommen 
bestimmt." 

Da durch ein Tripel abc von Elementen drei harmonische 
Gruppen bestimmt erscheinen, je nachdem man das vierte Element d, 
als zu a oder zu b oder zu c harmonisch conjugirt, wählt, „so sind 
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auch durch ein Tripel von Elementen, welche einer und derselbcD 
Gruppe angehören sollen, drei von einander verschiedene eyklisehe 
Projeetivitäten mit vierelemeatigeii Gruppen bestimmt." 

„Die eyklisehe Projectivität mit si-elementigen Grmppen ist 
vollkommen bestimmt, wenn man. ihre üoppolelcmente (von denen 
jedes eine ganze Gruppe vertritt) kennt." 

Denn wenn man irgend ein Element als das k-te in einer 
Gruppe betrachtet, so ist das ^te Element derselben Gmppe dadurch 
vollkommen bestimmt, dass das Doppel verhältnies i^efxi^xi) den 
„. , 2(1 — k)r. . 2(1 — k)% ,.^, , 

Werth cos -|" ^" • — 1 haben muss; nimmt 

i[ n 

man Ä ^ 1 und l der Reihe nach gleich 2, 3, ... n an, so erkennt 
man, dass sich aus dem Elemente aj, die ganze Gruppe ableiten lässt. 

„Wenn die beiden Doppelelemente ef reell sind, so enthält 
jede Grappe für ein ungerades n nur ein einziges reelles Element 
und für ein gerades n nur zwei reelle Elemente, welche e, / harmo- 
nisch trennen." 

Denn soll bei reellen e,f aus dem reellen x^. ein reelles Xi 
eich ableiten lassen, so muss (efxuXi) reell sein, d. h. es muss 

mi verschwinden, also entweder gleich Null 

oder gleich der Einheit sein; im ersten Falle ist l^^k, d. h. x-^ 
ist das einzige reelle Element der Gruppe und im zweiten Falle 
ist 2(1 — U'} ^ n, daher n eine gerade Zahl und l ■=z k -\- --, somit 
sind a^s «nd ^ii + - die -einzigen zwei reellen Elemente der Gruppe. 
Dass sie mit e,f ein harmonisches System bilden, folgt aus : {efxtxi) 

„Wenn also eine eyklisehe Projectivität Gruppen mit lauter 
reellen Elementen enthält, so sind die beiden Doppelelemente noth- 
wendigerweise imaginär." 

Weil (efx^Xi) = {xjcXief), so hat man den Satz: 

„Wenn zwei Elemente x^xi als /i:-tes und ^tea Element in einer 
und derselben Gruppe einer cyklischen Projectivität mit Ji-elemen- 
tigen Gruppen, welche e,f zu Doppelelementen hat, vorkommen, so 
sind auch e, / i-tes und Z-tes Element einer Gruppe einer cykli- 
schen Projectivität mit m-elementigen Gruppen, welche xj^Xi zu 
Doppelelementen hat." 

113. „Die «-strahligen Gruppen, welche den vollen Winkel 
um einen Punkt s in n gleiche Theilc theilen, gehören einer cykli- 
schen Projectivität mit «-elementigen Gruppen an, deren Doppel- 



y Google 



CyMiscliG ProjccliTiläi. 201 

iätralileii E, F nsich den imaginären, uncndlieli weiten Kreispiuiktoji 

gerichtet sind," 

Bezeichnet man den n-ten Theil des vollen Winkels mit a, 

2r. f 360^ , ^ , 

also a =^ — - I ^ I , und beti'achtct man die concentrischen 

gleich stiramig-eongruentei« Büschel, welche durch Drehung des con- 
stanten Winkels a um den Scheitel s entstehen (siehe Art, 58, b), 
so entspricht irgend einem Stralile X, ein Strahl Xj, welcher mit 
Z| den Winkel a bildet; kommt X, in die Lage Z^, so wird X^ 
nach Z3 kommen und X5 wird mit X-^ abermals den Winkel <% 
bilden u. s. w. Entwickelt man also die Strahlenreihe Xj X^ . . . X„ + 1, 
so wird jeder Strahl mit dem vorhergehenden (und dem nachfolgenden) 
den Winkel a bilden, und weil nix = 360", so wird X„ + 1 mit X^ 
zusammenfallen, wodurch der ejklisehe Charakter der Projectivität 
bewiesen ist. 

Dass die beiden Doppel elemente nach den imaginären unend- 
lich weiten Kreispunkten gerichtet sind, folgt aus Art. 104. 

114. Es sei eine cyklische Projectivität mit dreielementigen 
Gruppen gegeben durch eine solche Gruppe, deren Elementen die 
Parameter werthe ^1^2 ^3 entsprechen mögen. Die Ve r wandt seh afts- 
gleichung einer Projectivität ist (Art. 94) : 

am + H + e^+d = o 
und muss in diesem Falle erfüllt sein, wenn man statt %i' der Reihe 
nach §1 li, ^^3, ^3^1 setzt, d. h. wir haben die drei Gleichungen: 

a'i^i3-\-i>i, + c% + d = o .. .{2-2), 



lassen. Set^t man der Abkürzung wegen 

I, + e, + 5j = ., I 

5, 5, + S. ?, + !=,?, =«, ...(23), 

so crliiilt man, wenn die Gleichungen (22) addirt wci'deu : 
<.«., + (i + c)., +.3<i = o...(24). 

Multiplicirt man (22) der Reiiie nach mit ?j, ^|, 5i und addirt, so 

ergibt sich : 

3a,, + H + c),, + d,, =o...(24') 
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und aus (24) und 24') erhält man dureh AufJösung nach — nud 



J + o 



!':'l,.! 1-'(=^°)- 



Zu demselben Werthe von — gelangt man durch directe Auf- 
lösnng der Grleichungen (22) nach — -, — , — , und es ergeben sich 
für die letzteren Grössen die Werthe: 



Siij + g,q + ?,g- 



■ (25'). 



Die cykliödie Projectivität ist somit dargestellt durch die Ver- 
wandtschaftsgleichung : 

(3.,-.;)S- + (l:;E,+Eti:,+läl:,-3.,)E+(S,5^ + 5,5^ + i:,i;-3>,)? 
+ (3,,»3 — s|) = o...(28). 

Die Doppelelemente der Projectivität sind die Wurzeln der 
Gleichung a^'- -|- (& -|- c) ? + (i ^ o, oder also der Gleichung: 

(3,, - .;) p + (.,,, - 9,,) I: + (3.,,, - 4) = . . . (27). 

Wenn in dem Tripel a^, iCj ocg zwei Elemente, z. B. x^ und a^ 
zusammenfallen, so wird ^g = ^j, und eine leichte Rechnung zeigt, 
dass in diesem Falle 3«^ _ s^^ ^ _ (^j _ ^^y^ (3s,«, _ ^) = _ 5| 
X {^1 — ^)^ wird; die Coefficienten von % respective |' in (26) er- 
halten beide den Werth ^ (^| — ^j)"*, so daes (26) übergeht in : 

-(5,-«'p'-?'« + ':') + ?l] = » 
"'*'"'' - (5,-5,)' (?"«(?-« = ", 

welche Gleichung erfüllt wird, wenn man von den zwei Wei-then ^^' 
den einen willkürlieb lässt und den anderen gleich %^ setzt ; die Pro- 
jectivität geht somit über in die einzelnen Elemente x als ent- 
sprechende desselben festen Elementes ic.^- 

Wenn alle drei Elemente XyX^x^ zusammenfallen , so wird 
^j ^ ^2 == ^., , und es verschwindet jeder der Coefficienten der 
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Gleichung (26), so dass dioaclbe für zwei gaiij; beliebige Werthe ^|' 
erfuUt erscheint. Die cyldischo Projectivität wird in diesem Falle 
uDbeatimmt, da man irgend zwei Elemente als entsprechende be- 
trachten kann. 

Anmerkung. Der Gleichung ^'' ^ >, genügen n "Werthe von ^, 
welche, wenn man mit Vx den absoluten Werth der n-t&n Wurzel 
aus y. und mit \i. die imaginäre ji-te Wurzel j cos — + sin — V — 1 1 

bezeichnet, die Form haben V"X, [a . V"X, [j.^ . V^X . , . fA''-^ V"X. Es 
sind dies somit die Parameter der Elemente einer Gruppe einer 
cjklisehen Projectivität, deren Doppcl demente die Parameter o, oo 
besitzen (Art. 111). Wenn man also >> alle möglichen Werthe durch- 
laufen lässt, so stellen die aus 

fliessenden n-elementigen Gruppen eine cykliseho Projectivität dar. 



Fünfzehntes Kapitel. 

Harmonisehe Mittelpunkte eines Tripels. 

115. Sind auf einer Geraden zwei feste Punkte a, b gegeben, 
so entspricht irgend einem Punkte p der Geraden ein bestimmter, 
zu p bezüglich ab harmonisch conjugirter Punkt m ; die Harmonität 
wird ausgedruckt dadurch, dass die The il Verhältnisse von a und b 
bezüghch m, p einander gleich und entgegengesetzt bezciehuet sind 

(Art. 10), also durch: — = oder: 

pa fb 

■ma mh 

•pa fh 

Setzt man statt ma , mb , respective die Werthe ™p -j- pa, 

mp -j- pb, so geht die Gleichung über in : 



oder; 



pa pb pm 
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Fällt jj Diit o, zusammen, so fällt auch m in a, denn aus ji« 1:= o 

1 2 

folgt — :=: 00, daher auch — = 00 somit pm =^ o; ebenso ver- 

einigen sich p und. m gleichzeitig in b (vergl. Art. 10). Wenn a mit 
h zusammenfallt, so ist auch m mit a und h vereinigt, denn aus 

2 2 

pa = vb folgt - — := — oder pm = pa. 
pm pa 

2 ,pa ,pb 
Fällt a mit h und » zusammen, so folgt, da pm = — ;- für 

pa ^ j>b = 0, dass ^m ^ — , also unbestimmt wird, was übrigens 

auch durch Umkehrung des Letztgesagten folgt, da auch p der zu 
m harmonisch conjugirte Punkt ist. 

Hat man ebenso drei beliebige Punkte a, h, c der Geraden und 
einen Punkt p, so gibt es zu diesem nur einen Punkt m, welcher 

ma mö mc ^ , . , 1 

der G-leichung 1 ] = Genüge leistet, da man letztere, 

pa pb pa 

wenn ma = mp -\- pa, mb = mp -\- pb u. s. w. gesetzt wird, wieder 
i.do,. For- 

— + -r + — = — • - P 
pa pb pc pm 

schreiben kann, woraus sich die Strecke pm unzweideutig ergibt. 

„Hat man allgemein ein System von beliebig vielen Punkten 
cAc . . . kl und einen weitern Punkt p einer Geraden, so ist durch 
die Eelation 

ma mb me mh ml 

pa pb pc pk pi 

welche man als eine Verallgemeinerung der harmonischen Relation (1) 
auifassen kann, ein einziger Punkt m als dem Punkte p bezüglich 
des Systems ohc . . .hl entsprechend vollkommen und unzweideutig 
bestimmt. Man nennt m den harmonischen Mittelpunkt ersten 
Grades des Punktsystems abo . . ,hl bezüglich p als Pol." 

Die letzte Gleichung, welche man symbolisch auch in der Form 

Smx 
px 



schreiben kann, übergeht, 
Gleichung : 



(' + + e + + ("-0-(- 



- + 1 
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oder wenn mit v die Zalil der Punkte aha . . . Jtl bezeichnet wird: 



oder: 



mp mf TKp mp 



/- 1 1 1 l-\ 

«y» -■■ + -, + - +...-- u 

\pa po pc pl } 



\j)a ph pc pl J 

oder wenn man durch mp dividirt und inp =: — ■ pm setzt: 

-'+4+i+...',=-...(5), 
pa po pc pl, pm 



^ = Vi 



• (5')- 



Da sich aus dieser Gleichung die Strecke pm unzweideutig 
ergibt, eo ist also durch das System ahc . . .1 und den Pol p auch 
der harmonische Mittelpunkt m vollkommen und unzweideutig ge- 
geben. 

„Wenn der Pol p mit einem Punkte des Systems zusammen- 
fällt, Bo fällt auch der harmonische Mittelpunkt m mit diesem Punkte 
zusammen." 

Es sei i irgend einer der Punkte des Systems; fällt p mit i 

zusammen so wird m ;= o, daher - — ^= oo, somit die Summe > — 

^ pi ^-' JKC 

= oo daher ist — = oo, oder pm :^ o, d. h. m fällt mit p oder 

pm 
also mit i zusammen, da p mit i identisch ist. 

„Die Ordnung der Punkte des Systeme ist bei der Bestimmung 
des zu einem Pole p gehörigen Mittelpunktes ra gleiehgiltig." 

Dies folgt sofort daraus, dass die Ordnung der Summanden 
auf eine Summe (5, 5') ohne Einfluss ist. 

116, Die Relation (4) las st eine weitere Verallgemeinerung zu; 
gemäss der Relation (4) ist der Punkt m ao bestimmt worden, dass 
die Summe der The il Verhältnisse der Punkte des Systems ahc . . . hl 
bezüglich der Punkte mp als der Fundamentalpunkte verschwindet. 
Macht man einen Schritt weiter, so kann nach einem Punkte m 
gefragt werden, für welchen die Summe der Amben jener Theil- 
verhältnisse verschwindet, für welchen also: 

ma mb ma mc mb mc mk ml 

— . — H . h... ,-. - + ...-r.-,- = o... (ß), 

■pa po pa pc po pr, pk pi 
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oder symbolisch : 

ist, Setzt man wieder ma = mp -f- pa oder ma ^pa — pm, mh = 
ph — pm, . . . allgemein mx = px — pmi, so geht (6) über in : 

oder symbolisch : 

■^ V p^-J V. pyJ 

Dividirt man die linke und rechte Seite durch pm'' , so er- 
gibt sich: 

(-^-M-— -)+■■(---)(---) = " 

\pm paj \pm ph) \pm pk) \pm pl ) 

oder symbolisch : 

*--' \pm pxj \pm pyj 
oder wenn man die angezeigten Operationen wirklieh durchfuhrt 
und mit v die Zahl der Punkte ahc . . .kl bezeichnet, so dass die 



d. h.: 

v(v_l) 



'^Xy.tnnA \.px py)\_pmj px py ) 

+ ■■ .- + — .-+... -^ . — = .. . 6») 

ypa ph pa pc pk plj 



oder symbolisch : 



2 Lj-^U Lp™J '-^ px ^ px py 



LpmJ ^-^ px *— ' px py 
Dies ist für — eine quadratische Gleichung, welche zwei Wcrthe 
für — und somit auch zwei Werthe für pm, d. h. zwei Lagen für 
m liefert. Die beiden Punkte m, welche aus der letzten Gleichung 
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folgen, werden als die harmonischen Mittelpunkte zweiten 
Grades des Systems abc . . . kl für den Punkt jp als Pol bezeichnet. 
Besteht das System aus drei Punkten abc (aus einem Tripel 
von Punkten), so hat man für den harmonischen Mittelpunkt ersten 
Grades m, die Relation: 

3 _ 1 1 1 1 . 

ptTtf pa ]>h pc 
wenn die drei Punkte «6c zusammenfallen, so wird^Ö =pc=pa, bo- 
3 1113,, 

mit = 1 1 = — -, daher pm^ ^pa, so dass auch 

pm, pa fa pa fo, 

der harmonische Mittelpunkt ersten Grades mit a zusammenfallt. 

Wenn jedoch der Po! p mit den zusammenfallenden Punkten ohc 

ilbereinf^It, so wird ta^ unbestimmt, denn aus der Gleichung ^wi, ^ 

Z .pa .pb .pc PI ^ vir . 

■- ; folgt füi' po. ^= 0, po = o.pc =: o der W erth 

pa .pb ^pb .pc-\-pc . pa 

pmy = — . 

„Ist wi| der harmonische Mittelpunkt (ersten Grades) für das 
Punktopaar «[ Oj und den Pol p, so ist ni, zugleich der harmonische 
Mittelpunkt ersten Grades für das Tripel a^ % m, und denselben 
Pol p." 

2 11. 

Denn aus == ■ -| folgt durch beiderseitiges Hinzu- 

pm, pay pa-i 

1.3 1 1 1 

fügen von sofort — — = + — -\ . 

pm^ pmy puy fa-i pm^ 

Die quadratische Gleichung, welche die beiden harmonischen 
Mittelpunkte zweiten Grades für den Pol^ liefert, lautet für ein Tripel ; 

3.r±T_2.r±i.ri+i+i]+ri.i+i,i+i.ii 

]_pmj LpwJ yp'i pb pcj \pa pl> pb pc pa pa) 

= . . . (7), 
und wenn mau die beiden aus ihr fliessenden hai'monischen Mittel- 
punkte zweiten Grades mit m'm" bezeichnet, so sind — ,, — - die 

pm pm 
Wurzeln der letzten Gleichung und somit hat man : 



1 1 2 /-l 1 l^ 1 

+ = _++_ 

pm pm 6 xpa pb pcJ \ 

1 1 _ 1 fl 1 ^ ^ ^ ^ M I ' 

pm' pm" 3 \_pa pb pb pa pc pa) | 



■ ('■). 
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Bezoiclinet man nun mit m, den harmonischen Mittelpunkt 
ersten Grades von ahc bezüglieh desselben Poles p und mit i;, den 
harmonischen Mittelpunkt ersten Grades für das Punktepaar mm" 



bezüglich desselben Poles p, 



t nach Früherem (2, 3) ; 



2 

p[j, 









r\ 1 lA 

\fa fo boj 



oder also - 



p\i. 



pm^ 



somit ist (7') — : 

d, h. p[/. ^ j)m,j und es fallt daher der Punkt [j, zusammen mit dera 
Punkte mj : 

„Sind m'm" die harmonischen Mittelpunkte a weiten Grades 
des Tripels abc bezüglich eines Poles p, so fällt der harmonische 
Mittelpunkt % ersten Grades von ahc zusammen mit dem harmo- 
nischen Mittelpunkt ersten Grades von m'm" bezüglich desselben 
Poles." 

Es ist also m, der zu p bezüglicb m'm" harmoniseb conjugirte 
Punkt. 

Die Gleichung (7), welche die beiden harmonischen Mittel- 
punkte zweiten Grades für das Tripel ahc und den Pol p liefert, 
ist aus der Relation (6) entstanden, welche für den Fall von nur 
drei Punkten ahc die Form annimmt : 



— . — + — .— + — .— = 0... (7"), 
pa ph pb pc pc pa 

und jeder der beiden Punkte mW, welche dieser Gleichung ge- 
nügen, ist ein harmonischer Mittelpunkt zweiten Grades von ahc 
bezüglich p als Pol. 

Multiplicirt man die Gleichung (7") mit pa.pb.pc und dividirt 
geht sie über in : 



. . (7"). 



man 


gleichzeitig 


durch r 


»o. 


mi 


.«.c 


, 80 






Pi 


+ 


yo 


+ 


pb 

mlj 


oder 


also: 


pa 


+ 


pt 


+ 


j» 



Diese Form derselben Gleichung sagt jedoch nach (4) aus, 
dasa der Punkt p der harmonische Mittelpunkt ersten Grades für 
das System ahc bezüglich m als Pol ist. (Man hat nur in (4) die 
Punkte p, m, also auch ihre Bedeutung gegenseitig zu vertauschen.) 
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Wir haben somit den Satz: 

„Wenn m ein harmonischer Mittelpunkt aweiten Grades für 
das Tripel abc und den Pol p ist, so ist p der harmonische Mittel- 
punkt ersten Grades für dasselbe Tripel abc und den Pol m." 

Die Gleichungen (7'") oder (7") oder (7) drücken also aus, 
dass m ein harmonischer Mittelpunkt zweiten Grades für p als Pol, 
und p der harmonische Mittelpunkt ersten Grades für m als Pol ist. 

Multiplicirt man die Gleichung (7) mit pm."^ und mit pa.pb . pc, 
80 erhält sie die Form: 

pm? (pa -{- pb -\- pc) — 2 . pm (pa .pb -^ ph . pc -\- pc . pa) 
-^ 3 ,pa .pb . pc:=o . . . (8). 

„Wenn der Poi p mit einem der drei Punkte abc zusammen- 
fällt, so fällt auch einer der harmonischen Mittelpunkte zweiten 
Grades mit diesem Punkte zusammen und der zweite Mittelpunkt 
ist au diesem Punkte harmonisch conjugirt bezüglich der beiden 
anderen Punkte des Tripels." 

In der That, fallt p z. B. mit c zusammen, so wird pc ^ o 
und die letzte Gleichung geht über in: 

pm^ (pa -\- ph) — 2p'm {pa . pb) = o, 
deren Wurzeln : 



pm = . pm ■■ 



pa -j- pb 

2 1 

sind. Es ist also m' identisch mit p, d. h. mit c, und da —7; = — 

t pm pa 

-{ , so ist m" zup, d. h, zu c harmonisch conjugirt bezüglich aS. 

Wenn man also mit a'b'c die zu abc bezüglich der Paare bc, ca, ab 
harmonisch conjugirten Punkte bezeichnet, so sind aa', bb', cc die 
Paare der harmonischen Mittelpunkte zweiten Grades, welche den 
Polen abc entsprechen, und zwar für das Tripel abc. 

Man sieht sofort, dass aa', bb', cc' zugleich harmonische Mittcl- 
punktepaare des Tripels a'b'c für a', b', c als Pole sind. 

117. Wenn in dem Tripel ahc zwei Punkte, x. B. b und c zu- 
sammenfallen, so ist pb = pc, das Tripel ist abb und die Gleichung (8) 
lässt sich schreiben : 

pm"^ (pa -\- 2pb) — 2pm {2papb + pb'^) + 3p« ■pb'^ ^t . . . (8'), 
und man sieht sofort, dass pm = pb eine Wurzel derselben ist; in 
der That kann man die letzte Gleichung in der Form 

{pm — pb') (^pm (pa -f- ^pb) — 3pa . pb") =^ . . . (8") 
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schreiben, woraus als Wurzeln die Werthe 

p'Di' = fb \ 

Spa . ph } • ■ ■ (8") 

pm = — 

^ pa+ 2'ph ] 

fliessen ; es fällt somit der eine Punkt m' auch mit b und e zu- 
sammen, d, h.: 

„Wenn von den drei Punkten abe zwei zusammenfallen, so 
Mit mit ihnen immer auch einer der beiden harmonischen Mittel- 
punkte zweiten Grades zusammen." 

„Wenn alle drei Punkte aic zusammenfallen, ao fallen mit Ihnen 
die beiden harmonischen Mittelpunkte zweiten Grades zusammen." 

Denn wenn ^a = p& = pc wird, so ist nach (8"'), wenn pa — pb 

pnt" = := pJ; es fällt also auch m" mit ahe 



Aus der Gleichung (8'") folgt, wenn man sie in der Form 

^ — - -| — schreibt, dass m" der harmonische Mittelpunkt 

pm ph pa 

ersten Grades fiir das Tripel aab und für den Pol p ist. 

Aus denselben Gleichungen (8"') folgt ferner, dass, wenn der 
Pol mit a zusammenfällt, auch m" mit a zusammenfallen muss, da 
aus fa = o auch pm" = o folgt ; und wenn p mit b und c zusammen- 
fällt, so fällt nicht nur m.', sondern auch m" mit (6c) zusammen, da 
aus ph =: o auch pm" = o folgt. 

Sind endlich die drei Punkte aba und der Pol f vereinigt, so 
werden beide harmonischen Mittelpunkte unbestimmt, denn In diesem 
Falle ist pß = jj& = jjc = o, somit verschwinden die Coefficienten 
der quadratischen Gleichung (8) und diese wird also durch jeden 
Werth von pm erfüllt, d. h. man kann jeden Punkt der Geraden 
als harmonischen Mittelpunkt zweiten Grades betrachten. 

113, Bezieht man die Punkte ahcpm auf einen und denselben 
Anfangspunkt o, so Ist in die Gleichung (8), welche die Beziehung 
zwischen einem Pole p und dem harmonischen Mittelpunkte zweiten 
Grades m und zwischen einem Pole m und dem harmonischen Mittel- 
punkte ersten Grades p ausdruckt, zu setzen pa ^ oa — op, pb = 
ob ■ — op, pc ^ 00 — op, pm. =: otn — op, wodurch die Gleichung die 
Form annimmt ; 

(om — opy[oa + o5 -\-oc^3op\ — 2(om — op) [oa.ob +'06. oc -|-oc.oa 

—2op(oa-\-ob + oc)-\-3op''] + 3[oa .ob .oc — op (oa.obi^ ob .oc + oo.oa) 

-\- op^ [oa + o& -j- oc) -— op3] z^ 0. 
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Setzt man der Abkürzung wegen oa -\- oh -\- oc ^= s,, oa . ob 
-\- ob . oc -\- oc . oa ^ s^, oa . ob . oc =: s^, so ergibt sich nach ein- 
facher Rechnung: 

(s, — 3."^)öm2 — 2(s2 — Sj .öp)öm-E-(3s3— s2.öp} = o...(9) 
(s, . ^ä__ 2% . ^ + 3S3) — öp (3^2 _ 2S| T^m -i-sa) = .. . (9'). 

„Die aämnatlichen Paare m'm" der harmonischen Mittelpunkte 
aweiten G-radoa, welche den einzelnen Polen p entsprechen, bilden 
eine Punktinvolution," 

Dies folgt entweder aus {9'), welche Gleichung, mit (17, Kap. XIII) 
verglichen, sofort zeigt, daas die Paare mw," eine Involution bilden, 
oder aber au3 der uns bekannten Beziehung zwischen Pol und Mittel- 
punkt. Wählt man m' beliebig, so ist hiedurch der zugehörige Pol p 
vollkommen und eindeutig bestimmt als der dem Punkte m', wenn 
man ihn als Pol betrachtet, entsprechende harmonische Mittelpunkt 
ersten Grades; durch p ist aber das Paar m'm" gegeben, somit m" 
bestimmt. 

Mau sieht also, dass ein Paar m'm" volJkommcn gegeben ist, 
wenn man ein Element desselben kennt (Involution). Nach dem 
Vorgange des Artikels (103) erhält man als die Vc r wandt sehafts- 
gleichung der Involution der harmonischen Mittelpunkte zweiten 
Grades (wenn man in [17, Kap. XIII] t = otn,'k=i — op, i'x:^om, ^" ^ 
om" u. 8. w. setzt) : 

2(3sj — s?)^'.^' + (s|8, — 9sj)(öm'-i-o«i") + 2(3s,s3— 4)=«.--(10). 
Die Doppelelemente dieser Involution fliessen aus der Gleichung : 

(3«2 - 4) ^^ + (s, H ~ 9%) ^ + (3 5, «3 - sl) = . . . (It), 
die man erhält, wenn in (10) om" =^ om' gesetzt wird, und ca sind 
dies somit nach Art. 114 (27) die Doppelpunkte der durch abc be- 
stimmten cyklischen Projectivität. 

Mit Rücksicht auf das am Schlüsse des Artikels 116 Gesagte 
erhalten wir also folgendes Resultat: 

„Constrairt man au abc die bezüglich bc, ca, ab harmonisch 
conjugirten Punkte a'b'c, SO gehören die drei Punktepaai'e aa bb' cc 
einer Involution an, deren Doppelelemente die Doppelpunkte der 
durch das Tripel ahe und der durch das Tripel a'b'c bestimmten 
cyklischen Projeetivitäten *) sind. Je zwei einander entsprechende 
Elemente dieser Involution sind die zwei harmonischen Mittelpunkte 



*) Diese beiden cykliächen Projectivitäten sind identisch, i 
Doppelpankte haben. 
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zweiten Grades für einen bestimmten Pol und fiir das Tripel abc 
und ebenso für einen bestimmten Pol und das Tripel a'i'c ; diese 
beiden Polo bilden auch ein Paar der Involution." 

119. Es seien mm" die harmoniscben Mittelpunkte zweiten 

Grades für das Tripel abc und den Pol p, so ist nach (9): 

, , „ 2(s,-s,.op) 
om i^om = ^ _^^ 

, ., ^H — H-'^f 
Sj — 3 . op 
Kun sei m der harmonische Mittelpunkt ersten Grades für das 
System mW und einen beliebigen Pol q^ so ist: 

2 1 1 

— = — . + „. 
qm qm gm 

oder wenn qm = om ■ — og, gm' = om' — oq, qm" = om' — oq gesetzt 
wird und nach einfacher Rechnung: 

2 . om . om" — oq (om' -\~ om") 
om' + om" — 2 . oq ' 

und setzt man fiir oni' + om", om' . oin" die obigen Worthe, so er- 
gibt sich; 

— ^^3 — h (op + Qg) + « j ■ op ■ og 
% ~ *i ("P "l~ "S) — 3 . op . og ' 
ein Äusdnick, in welchem op und oq sjmmeti-isch vorkommen und 
welcher sich also nicht ändert, wenn p mit g vertauscht wird, d. h. : 
„Sind m'm." die harmonischen Mittelpunkte zweiten Grades für 
den Pol p und etwa n'n" jene für den Pol g und für dasselbe Tripel 
abc, so ist der zu g bezüglich m'm" hannoniseh conjugirte Punkt m 
(harmonischer Mittelpunkt ersten Grades für m'm" und den Pol q) 
zugleich zu p harmonisch conjugirt bezüglich n'n" (harmonischer 
Mittelpunkt ersten Grades für n'n" und den Pol j))." 

120. Die ähnlichen Betrachtungen, welche für die harmonischen 
Mittelpiinkte eines Punktetripels durchgeführt wurden , gelten für 
die harmonischen Axen eines Strahlentripels. 

Sind ABC irgend drei Strahlen eines ebenen Strahlenbüschels 

mit dem Scheitel s und ist P ein weiterer Strahl, der Poiarstrahl 

desselben Büschels, so wird jener Strahl des Büschels s, M, welcher 

der Bedingung: 

dn MA sin MB dn MC 

. -\ 1 ^ . . . (12) 

dnPA sinPB ^ dnPC ^ ' 



yGoosle 



genügt, ak die harmonische Äxe ersten Grades für das Strahten- 
tripel ABC und den Polarstrahl P bezeichnet, und die beiden 
Strahlen M'M" des Büschels s, welche die Bedingung: 

sinMA sinMB sinMB sin MG sin MC sinMA _ 

'^PÄ ' sinPB ^ sin PB ' sin PC "^ sin PC ' iht^Ä -"■■■'• ^ 

erfüllen, sind die harmonischen Axeii zweiten Grades für das 
Tripel ABC und den Polarstrahl P. 

Sehneiden wir das Büschel ABCPM mit einer beliebigen Trans- 
versale T in den Punkten a, h, c, p, m,, so ergibt sich wie in Art. 16 
durch Vergleichung der Drei eck sfläehen AmasApas die Eelation: 

ri MA ma sp 



sin PA pa 

MB _ mb 
~PB~ " ~pb ' 
dn MG mc 



i PC pc sm 

sp 
Setzt man diese Werthe in (12, 13) und kürzt mit — , 

respective mit j — j , so gehen die Gleichungen über in jene (4, 6), 

welche ausdrücken, dass m der harmonische Mittelpunkt ersten, 
respective zweiten Grades für das Tripel ahc und den Pol p ist. 

Wir erhalten somit die harmonischen Axen eines Strahl entrip eis 
ABC hezüglich eines Polarstrahles P, wenn wir ABCP mit einer be- 
liebigen Transversale T in ahcp schneiden, zu p als Pol die harmo- 
nischen Mittelpunkte des Tripels abc aufsuchen und diese mit dem 
Scheitel des betreffenden Strahlenbüeehels verbinden. 

„Es ergeben sich somit durch die Operation des Schneidens 
aus den harmonischen Axen die harmonischen Mittelpunkte und 
daher amgekehrt durch die Operation des Verbindens aus den har- 
monischen Mittelpunkten die harmonischen Äsen." 

Hieraus folgt auch unmittelbar, dass alle Sätze, welche für die 
harmonischen Mittelpunkte bewiesen wurden, auch für die harmo- 
nischen Axen Geltung behalten. 

121. „Die nothwendige und hinreichende Bedingrrng dafür, 
dass die vier aus der biquadratischen Gleichung: 

a^* + 45^3 + 6c^2 ^4^dk + e = o... (14) 
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fliessenden Werthe, als Parameterwerthe aufgefasst, vier harmonischen 
Elementen eiitsprechen, lautet: ■ 

ace -\- 2hcd — a(ß — elß — c^ = o . . . (15)." 

Wenn wir die "Wurzeln der Gleichung (14) mit ^i^^^^j be- 
zeichnen und als Parameter der Elemente x^X'iX^x^ betrachten, so 
werden diese harmonisch sein, wenn einer der drei Grundwerthe 
ihrer Doppel Verhältnisse gleich ist der negativen Einheit (Art. 14), 
d. h, es muss eine der drei Uleichungon : 

(a;, iCj iCj x^ -\- \ ^ 0, (x, x^ X^ te^) -)- 1 = o, (si, x^ x.^ x^) -\- \ ^ o 
erfüllt sein, was dann geschehen wird, wenn das Product der drei 
linkerhand stehenden Ausdrücke verschwindet. Setzt man in die 



erste der drei Gleichungen statt (iCj x 



Cjs;.,) den Werth ■ ' — -^i-r^ — — 



und die ähnlichen Ausdrücke in die beiden anderen Gleichungen, 
so ergibt sich mit Rucksicht auf die zwischen den Wurzeln der 
bi quadratischen Gleichung und ihren Coefäcienten bestehenden Re- 
lationen *) aus den drei Gleichungen : 

a(^,l3-i-l3^)-2c = o 

«(?,?3 + ?.^)-2c = o 

und das Product der linken Seiten dieser drei Gleichungen geht 
mit Rücksicht auf dieselben Relationen über in das linke Glied 
von (15). 

122. „Die nothwendige und hinreichende Bedingung, dass die 
aus (14) flieesenden vier Elemente ein äquianharmonisehcs System 
bilden (Art. 14), ist: 

a<i — Ud-\- '6c''- = o . . .(16)." 

Denn hierzu ist nur nothwendig, dass zwei der Grundwerthe 
der Doppelverhältnisse einander gleich werden, also: 
{x^X2Xr^x,^) = {x^ x^XxX^ 
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oder: 

5,-?, '1,-1, i,-i,-i,^i, 

oder: 

(I,-?,) &-5,) (5,-a ft-y + s.-!,)' s,-?,)' = »• 

Entwickelt man die linke Seite, so wird sie bezüglich ^[^j^a^i 
symmetrisch und geht mit Rücksicht auf die zwischen den Wurzeln 
und Coefficienten von (14) geltenden Relationen über in die linke 
Seite von (IG). 

Soll zu drei Elementen x-^x^Xf das vierte äquianharmonische 
Xf gefunden werden, so rauss (x^x^x^x^) ^^ {ol|XgiS^W2) sein, d. h. 
das Element x^ muss sich selbst entsprechen in der projectivischen 
Beziehung, in welcher der Reihe nach den Elementen ccjiCjKj die 
Elemente x^x^x^ entsprechen; diese Beziehung ist somit die durch 
das Tripel x^x^x^ bestimmte cyklische Projectivität (Art. 109) und 
!C| ein Doppelelemeut derselben. 

„Die Doppelelemente der durch ein Tripel bestimmten cykli- 
schen Projectivität sind jene zwei Elemente, welche mit den Ele- 
menten des Tripels äquianharmonische Systeme bilden," 



Seelizehntes Kapitel. 

Eeehnuügsoporationen mit Thoüverhältnissen (Strecken). 

123. „Wenn die Ecken eines ebenen einfachen Polygons der 
Reihe nach abwechselnd auf zwei festen Geraden A, B liegen und 
man bringt irgend eine Transversale T, welche A, B in a, h respec- 
tive treffen möge, mit den sämmtlichen Seiten des Polygons zum 
Durchschnitt und nimmt das Theilverhältniss eines jeden Schnitt- 
punktes in Bezug auf a, h als Fundamentalpunkte, so ist das Pro- 
duct der Theilverhältnisse der durch die ungeradstelligen Seiten 
entstehenden Schnittpunkte gleich dem Product der Theilverhält- 
nisse der durch die geradstelligen Seiten entstehenden Schnitt- 
punkte. " 

Ebenso der rcciproke Satz : 

„Wenn die Seiten eines ebenen einfachen Polygons der Reihe 
nach abwechselnd durch zwei feste Punkte a, h hindurchgehen und 
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man projicirt ilire Ecken aus einem beliebige! P 1 te ( d Ebe e 
aus welchem sich a, b in den Strahlen Ä, B \ j uen mo^, u d 
nimmt das Theilverhältniss eines jeden Strahles 1 ez gl c! AB als 
Fun d amen talstrahien , so ist das Product der The Ive laltns e 1er 
durch die ungeradstelligen Ecken des Polygo « gel e le St ahlen 
gleich dem Producte der T heil Verhältnisse der durch die gerad- 
stelligen Ecken gehenden Strahlen," 

Selbstverständlich kfinnGn sich die beiden ausgesprochenen 
Sätae nur auf Polygone mit geraden Ecken- und Seiten anzahlen be- 
ziehen. Sind 1, 2, 3, . . . 2n — 1^2« die Ecken und I, n, m, . . . 
2 N— 1, 2 JV die Seiten 12, 23, 34, . . . eines einfachen Polygons ; 
sind ferner XyX^ . . . x^^ die Schnittpunkte von I, 11, . . . 2N mit 
einer beliebigen Transversale T und X^ X^X^ . . . X^^ die Verbin- 
dungslinien von 1, 2, 3, . . .2n mit einem beliebigen Punkte t der 
Ebene des Polygone, so ist, wenn 1, 3, 5, ... 2« — 1 auf einer Ge- 
raden Ä und 2, 4, 6, ... 2 jj auf einer Geraden B hegen : 
aXi ax^ ax^ ax^ _ i _ OiCj (kg^ ax^ ax^ 

hxy ' hx^ ' hx^ ' hxsn — i l>Xi b<^i öa^g bxi„ 

wobei a, h die Schnittpunkte von T mit AB sind; wenn dagegen 
I, III, V, . , . durch einen Punkt a, und II, IV, VI, . . . durcli einen 
Punkt i hindurchgehen, so ist: 

dn AX^ sin AX^ sin AX^ sin AX^ _ i __ sin AX^ sin AX^ sin AX^n 
sin BXj 'dn BX^'stn BX^ '"sin BX^ _ i ~ sin BX^ ' sin BX^ ' ' ' sm BXZ 
wobei A, B die Verbindungsstrahlen von t mit a und h sind. Setzen 

Fi^. 55, wir der Kürze wegen - — =^ ^i und 

dn AXi _ '"^" 

dnBX- ~ ^ " 

Wenn wir es mit einem Vier- 
eck 123 4 zu thun haben, welches 
den Geraden A, B eingeschrieben ist 
(Fig. 55), so dass 1 und 3 auf A und 
2 und 4 auf B liegen, und wir schnei- 
den dasselbe mit einer Transversale T, 
so bestimmen die Seiten 12, 23, 34, 41 auf T der Reihe nach die 
Punkte x^x^x^Xi und Ä, B schneiden T in a,b\ es sind nun nach 
Art. 73 ab^XyX^, x^Xi drei Punktepaare einer Involution auf T, so- 
mit wird nach Art. 101 ^^ ^ = ^j ^ sein. 

Nehmen wir nun an, der erste Satz dieses Ai-tikels gelte für 
ein den Goraden A, B eingeschriebenes 2n-Eck, und fügen wir nun 
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zu dessen Ecken noch einen beliebigen Punkt (2ii -{- 1} aui Ä und 
einen beliebigen Punkt (2n -\- 2) auf B hinzu, so dass wir nun ein 
den Geraden Ä, B eingeschriebenes 2(n4-l)-Eck vor uns haben. 
Wenn wir den Schnittpunkt von T mit der Geraden, welche 
den Punkt 2w mit dem Punkte 1 verbindet, mit x'^^ und sein Theil- 
verhältniss bezüglich aJ mit^'^^ bezeichnen, so haben wir für das 
2«-Eck 123... nach Voraussetzung: 

kiA ■ ■ ■i>.-i = iiiA ■ ■ -it—^'^;. 

und für das Viereck 2», 2n + 1, 2« + 2, 1, haben wir nadi Be- 



wiesenem : 



r„, . 5» 



= i,. ■ i,. 



SO dass durch Multip lication der beiden letzten Gleichungen und nach 
Kürzung mit ^'^ die Gleichung: 

zum Vorschein kommt; es gilt also der Satz auch für ein (2n-|-2)- 
Eck, und da er für ein Viereck nachgewiesen wurde, so gilt er für 
ein Sechseck, Ächteck, Zehneck u, s. w., also ganz allgemein. 

Der Beweis des zweiten Satzes kann, vom Vierseit ausgehend, 
ebenso von m auf m -f* 1 bewiesen werden, und es kann somit seine 
Entwicklung füglich hier unterbleiben, 

124. Die Sätze des letzten Artikels liefern uns ein einfaches 
Mittel zur Multiplication von Theilverhältnissen , welche sich in 
einem Grundgebilde erster Stufe auf dasselbe Fundamen talelementen- 
paar beziehen. Sind die Pundamentalelemente und weitere m Ele- 
mente gegeben und soll das Produet ihrer m TheUverhältnisse in 
ein anderes verwandelt werden, so kann man m — ^1 Eactoren des 
letzteren Productes beliebig wählen und den letzten (m-ten) Faetor 
desselben in obiger Weise bestimmen. 

Wenn z. B. auf der Geraden T die Fundamcntalpunkto a, i 
und weitere m Punkte yiy^y^ . • ■ ym gegeben sind, und man soll das 
Produet ihrer Theilverhältnisse vii -ij^ vjj , . . )]^ in ein anderes Produet 
Ci CjCs-.-U — iCfli vei-wandein, so kann man dieFactoren C[ &i^3.--^m-i) 
reepective die ihnen als Tb eil Verhältnisse entsprechenden Paukte 

2, s. . , . s™„, boliebia auf T wählen ( '(],■ ^= - — , C; = ^-^ I, und hat 

\ oyi bzi } 

man C™, respectivo s™ so zu finden, dass 

tl ^ilg - - . U^lC™ — Vli'^2'^3 ■ • ■ 'j™ 

wird. Zu dem Behufe betrachte man die Punkte yt y-i . ■ . y^ in 
einer beliebigen Aufeinanderfolge als die Punkte x^x^x^ . . .x^^^i 
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mid die Punkte z^z.^z^ . . . s^^i in einer beliebigen Aufeinanderfolge 
als die Punkte x^x^aif^ . . . :e3„_g; ziehe nun durch a eine beliebige 
Gerade A und durch b eine beliebige Gerade B (in derselben Ebene). 
Wählt man nun auf A einen beliebigen Punkt 1, schneidet nun B 
mit la;. in 2, dann A mit Sa;, '"^ ^i -S ^i* ^a;, in 4 u. s. w. und 



schliesslich B mit (2m — l)iCä„_i in 2n, so wird die S 
welche 2»! mit 1 verbindet, die Äxe T in einem Punkte x^^ oder 
3m schneiden, für welchen nach dem ersten Satze des vorhergehen- 
den Artikels; 

t| ^2 i;^ . - . Cffl -1 ^M ^ ^1 fli % . . . fim 

sein wird. Man wird selbstverständlich immer zu demselben Punkte 
2m gelangen, in welcher Aufeinanderfolge man auch die Punkte yi 
als x^x^x^ . . . und die Punkte s, zj . . . als x^x^x^ . . . betrachtet. 
Um jenen Punkt a^ zu finden, dessen Theilverhältnias 1^ dem 
Producte der Tb eil Verhältnisse i]i v); . . - 'im der gegebenen m Punkte 
y\ Vi ■ ■ -Vm gleich ist, hat man nur die Punkte Zi s^ . - . s™— i in den 
unendlich weiten Punkt von T oder in den Halbirungspunkt der 
Strecke ah zu verlegen, so wird im ersten Falle (da i;, = ^j ^: , , . 

lm = fl\-fn ■ ■ ■ ■^»1 
und im zweiten Falle (da ^1=^2 = ..- U-i = — 1)-' 

so dass für ein gerades m der zu ^,„ bezüglich ah harmonisch eon- 
jugirte Punkt jener ist, welchem das Product vi[ , i^j . . . -ri^ als Theil- 
verhältniss zukommt. (Die Geraden 23, 45, 67, . . . sind im ersten 
Falle parallel zu T und im zweiten Falle gehen sie alle durch den 
Halb irungsp unkt von ab.) 

Man wird ebenso zu dem Produete ± fiii\i ■ - • ''\m gelangen, 
wenn man von den Punkten z^z^.-.z^^i beliebig viele in den 
Halbirungspunkt von ab und die anderen in den unendlich weiten 
Punkt von T verlegt. 

Wenn man die Punkte y^yiV'i ■ • ■ Vm ^11^ ^^ einem Punkte y 
zusammen fallen lässt, und ebenso die Punkte z, z^ . . . Sm— 1 alle im 
unendlich weiten Punkte von T oder im Halbirungapunkte von ah, 
so erhält man wegen r^^ =: r,^ ^ ri^ ^= . . . t,^ =: t] im ersten Falle 
{da^, =!;, = ...U-i = -hl): 

und im zweiten Falle (da i;, = iT^ = . . . C^_i = — 1) : 
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Der Punkt s,„ besitzt somit ein Th eil Verhältnis s, dessen Wcrth 
gleicli ist der m-ten Potenz des Theil Verhältnisses des Panictca y. 
So ist in Fig. 56 jener Punitt Sg 
aufgesucht, dessen TheilverhUlt- 
niss gleich ist der dritten Potenz 
des Theilverhältniseeä des Punktes 
y, und zwar ist die Conatruction 
für unendlich weite Pnnkte 3, z., 
durchgeführt. 

Sind i(, w zwei beliebige 
Punkte von T und vj, w deren 
Theil Verhältnisse bezüglich a, i, «nc 




■1 Punkt z gefunden werden, 



dessen Theilverhiiltniss ; 



A' + 1 > jt, f 
geschrieben : 



denke man sieh die letate Gleichuns 



■ 1+ 1) (+ 1) . ■ . C+ 1) 



1* sein; ist nun 
in der Form 



(^' + 1 -^, /c)-mal 



und sieht nun sofort, das« man zu dem Punkte z, respective a™ ge- 
langt, wenn man die Punkte ZyZ.^ . . . 3^_, alle im Punkte lo (m = 
U + 1), und von den Punkten ;(/, y-^ . . . ;(/,« beliebige k m y und die 
übrigen k' -\- \ ~k in dem unendlich weiten Punkte von T zu- 
sammenfallen lässt. Ist dagegen k' -]- 1 <; k, so kann die Gleichung 
'C, . (.)"' = r/' in der Form: 

(k — k' — l)-mal 
gesehriehen werden, und man wird z, respective s,„ erhalten (wi ~ k), 
wenn man alle Punkte yi ^2 ■ ■ ■ y»t Yi« ö7 

in y und von den Punkten z, «^ . . . 2^ - 1 
beliebige Ä/ in w und die übrigen 
(k — k' — 1) im unendlich weiten 
Punkte von T zusammenfallen lässt. 
So ist in Fig. bl der Punkt z con- 
■q'i 
struirt, dessen Theilverhältniss i;^ -, 

ist, wobei r„ w die Theil Verhältnisse /a U 

der Punkte y und iw darstellen. 

In derselben Art können, gestützt auf den zweiten Satz des 
122. Artikels, beliebige Theilverhältnisse in einem Strahlen büschel 
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(Ebeneiibüschcl) muitiplicirt , divitlii-t und poteoairt werden; die 
Durchführung überlaeaen wir in diesem Falle dem Leser. 

125. „Wenn die Transversale T, welche von den Seiten des 
dem Geradenpaar A, B eingeschriebenen 2 «-Ecks 1 2 3 4 ... 2 n in den 
Punkten a?! ajj ... a;a?i geschnitten wird, pavaliel ist zu einer der 
beiden G-eraden, so bestimmt ihr Schnittpimkt mit der zweiten Ge- 
raden mit den ungerad stelligen Punkten x^x^x^ . . , Strecken, deren 
Product gleich ist jenem der Strecken, welches derselbe Punkt mit 
den geradstell igen Punkten X2x^w^ . , . bestimmt." 

Wenn also T etwa zu B paralfel ist, so wird : 

(KC| . ax^ . aX^ . . . <KC2n — 1 ^ CKC2 ■ '^4 ■ "^ö ■ ■ ■ «*Sm, 

wobei ffl der Schnittpunkt von T mit A ist. (Der Punkt h ist in 
unendlicher Entfernung auf T.) 

Für ein Viereck 1234 erkennt man die Richtigkeit sofort ; 
denn a ist als dem unendlich weiten Punkte i entsprechend der 
Centralpunkt einer Involution , welcher a?, x^, x^ Xi als Paare ange- 
hören, somit ist nach Art. 101 : 

ax^ . ax^ = ax^ . ax^. 

Und nun kann man, so wie ira Art, 123, den Beweis von wi 
auf m -\- 1 führen. Angenommen, der Satz gelte für ein 2h- Eck 
123. . . 2», so ist: 



(KCj . ax^ . ax^ . . . axin _ 1 = ax.). . ax^ . . . aa^s„ _ g . «k 2,1 ; 
hierbei ist a^^ der Schnittpunkt von T mit der Geraden, welche 2m 
mit 1 verbindet, Aber für das Viereck 2% 2»t -f 1, 2k + 2, 1 
gilt nach Bewiesenem: 



so dass sieh durch Multiplication der beiden letzten Gleichungen 
sofort : 

ax^ . ax^ . . . ax^n + 1 = «^a ■ «'(^.i ■ ■ ■ «^ä« 1- a 
ergibt. 

Dieser Satz liefert ein einfaches Mittel zur Multiplication von 
Strecken einer Geraden T mit gemeinschaftlichem Anfangspunkt a. 

Um das Product von m gegebenen Strecken auf T, ay^, ay^, 
, . . aym mit dem gemeinschaftlichen Anfangspunkte a in ein anderes 
Product von ebenso vielen Strecken os,, «Sj, . . . a^ mit demselben 
Anfangspunkte a zu verwandeln, kann man die Endpunkte 2, äj . ..z^^i 
aller mit Ausnahme eines einzigen beliebig auf T wählen und er- 
hält den Endpunkt z^ der letzten nach Obigem in folgender Weise. 
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Durch a werde eine beliebige Gerade A und parallel zu T 
eine zweite beliebige Gerade B gelegt ; die Punkte yil/i ■ • ■ y<a be- 
trachte man in beliebiger Aufeinanderfolge als scyX-^x^ . . . aj^n — i iid 
die Punkte s, s^z., . . . z^_i in beliebiger Aufeinanderfolge als x-iX^x^ 
. . . a^a^ — a und a« als 7;^,,. Verbindet man einen beliebigen Punkt 1 
von A mit a;,, eo wird B von Ix, in 2 geschnitten, A von SaSj in 3, 
B von 3^3 in 4, A von 4^4 in 5 ii. s. w., bis man schliesslich zum 
Punkte 2h kommt, in welchem B von (2«— l)a;2„_i geschnitten 
wird; die Gerade, welche 2n mit 1 verbindet, trifft T im Punkte 
a^arif reepective z™, so dass nach dem bewiesenen Satze : 



. asj . 



L ■ ai/2 . . . «;/«■ 



Ist eine Längeneinheit gegeben und wird dieselbe von a 
auf T aufgeti'agen bis zum Punkte e, so dass also ae = -\-l ist, 
]ässt man die Punkte z,, Zj, s^ , . . s^_i alle im Punkte 
fallen, so wird: 



- ayi . ay^ . ay-^ . 



. ay,„. 



an überdies die Punkte y^y-i ■ ■ -y^ a^'le i" einem Punkte y 
;nfa]lc!i läsat, so wird : 



oz^ = ay"\ 

Nach dieser Methode ist in Fig. 58 der Werth 
struirt unter Zugrundelegung der Streckeneinheit ae 
nicht schwer fallen, Werthe von der 



Foi 



av^' 



construiren , in derselbe 




Art wie in Art. 124. 

In ähnlicher Weise wird man nach 
Art. 123, zweiter Satz, Polygone, deren 
Seiten abwechselnd durch zwei auf den 
Schenkeln eines rechten Winkele gehen, dazu benützen können, 
um die Multip lieation (Division) und das Potenzireu von gonio- 
metrischen Tangenten tgAY^, tgAY^, . . . durchzuführen. 

126, „lat ein einfaches ebenes 2n-Eck einem 
paralleler Geraden AB eingeschrieben, eo wird jede 
Schnittpunkt o der beiden Geraden A, B hindurchgeil 
versale T von den ungeradstelligen Seiten in Punkten 
für welche die Summe ihrer reciproken Abstände von 



der Summe der reciproken Abstände der Schnittpunkte " 
den geradstelligen Seiten des Polygons vom Punkte o." 



*aar nicht- 
durch den 
nde Trans- 
jeschnitten, 
I gleich ist 
iron T mit 
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Es seien w^x.^ . . . x^,, die Schnittpunkte einci- dureh den Punkt 
(^ÄB) oder o hindurchgehenden Transversale mit den auf einander 
folgenden Seiten eines dem Geradenpaare AB eingeschriebenen 
2ji-Ecks (dessen Ecken also abwechselnd auf Ä und B liegen); 
ferner sei o' ein zweiter beliebiger Punkt von T, so wollen wir zu- 
nächst zeigen, dass: 

o'x, o'x-, o'x^ o'iCsu — 1 o'x., o'x, u'x,; o'a-v, 

OIC, OX.^ OOCf, QX-2n — i OX.^ OX.i OX^ 0X.^„ 

sein muss, und zwar zeigen wir dies wieder zunächst für ein dem 
Geradenpaar ein geschriebenes Viereck 1234. 

Die drei Gegenseitenpaare desselben, zu welchen auch A, B 
gehören, bestimmen auf T eine Involution, welche in o einen Doppel- 
punkt hat; diesem gehört bezüglich o'o das Theilverhältnise oo an, 
so dass also nach Art. 101, da XiX^, x^x^ offenbar zwei weitere 
Paare entsprechender Punkte dieser Involution sind, 
o'x, o'x, o'x, o'x, 
OXi OX^ 0X2 ox^ 

sein wird. Kehmen wir nun an, der ausgesprochene Satz gölte für 
ein 2«-Kck 12S . . . 2n, welches dem Geradenpaar A, B einge- 
schrieben ist, so ist, wenn man mit a:'a„ den Schnittpunkt von T mit 
der Geraden, die die Ecke 2m mit der Ecke 1 verbindet, bezeichnet: 
oiEi o'x-j 0x^,-1 _ o'x^ 0^,1 o'x'^ 

OX, OX^ OXsn _ 1 0X2 OXf OX 2,1 

Ergänat man nun das 2w-Eck zu einem 2)i-[-2-Eck, so gilt 
für das einfache Viereck 2h, 2m+ 1, 2«-(-2, 1 die Gleichung: 



OX a,i 0X2a + l OX^H 0X2n + 3 

woraus durch Addition und beiderseitige Hinweglassung von — ; — 
folgt: 

o'x\ o'xhh -I- I _ OX, o'x^„ -!■ a 

OX, 0X2,, .1 1 OX^ OX-2,i -), 2 

wodurch der Sata von vi aiif m -{- l also allgemein bewiesen er- 
scheint, da er für ein Viereck giltig ist. 

Setzt man nun in der letzten Gleichung für jeden der Adenden 
den äquivalenten Werth = + 1 1 ^o ergibt sich 
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nach ITiiiwegiassung der beiderseits auftretenden Zahl n und nach 
Abkürzving mit o'o die Gleichiuig : 

111 1111 1 

— + — + - +. . . = — H +—+...-.-, 

ox, ox^ oxr, o^an- 1 «'■'■'■i oce, ox,,, 0x^,1 

wie zu beweisen war, 

Hat man andererseits ein 2ii-Eek, dessen Seiten abwechselnd 
durch zwei feste Punkte ah hindurchgehen, und projieirt man die 
auf einander folgenden Polygonecken aus ii-gend einem Punkte t der 
Verbiiidungsgeraden der beiden Punkte «, h, und sind X, X^ , . . .Ta,, 
die entstehenden Projeetionsstrahlen und 0' irgend ein durch ( 
gehender Strahl, so ist ebenso: 
sinaX^ sin<yX^ dnffX^n-i ain(yX.^ , dnO'X^ , sinO'Xi, 



cotg 0X1 + cotg OX, -f . . . cotg OX^,, _ 1 = cotg OX^ + cotg 0X^ 

-\-...cotgOXi,„. 

Es wird nun ein Leichtes sein, die Summe von m reciproken 

Strecken in eine andere solche Summe zu verwandeln, von welcher 

man (m — 1) Ädonden noch willkürlich nehmen kann ; will man die 

Summe der m reciproken Strecken : 

111 1 

- - -H - - H !-.-■- 

o'ji '»j-i oy^ Ol/,,, 

in eine einzige reciproke Strecke - verwandeln also so, dass 

111 11 

— I — + +..- -- - -- 

0.1/1 0>/2 CVi ".V™ 03«^ 

wird, so lege man durch o die beiden beliebigen Geraden A, B, 
betrachte die Punkte y\yi • ■ ■ y^ in beliebiger Aufeinanderfolge als 
XiX^x^ . . . a,'a„._i und verlege die Punkte x-^XfX,^ . . . ies„^a alle in 
den unendlich weiten Punkt von T, während x^^ der gesuchte Punkt 
s^ sein wird. Verbindet man nun irgend einen beliebigen Punkt 1 
von Ä mit *„ schneidet B mit 1^, in 2, A mit ^x^ in 3 u. s. w., 
so gelangt man schhessÜch au einem Punkte 2« auf B, welcher, 
mit 1 verbunden, eine Gerade liefert, die von T in s^ geschnitten 



ird; denn wegen ox-^ 
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23, 45, 67 u, s. w. sind in diesem Falle parallel zu T, mit Aus- 
nahme der letzten 2n, 1, welche T in s^ schneidet. 

Wenn man den harmonischen Mittelpunkt ersten Grades für 
das Punktesystem j/, 1/5 j/., . . -ym und für den Pol o mit A bezeichnet, 
so ist (Art. 115): 

m _ 1 1,1 ] _ 1 

oh oyi oy^ oy^ oy„ ozj, 

folglich ok^ TU . ozm. Construirt man also nach der ehen entwickelten 
Methode z,^ und macht oJi = in . oz,„, so ist A der harmonische Mittel- 
punkt e]-sten Grades fiir den Pol und das System y^ y^y^ ■ ■ ■ ym- 
127. „Ist ein einfaches 2w-Eck einem parallelen Geraden paar 
Ä//B eingeschrieben, so wird irgend eine zu den Geraden A, B 
parallele Transversale T von den ungeradstelligen Seiten in Punkten 
geschnitten, deren Abstände von irgend einem Punkte o der Geraden T 
eine Summe liefern, welche gleich ist der Summe der Abstände der 
durch die geradsteliigen Seiten auf I" bestimmten Schnitte von dem- 
selben Punkte 0." 

Für ein Viereck 1234 erhalten wir auf einer zu Ä und B 
parallelen Geraden T eine Involution mit unendlich weitem Doppel- 
punkte, so dass nach Art. 101 ; 



2 11 -Eck als wahr 



oxi -\- ox.^ -\- . . . ox^ ._ 1 = 01C2 4- oa;4 + . . . ox'sn, 

wobei x'a« den Schnitt von T mit 2m, 1 darstellt; für das Viereck 
2n, 2n + 1, 2n -f 2, 1 ist nun: 

oai'sn + 0X2a + 1 =^ 0Xa„ + oa^s.i + 2, 

folglich durch Addition und Ausscheidung von oa:'a„: 

OXi -\- OX-j -i- . . . 0X2a + 1 = 0% + öi<--j -|- . . . OXiji + s, 

wodurch der Satz wieder von m auf (m ~|- 1) bewiesen erscheint. 
Uebrigens sieht man auch die Richtigkeit der letzten Gleichung 
unmittelbar ein, da sie sich auch als Folge der bekannten Relation 
13 _|_ 35 _|_ 57 _|_ . . , + (2 h -I- 1) 1 = ergibt, welche Relation be- 
kanntlich für eine ganz beliebige Lage der n Punkte 1, 3, 5, . . . (2)i -|- 1) 
giltig ist. Auch ist sofort einleuchtend, wie man die eben bewiesene 
Beziehung verwenden kann, um beliebig viele Strecken mit gemein- 
schaftlichem Anfangspunkt zu addiren. 





ox, +0x3^ ox^ -\- 


ird nun 


wieder der Satz für 


so ist: 
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Um die Summe oy^ -\- oy^ + , . , oy^ 2U bilden, ziehe man zu 
T zwei Parallele A, B, lasse die Punkte y\yi ■ ■ ■ y^ in beliebiger 
Aufeinanderfolge als die Punkte x^X3Xn, ... a^n - 1 gelten , verlege 
die Punkte x-^x^x^ . . . x-in — i in den Punkt o und x^n in s^, so wird 
wegen ux^ ^ ox^ ^ , . . ox^n — i = o die Gleichung gelten: 

O'äi 4- 0^2 + o?/3 + ■ ■ ■ oy„, == oz^, 
und zum Punkte z^, reapective ars.i gelangt man, wenn man auf A 
einen beliebigen Punkt 1 wäblt, B mit \x in 2, A mit 2x.^ in 3, B 
mit SiTj in 4 schneidet u. s. w., bis man zu dem Punkte 2 m auf jS 
gelangtj welcher, mit 1 verbunden, eine Gerade liefert, die die Trans- 
1 x^^, respective s„ schneidet. 
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VORWORT. 



Uas vorlieg'eiide zweite Heft enthält die Theorie der Kegel- 
schnitte uud die Theorie dev BUschel uud Reihen von Kegelschnitten nur 
soweit letztere innigst mit dem Tlieoreme von Desargues zusammen- 
hängt. Auf Netze ist hier nicht eingegangen -worden. Die Berafungen 
auf das erste Heft sind mit I und den Artikelnummern bezeichnet. 
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EINLEITUNG. 



Curven unil Flächen. 

1. Den Inbegriff der sämmtliclieii Lagen eines sich im Räume 
bewegenden Pnnktes bezeichnen wir ab eine Linie. Die Bewegung 
des Punktes und die dadurch erzeugte Linie wird stetig genannt, 
wenn jeder Lage des Punktes eine unmittelbar benachbarte (unend- 
lich nahe) vorangeht und eine unmittelbar benachhaiie (unendlich 
nahe) nachfolgt. 

Wenn der sich bewegende Punkt während eines endliehen 
Zeitin tervalles seine Bewegungsrichtuiig nicht ändert, ao entsteht 
ein endlicher Theil einer Geraden, eine Strecke. 

Durchläuft der Punkt eine Seihe von Strecken, so dass der 
Endpunkt einer jeden derselben zugleich der Anfangspunkt der 
unmittelbar folgenden ist, so entsteht eine geradlinig gebrochene 
Linie, ein Polygon; ist der Endpunkt der letzten Strecke zugleich 
der Anfangspunkt der ersten, so ist das Polygon geschlossen, 
sonst nicht geschlossen. Die einzelnen Strecken sind Seiten, 
ihre Anfangs- und Endpunkte sind Leiten des Polygons. Die Winkel 
des Polygons haben je zwei Nachbarseiten zu Schenkeln. Wenn 
der sich bewegende Punkt die aufeinander folgenden Seiten (den 
Umfang des Polygons) stetig durchläuft, so bleibt seine Bewegungs- 
richtung, während er eine Seite durchläuft, unverändert; diese Rich- 
tung ändert sieh plötzlich, sprungweise (unstetig), wenn der Punkt 
in die nächste Seite übergeht. Als Maass dieses Sprunges kann der 
Nebenwinkel des von den beiden Seiten eingeschlossenen Winkels 
angesehen werden. 

Aendert sich die Bewegungs rieh tun g beim Uebergaiige von 
jeder Seite zu der folgenden nur um unendlich Weniges, so geht 
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tliese Aeiideruug der BewoguiigBriehtiiiig nicht mehr spriingweisG, 
soudern stetig vor sieh. Bleiben hierbei die Längen der Seiten 
endlieh, so beschreibt der Punkt eine von einer geraden Linie im 
endlichen Kaume nur uneudüeh wenig verschiedene gebrochene Linie, 

Werden bei stetiger Veränderung der Bewegungarichtung die 
Längen der durchlaufenen Strecken (Seiten) unendlich klein, so ist 
die Bewegung des Punktes eine derartige, dasa er in jedem Mo- 
mente seine Bewegnngsrichtung ändert. Ee entsteht bei dieser Be- 
wegung eine krumme Linie oder Curve. 

2. Gelangt ein die Curve C beschreibender Punkt aus der 
Lage a in eine andere Lage h, so hat er den Curvenbogen ah 
beschrieben; derselbe Curvenbogen kann von einem auf der Curve 
eich bewegenden Punkte, der in Ö seine Bewegung beginnt und in 
a endet, beschrieben gedacht werden, und würde dann als der 
Bogen ha zu bezeichnen sein. Die Strecke ah ■= — ha wird als die 
dem Curvenbogen entsprechende Sehne, die unbegrenzte Gerade ah 
als Secante der Curve bezeichnet. [Will man insbesondere andeuten, 
dasB die Gerade ah zwei Punkte mit der Curve gemeinsam hat, so 
kann man sie als eine zweipunktige Secante oder Bisecante 
bezeichnen, zum Unterschiede von den einpunktigen Secanten, 
d. i. Geraden, welche nur einen Punkt a mit der Curve gemein- 
schaftlich haben, oder den drei-, vier- .... ii-punktigen Secanten 
(Trisecanten, Quadrisecanten), d. i. Geraden, welche drei, vier, 
. . . . H Punkte mit der Curve gemeinschaftlich haben.] 

Ist K ein dem Curvenbogen ah Angehöriger Punkt, so wird 
der bewegliche Punkt bei seiner Bewegung von a gegen & in ^ 
eine Bewegungsrichtung haben, welche (im Allgemeinen) direct 
entgegengesetzt sein wird der Bewegungsrichtung, welche der den 
Bogen in der Richtung von 6 nach a beschreibende Punkt in der- 
selben Lage X besitzt. Sind m.^, m,, zwei solche Punkte, dass der 
bewegliche X'unkt bei der Bewegung von a gegen ö in a; die durch 
die Richtung der Strecke xmi, und bei der entgegengesetzten Be- 
wegung von & nach a \a. x die durch die Richtung der Strecke xm,a 
bestimmte Bewegungsiichtung besitzt, so müssen, weil die beiden 
Riehtungen direct entgegengesetzt sind, die Punkte »»„, x, m./, in gerader 
Linie liegen, und zwar liegt x zwischen m„ und m^. Die Gerade, 
welche diese drei Punkte enthält, wird als die Tangente der 
Curve C im Punkte x bezeichnet. 

Wenn sich ein Punkt längs der Strecke wiaWis von m^ nach mj 
so bewegt, dass er in demselben Augenblicke wie der den Bogen ah 
durcldaufende Punkt in x anlangt, so haben die beiden Punkte in 
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X momentan dieselbe Beweguiigsrichtung, d h sie legen gintlizeitig 
ein in der Geraden m.o.'mi, und iiv der Curve liegende? (unendlich 
kleines) "Wegelement zurück, um sich hierauf wiedei zu tiennen 
und ihre von einander verschiedenen Wege auf m,m^, iCBpective 
auf Bogen ah fortzusetzen. Die beiden Bahnen «„511, und Bogen a& 
berühren sich im Punkte x. Daher wird auch mafni, als die Be 
rührungsgerade (Tangente) des Panktes x und die&ei alt der 
Berührungspunkt von «Jami, und C hezeichnet. 

Verbindet man den Curvenpunkt x mit einem aweiten Punkte y 
der Curve durch eine Gerade, so wird die Bewegungsrichtuog eines 
sich auf dieser Verbindungsgeraden ic»/ von x gegen y bewegenden 
Punktes umsowenigcr von einer der beiden (einander direet ent- 
gegengesetzten) Bewegungsrichtungen, die ein den Bogen ah von a, 
nach h oder von & nach a durchlaufender Punkt in x hat, unter- 
scheiden, je näher der Punkt y dem Punkte x gebracht wird. 

„Wenn sich also der Puiikt y auf der Ou/ne von der einen oder 
dej- anderen Seüe dem Punkte x nältert, so näkeH sich die Bisecante xy 
(um X sich drehend) immer melir der Tangente T^ der Cv/rve im 
Punkte X." 

Man kann also die Tangente von x als die G-renzlage be- 
trachten, welcher sich die Seeante a;?/ nähert, wenn y auf der Curvc 
unendlich nahe zum Punkte k rückt. 

Rückt y unendlich nahe zu w, so wird xy unendlich nahe 
zu T^ rücken und man kann somit in allen Fällen, wo eine Gerade 
durch eine mit ihr unendlich nahe Gerade ersetzt werden darf, die 
Tangente T^ eines Punktes als die Verbindungsgerade des- 
selben mit einem seiner beiden anendlich nahen Nachbar- 
punkte y betrachten. 

„Eine Gerade, wdche mit einer Cwve an eine^- Stelle swet unend- 
lich naite Punkte gemeinsam hat, ist (im Aügemeinen) Tangente der 
Ckme und herulirt sie an jener Stelle (in jenem Punkte)." 

Der Punkt, welcher den Curvenbogen ah besehreibt, möge 
die unmittelbar aufeinander folgenden Lagen at^, x, x„ x^, x^ . . . . 
durchlaufen, so dass jo zwei aufeinander folgende Punkte in dieser 
Reihe zu einander unendlich nahe Punkte sind und jeder Punkt 
von seinen zwei unendlich nahen Nachbarpunkten eingeschlossen 
erscheint. Wenn man die Gerade xx^ als Tangente T^ von x be- 
trachtet, so ist XqX als Tangente Tivoli X(„ und sind XyX.^, x-^x^ — , 
als die Tangenten 2"^,, T,^ . . . . von x^jX^ . . ■ . anzusehen; wir haben 
so die unmittelbar aufeinander folgenden Tangenten T^, T„j 2^,, 
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T,j,^ , , . ., von denen die beiden ersten den Punlit x, die zweite und 
dritte den Punkt x^, die dritte und vierte den Punkt x.i u. s. w. ge- 
meinseliaftlich haben. 

„Jeder Punkt der Curve erscheini so als dei itei immitlelbm 
aufeinanderfolg&idm Tangenten getneüisame PmiLt ah, der Bclinitf 
ptmkt sioei&r unmdlich naher Tangenten d&r Omve " 

Den unendlich wenig von Null verschiedenen (unendhch kleinen) 
Winkel, den die Tangente T^ des Punktes x mit der unendlich nahen 
Tangente T^, dea Punktes aü, ein ecb lies st, nennt man den Contin- 
genzwinkel der Curve im Punlite x. 

3. Lässt man, während der bewegliche Punkt x die Curve be- 
schreibt, dessen Tangente T^ an der Bewegung theilnehmen, so gleitet 
dieselbe längs der Curve hin. Wenn der bewegliche Punkt der Reihe 
nach in die Lagen tCo, ic, a;,, a^ . . . . kommt, bo gelangt seine Tan- 
gente der Reihe nach in die Lagen T^, T.^, T^,, T^ . . . ., und in 
allen diesen Lagen wird sie von der Curve berührt; die Curve 
ist die Enveloppo (Einhüllende) aller ihrer Tangenten T^, T^, 

In dieser Art kann jede Curve auch durch Bewegung einer 
Geraden (als Enveloppe einer Geraden) erzeugt werden, wenn nur 
die Bewegung in der Art vor sich geht, dass je zwei unmittelbar 
aufeinander folgende Lagen der beweglichen Geraden einen Punkt 
gemeinschaftbch haben, sich schneiden. Alle diese, den Nachbar- 
lagen der Geraden gemeinsamen Punkte erfüllen eine Ciirve, deren 
Tangenten durch die bewegliche Gerade in ihren aämnitiichen Lagen 
dargestellt erscheinen. 

Je nachdem man sich eine Curve dufch Bewegung eines Punktes 
oder Strahles (der Tangente) erzeugt denkt, nennt man sie eine 
Punkt' oder Strahlencurve (Tangentencurve). 

4. Sowie wir die Tangente 2'^ eines Punktes x der Curve C als 
jene unter den durch x gehenden, nach den übrigen Curvenpunkten y 
gerichteten Secanten ay kennen lernten, welche sich in x der Curve 
am engsten anschlieset, sie in x beruhi't, so können wir in folgender 
Art zu einer Ebene gelangen, welche sich unter allen durch x gehen- 
den Ebenen der Ciirve C in ai am engsten anschliesst. Die durch x 
gehenden Ebenen und Strahlen bilden em i auraliches Bündel (I Art. 2) ; 
unter allen Strahlen des Bündels gibt es eme einfich unendliche 
Anzahl, welche der Curve ausser m x noch m einem zweiten Punkte)/ 
begegnen (schneiden); ihre Gesammtheit eihalt man Tienn man die 
Gerade xy fortwährend durch den testen Punkt x dei C iii vp hmdurch 
gehen lässtj während der Punkt y die Curve durchlauft. Es dreht 
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sieh hierbei die Gerade um x und gleitet längs der Curvc hin; ein- 
mal kommt sie während ihrer Bewegung auch ia die Lage der Tan- 
geute Tj von X. 

Irgend eine Ebene des Bündels ktimi man erhalten^ wenn man 
durch X und irgend zwei andere Punkte y, z der Curve eine Ebene 
legt; die drei Punkte ic, ;;/, z sind der Curve und der Ebene gemein- 
tjchaftlich, es sind Sehnittpuukte der Curve mit der Ebene, welche 
die drei Geraden xy, yz, zx enthält. 

Läset mau x und z fest, während sich ij auf C dem Punkte x 
unendlich nähert, so dreht sich die Ebene tn/s um die Gerade xz, und 
da die Gerade xy die Tangente T^ von x zav Grenzlage hat, ao wird 
die Ebene xyz immer mehr und bis zum Unendiiehnaherücken der 
Ebene zustreben, welche den Punkt z mit der Taugente Tx verbindet. 
Unter allen Ebenen, welche durch x und z hindurchgehen, ist diese 
Ebene (zT^) diejenige, welche sich in x der Curve am engsten an- 
schliesst, sie berührt. Eine solche Ebene izT^) wird als eine Tan- 
gentialebene der Curve im Punkte x bezeichnet. Lässt man z die 
Curve dui'chlaufen, so dreht sich die Ebene (s2]c) um T^, ein Ebenen- 
büschel beschreibend. 

„In jedem Puiikte x dnm- Cui'va C könnm imendlick viele Tang&n- 
tmlebenm, welche C in x he^-ühren, conatiidrt loerd&n; es sind die Ebenen 
di'S BiiAckels, welches die im Puiikte x die Curve ierilhrende Tangente 
T ZU1 Äxe hat." 

Wenn sich der Punkt z auf der Curve ebenfalls gegen den 
Punkt X bewegt, so wird sich die Tangentialebene (z2y um T^ drehen 
und von einer bestimmten Grenzlage t^, umsoweniger verschieden 
sein, je näher z dem Punkte x gerückt wird. Fällt endlich s mit x 
zusammen, so wird die Ebene {zT^ diese Grenzlage t^j erreichen, 
in welcher sie offenbai' jene unter den sämmtlichen in x berührenden 
Tangentialebenen darstellt, die sich der Curve C im Punkte x am 
engsten anschliesst, anschmiegt. Diese Ebene ta^wird als die Schmie- 
gungsebene, Krümmangsebene oder Osculationsebene der 
Curve im Punkte x bezeichnet; der Punkt x ist der Berührungs- 
punkt der Schmiegungsebene t^. 

Jede der Tangentialebenen {zT^ hat mit der Curve den Punkt s 
und die beiden unendlich nahen Punkte x, y, als deren Verbindungs- 
gerade die Tangente T^ erscheint, gemeinschafthch; fällt auch z mit 
X, y zusammen, so gellt {zT-^ ia die Schmiegungsebene -z^ über, 

„Eine Schmiegungaebene t„ der Oun've C hat an der Bei-Uhrungs- 
stelle X mit der Ou/rve drei unendlich nahe Punkte gemeinschaftHoh." 
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„Dia Schmiegungsebene kann aufgefasst werden als die durch drei 
unendlich nahe Gurvenpitnkte liindwchgeliende Ebene." 

8iad X, y, z die drei unendlich nahen Puukte, welche der 
Schmiegungs ebene t^ und der Curve C gemeinsam sind, so enthält 
diese Ebene auch die beiden Geraden xy, yz, d. h. sie enthält ausser 
der Tangente xy, d. i. T^ des Punktes x, auch die Tangente yz, 
d. i. Ty des Punktes y. 

„Eine Sckmiegungsebene enthält zwei unendlich nahe Tangenten 
def)' Ourve." 

„Die Schmieffungsebme kann aufgefasst werden als die durch zwei 
unendlich nahe Oiirv&ntangenten hindurchgehende (de verbiiidend») Ebene/' 

Zu der Schmiegungs ebene t^^ des Punktes x gelangten wir, 
indem die Punkte y, z mit dem Punkte x zum Zusammenfallen ge- 
bracht wurden. Dies kann auch bewerkstelligt werden, wenn man 
zunächst z mit y zusammenfallen lässt; die Ebene ^z ist dann die 
durch X und die Tangente T^ von y gehende Ebene (oder die 
Ebene, welche durch die beiden unendlich nahen Geraden xy, xz 
bestimnat erscheint). Lässt man nun y sich dem Punkte x nähern, 
so dreht sich seine Tangentialebene (asT,^ um x und nähert sich 
immer mehr der Lage t^, so dass die Schmiegungs ebene -?„; als 
Grenzlage der Ebene {xTy) aufgefasst werden kann für den Fall, 
da^s sich y unendlich dem Punkte x nähert. 

Gelangt der den Curvenbogen ab beschreibende Punkt der 
Reihe nach in die unmittelbar aufeinanderfolgenden Lagen Xg x, 
iC|, X2, ajj, Xj . . . ., von welchen Punkten jeder von seinen zwei un- 
endlich nahen Nachbai'p unkten eingeschlossen erscheint, so sind die 
Ebenen Xi^xx^, xx^x.^, x^x^x^, x-^x^x^, .... die Schmiegungs ebenen 
Ti„f "tj;! %,! '^x, ■ ■■ • der Punkte x^, x, Xy, x.^ . . . . 

Jeder der Curvenpunkte erscheint als drei unmittelbar aufein- 
anderfolgenden Schmiegungsehenen gemeinschaftlich, als ihr Schnitt- 
punkt; so gehört x, den drei Ebenen t^:^, x^, t^^ an, x^ gehört den 
drei Ebenen t^^ fj;,, tx, aij n- s. w. 

„Jeder Pwnkt der Ou/rve erscheint als der drei unmittelbar auf- 
einanderfolgenden Sdimügungsebenen gemeinschaftliche Punkt, als der 
Schnittpunkt dreier unendlich nahen Schmiegungsehenen." 

Die Schmiegungs ebene ta, enthält die beiden Geraden x^jx, xx^, 
d. h. die Tangenten T^, T^ der Punkte iü^, x\ ferner enthält 1^ 
die Geraden xx^, x^x^, d. h. die Tangenten T^_, Ty_^ der Punkte x, x-^. 
Es ist somit die Tangente T^ eine den beiden Ebenen Tt„ "^^ gemein- 
same Gerade, ihre Schnittgerade, Ebenso erkennt man, dass T^^, 
die Schnittlinie von ti, ~3-, ; T^ die Schnittlinie von ■C;,.^, v, ist, u. s, w. 
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„Jede Tangente der Cv/i"oe erscheint als die sHvei tminittelbar auf- 
einanderfolge^iden Sckmiegv/ngsehenen gemeinschafüiche ' Gerade, als die 
Schnittlinie zweier miendlich naher Schmiegungseienen." 

Den unendlich kleinen Winkel, den die Set miegungs ebene t^ 
(des Punktes a;) mit der unendlich nahen SchmiegungBebene t^;, (des 
unendlich nahen Punktes Xy) bildet, nennt man den Torsions- 
winkel der Curve (im Punkte x). 

5. Lässt man, während der bewegliche Punkt x die Curve be- 
sehreibt, seine Schmiegangsebene -z^ an der Bewegung theilnehmen, 
so wird sie der Reihe nach die unmittelbar aufeinanderfolgenden 
(zu einander unendlich nahen) Lagen Xr^, x^^, t^^, x^. . . . annehmen; 
je zwei aufeinanderfolgende Lagen der Ebene haben eine Tangente, 
und je drei aafeinanderfolgende Lagen der Ebene haben einen 
Punkt der Cui've gemeinschaftlich. 

In dieser Art kann die Curve durch stetige Bewcg-ung einer 
Ebene t^. erzeugt werden; je zwei unmittelbar aufeinanderfolgende 
Lagen der Ebene liefern eine Schnittgerade, und alle diese Schnitt- 
geraden sind Taugenten der Curve; je drei unmittelbar aufeinander- 
folgende Lagen der Ebene liefern einen Schnittpunkt, und alle diese 
Schnittpunkte sind die Punkte der Curve. Da das die Curve er- 
zeugende Element die sich bewegende Ebene ist, so wird die so 
erzeugte Curve als Ebenencurve bezeichnet. 

Man erkennt sofort, dass sieh die beiden Erzeugungsarten der 
Curve durch Punktbewegung und Ebenenbewegung nach dem räum- 
lichen Reeiprocitätsge setze gegenüberstehen (I. Art, 31): 



Wenn sieh ein Punkt stetig 
Räume bewegt, so stellen seine 
einzelnen Lagen die Punkte einer 
Curve dar. 

Die Verbindungsgerade zweier 
unendlich naher Punkte der Curve 
ist eine Tangente der Curve. 



Wenn sich eine Ebene stetig im 
Räume bewegt, so stellen ihre 
einzelnen Lagen die Schmiegungs- 
ebenen einer Curve dar. 

Die Sehnittgerade zweier un- 
endlich naher Schmiegungsebenen 
der Curve ist eine Tangente der 
Curve. 

Der Schnittpunkt von drei un- 
endlich nahen Schmiegungsebenen 
der Curve ist ein Punkt der Curve. 



Die Verbindungeebene von 
unendlich nahen Punkten 
Cnrve ist eine Schmiegungsebene 
der Curve, 

Während durch jede stetige Bewegung eines Punktes oder 
einer Ebene eine Curve (als Punkt-, respeetive Ebenencurve) ent- 
steht, ist die Bewegung eines Strahles, wenn eine Curve erzeugt 
werden soll, an die Bedingung geknüpft, dass sich je zwei unmittel- 
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bai- iiufeinaiidei- fbigeude Lagen des sieh bewegenden Sti'iihleB schnei- 
den müssen. 



Wenn sich ein Strahl im Räume 
so bewegt, dass je zwei nnendhch 
nahe Lj^en einen Punkt gemein- 
sam haben, so stellen alle seine 
Lagen die Tangenten einer Cnrve 



Wenn sich ein Strahl im ßaume 
so bewegt, dass je zwei unendlieli 
nsvhe Lagen einer. Ebene ange- 
hören, 60 stellen alle seine Lagen 
die Tangenten einer Ciirve dar. 



Diese beiden sich reciprok gegenüberstehenden Erzeugungs- 
arton einer Curve als Strahlencuvve sind offenbar identisch, da 
zwei G-erade, welche einen Punkt gemeinsam haben, auch einer 
Ebene angehören, und umgekehrt. 

Aus den letzten Betrachtungen erkennt man, dass nach dem 
räumlichen Reeiprocitätsge setze den Punkten die Schmiegungsebenen 
und den Tangenten wieder die Tangenten gegen üb er treten. Der 
Tangente, welche in einem Punkte berührt, mit ihm perspectivisch 
ist, entspricht die Tangente, welche in einer S eh miegunga ebene 
gelegen ist, mit ihr perspectivisch liegt. Einer Bisecante, d. h. dem 
Strahle, welcher mit zwei Punkten a, b der Curve zugleich perspec- 
tivisch liegt, wird reciprok gegenübergesetzt sein die Schnittlinie 
zweier Schmiegungsebenen a, ß, d. h. die Gerade, welche mit zwei 
Schmiegungsebenen gleichzeitig perspectivisch liegt. Solche Geraden 
hat man aircit als Axen der Curve bezeichnet, so dass also den 
Biaecanten die Axen reciprok gegenüberstehen. 

Jede Tangente ist nicht nur Verbindungsgerade zweier (un- 
endlich naher) Punkte der Curve, sondern auch Schnittgerade zweier 
(unendlich naher) Schmiegungsebenen; jede Tangente ist also sowohl 
als Bisecante als auch als Axe der Curve aufzufassen. 

6. Wenn sich eine Curve C im Räume stetig bewegt, so dass 
also jeder Lage von C eine imendlich benachbarte Lage vorangeht 
und eine eben solche nachfolgt, wobei überdies die Cui-ve C in 
Gestalt und Grösse entweder unveränderlich oder aber stetig ver- 
änderlich sein kann, so entsteht jenes geometrische Gebilde, welches 
man als eine Fläche F bezeichnet, und welches durch die Ge- 
sammtheit der Punkte, welche auf allen den Curven C gelegen sind, 
dargestellt ist. 

Jede dei' Curven C ist als der Fläche F angehörig, als auf ihr 
gelegen anzusehen. Ausser den Curven C kann man unendlich viele 
andere auf i^ gelegene Curven Cbetrachten; man braucht nur einen 
beweglichen Punkt zu verfolgen, welcher die unmittelbar aufein- 
anderfolgenden Lagen von C in der Art durchläuft, dass er von 



y Google 



jüdcr der Curvcii C zu der unmittelbar folgeiiduii Carve C übergellt. 
Das uraprüngiiche Curvensystem C ksmii man so auf uiieiidlicb viele 
Arten durcb -andere Carveusysteme C" ersetzen, wenn man nur dafür 
sorgt, daes jede Curve C zwei sie eins chlies sende unendlich benach- 
barte Ciirven C" besitzt. 

Sind X, y irgend zwei der Fläche F angehörige Punkte tind 
C irgend eine durch x und y hindurchgehende, ebenfalls der Fläche 
angehörige Ciirve, so ist die Gerade xy sowohl für F als auch für 
G eine Secante. Bewegt sieh nun y auf C unendlich nahe z« x, so 
wird eich xy immer mehr der Tangente T^ nähern, welche C in a; 
berührt, und welche als die Vevbindungsgerade von x mit seinem 
auf C gelegenen unendlich nahen Nachbarpunkte aufgefasst werden 
kann ; sie hat somit auch mit der Fläche zwei unendlich nahe 
Punkte gemeinschaftlich und wird daher auch als eine Tangente 
der Fläclie im Punkte x, welcher ihr Berührungspunkt heisst, be- 
zeichnet. Ist C eine von C verschiedene, durcb x, y gehende, auf 
F gelegene Cui've, so wird sieh xy der in x an C gelegten Tangente 
T^ nähern, wenn y auf C" gegen x rückt u. s, w. 

„Man kann somit an mie Fläche in einem Hirur Piiitkte, unend- 
lich viele sie daselbst heführende Tangenten cotistnUren; es sind die 
Tangenten der verschiedenen durch den Punkt x auf der Fläche ge- 
zogenen Guruen C, C . . . ." 

Wir denken uns durch den Punkt x auf F zwei beliebige 
Curven C, C" gezogen und es seien y, y' zwei Punkte, von denen der 
erste der Curve G und der zweite der Curve G' angehört; endlich 
sei C" irgend eine auf F durch y und y' gezogene Curve, und T^, T^ 
seien die Tangenten, welche C, respective C in x berühren. Wir 
ziehen die Geraden xy, oiy', yy' und betrachten die Ebene des Drei- 
eckes xyy', während sich G" auf der Fläche so bewegt, dass y und 
y' auf G, respective C dem Punkte x unendlich nahe rücken. Da 
sich hierbei 'jsy immer mehr der Taugente 2"^ und xy' der Tangente 
T^ nähert, so wird sich die Ebene des Dreieckes xyy, welche die 
Seite y^ desselben enthält, immer mehr und bis zum Zusammen- 
fallen der durch T^, und T^ bestimmten Ebene %^ nähern. Da 
jedoch hierbei y und y auf C" unendlich nahe und bis zum Zu- 
sammenfallen mit einander und mit x rücken, so nähert sich die 
Gerade yy immer mehr der Tangente 7^" einer dritten auf der 
Fläche F durch x gezogenen Curve G('. Die durchgeführte Betrach- 
tung lehrt, dass die drei Tangenten T^ 7^', T/, welche man in x 
an irgend drei auf i*"" durch cc gezogene Curven G, C", C," legen 
kann, in einer und derselben Ebene ö^ enthalten sind. Ersetzt man 
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10 EinleUimg. 

C|" durcSi die anderen auf F durch x gezogenen Curvoji, so haben 
wir den Satz: 

„Die säiumtUchen Tangenten T^ T^, T^', T^" . . . ., lodche eine 
Fläche F in einem ihrer Punkte heiilhren, dnd (im Allgemeinen) alle in 
einer und derselimi Ebene Q^ enthalten und bilden somit in der Ebene 
0J, ein Straklmbüschel, dessen Sohedtel x ist. Die Ebene 6a, mrd als die 
Tangentialebene oder BerUhrungsebene der Fläche im Punkte x, 
welcher der Berührungspunkt genannt tdrd, bezeichnet." 

Man erhält somit die Tangentialebene Q^ von F in x, wenn 
man in x an irgend zwei auf der Fläche gezogene Curven die Tan- 
genten legt und beide durch die Ebene 0j, verbindet. 

Es seien ic, y irgend zwei Punkte der Fläche F und 6^, 9j 
deren Tangentialebenen, welche sich in der Geraden A schneiden 
mögen. Jede durch x in 0^; gezogene Gerade ist Tangente von i^ in 
x\ einer solchen T^ nähert eich die Gerade xy, wenn«/ in bestimm- 
ter Art auf der Fläche unendlich nahe zum Punkt x rückt. Hier- 
bei rückt auch %,j unendlich nahe zu 0^, und A wird sich in 0^, 
immer mehr dem Punkte x nähern, und wenn y mit x und daher 
0^ mit 0j; ziisammenföllt, wird A in eine bestimmte Gerade TJ 
übergehen, welche in ßj, liegt und durch x hindurchgeht, somit 
ebenfalls Tangente von F m x ist. 

„So treten die Tangenten einer Fläche nicht nur als die Verbin- 
dmigsgeraden unendZich naher Fhi/iJcte der Fläche auf, sondern auch 
als Schnittgeraden unendlich naher Tangentialebenen." 

Man kann also in U ehe rein Stimmung mit dem räumlichen 
Reciprocitätsgesetze den Punkten, welche eine Fläche erfüllen, die 
Tangentialebenen, welche eine Fläche berühren (umhüllen), reciprok 
entgegenstellen. 

„Jede Fläche liitt dann ah Punltfiaüie [Oitsfläche) oder Ehenen- 
ßäcke (Umhiillungsßäche) auj; j(, naüidem man ste als die Gesammtheit 
der in ihr liegenden Punkte odei als Gesammtheit der sie berührenden 
Ebenen auffasst." 

Sowie man eine auf der Fläche gelegene (in der Fläche ent- 
haltene) Ortscurve erhält, wenn sich ein der Fläche a-ngehöriger 
Punkt, ohne aufzuhören ein Punkt der Fläche zu sein, stetig be- 
wegt, so erhält man eine der Fläche umschriebene (sie einhüllende) 
Ebenencurve, wenn sich eine Tangentialebene der Fläche, ohne auf- 
zuhören eine solche zu sein, stetig bewegt. 

Der Entßtehung der Fläche als Punktfläehe durch stetige Be- 
wegung einer sich stetig verändernden Pimktcurve entspricht reci- 
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prok die Entstehung der Fläche als Kbenenflächci dnrch stetige 
Bewegung einer sich stetig ändernden Ebenencurve. 

Anmeikuug Die obige Betoaohtung lehit das» sith die Tingential ebene Hj 
eines Punktes j, unendlich wenig nm eine bestimmte Tangente Tc dieses Punktes 
dieht, nenn er nm uneadhch Weniges ant einer andeien Tingente Tu foitiöckt, 
2% ist dareh 3% eindentig Le-timmt Zivei solche Tangenten neiden ala conju 
gute Tangenten der Fläthe bezeichnet, nnd kann man zeigen, dasa die Paare 
conjngivtei Tanifenten finei FlSohe in einem ihrei Punkte b eme quadratische 
Strahl eninvolution in Jai Tangentialebene 0b des Punktes bilden ^\ enn «ich dei 
Puukt B auf Tx um unendlich Weniges tortbenegt, so dieht sich 6» nieder um 
Tx nm unendlich Weniges 

7, Wenn die sieh bewegende Linie C, durch deren Bewegung 
die Fläche entsteht, eine Gerade ist, so wii'd die erzeugte Fläche 
eine geradlinige Fläche oder Strahlenfläche oder Eegel- 
fläche genannt. Die einzelnen Lagen der Geraden C werden als 
die Erzeugenden oder Geraden (Strahlen) der Strahlenfläuhe 
bezeichnet. 

Im Aligemeinen werden sich je zwei unmittelbar aufeinander- 
folgende Lagen der Geraden C nicht schneiden, sie werden wind- 
schief sein; die Fläche i^wird dann als eine windschiefe Strahlen- 
oder Regelfläche bezeichnet. 

Wenn sich jedoch die Gerade C so bewegt, dass je zwei auf- 
einanderfolgende Lagen eich schneiden, so durchläuft C nach Art. 5 
die Tangentenlagen einer bestimmten Curve F. Die Fläche F ist so- 
mit in diesem Falle die von den sämmtlichen Tangenten einer Curve 
r erfüllte Fläche, die Tangentenfläche von T. Eine solche Fläche 
wird auch als eine entwickeibare oder developpable Fläche 
bezeichnet. Die Curve T nennt man die Eückkehrcurve oder 
Rückkehrkante (arrStederebroussenient) derDeveloppablen.F. 

„Jede Schmiegitngsebene der Eückkehrkante T ist eine Tangential- 
ebene der ßeveloppablen F und hefiihrt dieselbe längs der Tangente von 
r, die sie enthält." 

Denn es enthält ja jede Schmiegungsebene -c von T zwei un- 
endlich nahe Tangenten C, C dieser Curve, d. h. zwei unendlich 
nahe Erzeugende der Fläche F. Die beiden unendlich nahen Punkte 
x, x', in denen C, C von irgend einer in x gezogenen G eraden T ge- 
schnitten werden, sind zwei Schnittpunkte von Tmit F, so dass jede 
in t gezogene Gerade als Verbindungslinie der beiden unendlich 
nahen Punkte x, x' der Fläche, d. h. als Tangente von F im Punkte 
X zu betrachten ist. 

Die sämmtlichen Tangenten von P) welche diese Fläche in 
einem Punkte x von C berühfen, sind somit die durch .-n ,in t 
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gezogenen Strahlen; es ist also t die Tangentialebene von F in jedem 
Punkte von C, so dass t die Fläche F längs der ganzen Geraden 
C bej'ührt. 

Je zwei unendlich nahen Erzeugenden C, C" der developpablen 
Fläche F begrenzen in der Schmiegungaebene t von T, in welcher 
sie enthalten sind, einen unendlich langen und unendlich schmalen 
ebenen Winkel streifen, welcher als auf der Fläche F liegend be- 
trachtet werden kann. So erscheint die Fläche aus unendlich vielen 
solchen Elementarstreifen zusammengesetzt und sie kann somit auf- 
gerollt, in eine Ebene entwickelt werden, wenn man den Streifen 
CC um C" dreht (^um den Torsion swinkel der Rückkehrcurve V), 
bis er in die Ebene des Streifens CC" fällt; dann dreht man diese 
Ebene mit beiden Streifen um C", bis sie in die Ebene des Streifens 
C"C"' fJlllt, dreht diese sammt den drei in ihr schon liegenden 
Streifen um C", bis sie in die Ebene des Streifens C"'C"" fällt, 
u. s, w. So kann man die Fläche F endlich ganz in eine Ebene 
ausbreiten; daher der Name der Fläche F als einer entwickelbaren 
Fläche, Die Entstehung der entwickelbaren Fläche ist identisch mit 
jener einer Strahlencurve (Art. 5), welche als Rückkehrcurve der 
Fläche auftritt. Aber auch die Entstehung einer Curve als Punkt- 
curve oder Ebenencurve fuhrt sofort zur zugehörigen entwickelbaren 
Fläche, wenn man jene Strahlen aufsucht, welche gleichzeitig mit 
je zwei unendlich nahen Lagen des die Punktcurve erzeugenden 
Punktes, respective mit awei solchen Lagen der die Ebenencurve 
erzeugenden Ebene perspectiviscb liegen. 

8. Im vorhergehenden Artikel haben wir den innigen Zusammen- 
hang zwischen den Curven und den entwickelbaren Flächen kennen 
gelernt; jede Curve ist die Rückkehrcurve einer aolchen Fläche, 
deren Erzeugenden die Tangenten und deren Berührungsebenen die 
Schmiegungsebenen jener Curve sind, und umgekehrt liefert jede 
Developpable eine Curve, ihre Kückkehrcurve, d. i. den Ort der 
Schnittpunkte der unmittelbar aufeinanderfolgenden Erzeugenden 
der Fläche. 

Wenn eine Gerade C bei ihrer stetigen Bewegung fortwährend 
mit einem festen Punkte s perspectiviscb ist, d. h. durch s hin- 
durchgeht, so entsteht eine entwickelbare Fläche, da sich je zwei 
Nachharlagen von C in s durchschneiden, welcher Punkt ja allen 
Lagen von C angehört. Eine solche Fläche wird als eine Kegel- 
fläche oder kurz als ein Kegel bezeichnet. 

Der Punkt s wird der Scheitel oder Mittelpunkt des Kegels 
genannt; derselbe ist der gemeinschaftliche Schnittpunkt aller Er- 
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zeugenden C des Kegels. Die durch je zwei unmittelbar aufein- 
anderfolgenden Erzeugenden C, C gelegte Ebene wird ebenfalls durcli 
den Scheitel s hindurchgehen müssen, d. h. „alle Tangentialebenen 
diu' Kegelfiäche hah&n de>i Kegelscheitel geitieinsaJiafiUch" . 

Wenn der Scheitel s ein unendlich weiter Punkt ist, so sind 
jiile Erzeugenden untereinander parallel; ein Kegel mit unend- 
lich weitem Scheitel wird als ein Cylinder (Cy linderfläche) be- 
zeichnet. 

Ein auf der den Kegel beschreibenden Erzeugenden C sich 
stetig bewegender Punkt x wird eine Ciirve L durehlaufcn, welche 
auf der Kegelfläche gelegen ist. Die Erzeugenden des Kegels sind 
die Verbindungsgeraden seines Scheitels s mit den Punkten x von 
L, so daes eine Gerade, welche sieh um s dreht und längs der 
Curve L hingleitet (dieselbe fortwährend schneidend), die Kcgel- 
fläche beschreiben wird. 

In Hinsicht auf diese Eutstehungsart des Kegels wird die 
Curve L als eine Leitcurve des Kegels (Cylinders) bezeichnet. 

Man erkennt sofort, dasa der Kegel (Cylinder) gegeben ist, 
wenn man eine LeitcuiTe L und den Scheitel s (die Richtung der 
parallelen Cylindererzeng enden) kennt. Sind C, C zwei unendlich 
nahe Erzeugende des Kegels und x, x' die auf ihnen gelegenen 
Punkte der Leitcurve L, so ist die Gerade xx', d. i. die Tangente 
von L in x, in der Ebene CG', d. h. in der den Kegel längs C be- 
rührenden Tangentialebene enthalten. Man erhält somit die Tan- 
gentialebenen des Kegels (Cylinders), als die Ebenen, welche seinen 
Scheitel mit den Tangenten der Leitcurve verbinden; die Berührnngs- 
erzeugenden verbinden den Seheitel mit den Berührungspunkten 
der Tangenten von L. 

„Die Biickkekrcurve einer Kec/elßäclie redudrt sich auf einen ein- 
zelnen Punkt, den Schäkel s." 

In der That ist s der Schnittpunkt von je zwei unmittelbar 
aufeinandei'folgenden Erzeugenden der (entwickelharen) Kegelfläche, 
so dass's alle die unendlich vielen Punkte der Rückkehrcnrve in 
sich vereinigt. 

„Die Schmiegungsebenen d&r Rückkehrcnrve einer Kegelfläche sind 
die Tangentialebenen der Fläche." 

Denn die Schmiegungeebenen der Rückkehrcurve einer ent- 
wickelbaren Fläche sind die Ebenen, welche durch je zwei unend- 
lich nahe Erzeugenden G, G' der Fläche hindurchgehen. Da diese 
Erzeugenden die Tangenten der Rückkehrcurve darstellen, so „sind 
die Ersengenden einer Kegelfiäche als die Tangenten ihrer auf den ein- 
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zigen Punkt s, den Scheitel, nick reducirenden Rilckkehrciirve zu he- 
tr achten." 

„ Wenn sich eine Ebene bei der Erzeugung (dner Ebenencurve so 
heioegt, dass sie mit einem festen Punkte 3 perspeaüvisch bleibt, d. h. 
fortwährend durch s hindvrcJigeht, so UTnli'ülU sie eine Kegelßäche; die 
einzelnen Lagen der sich wm s drehenden Uhene, d. i. die Schmiegitngs- 
ebenen der erzeugten Ebenencwrve sind die TangKtxtialehenen des Kegels; 
als die Tangenten der erzeugten Ebenencurve sind die E^iieugenden des 
Kegels anzusehen. Wenn man die erzeugte Cwi've als Fi)^iktcurve auf- 
fassen mU, so redudrt sie sich auf den Punkt s, welcher alle Punkte 
der Gurve in sicli vereinigt." 

In der That gehen ja die Sclinittlinien der unmittelbar auf- 
einanderfolgenden Lagen der beweglichen Ebene durch den Punkt s 
hindurch und erfüllen somit eine Kegelfläche u. s. w. 

So können wir die Kegel als besondere Fälle von Ebeneii- 
eurven betrachten; nämlich als solche Ebenen cur ven, welche sich, 
wenn naan sie als Punktcurven auffasst, auf einen einzigen Punkt 
redueiren. 

9. Um jene Gebilde zu erhalten, welche den Kegeln nach dem 
räumlichen Reciprocitätagesetze entsprechen, haben wir eine solche 
stetige Bewegung einer Geraden C zu betrachten, bei welcher die- 
selbe fortwährend mit einer festen Ebene a perspectivisch, d. h. in 
5 gelegen bleibt. Diese Ebene enthält dann selbstverständlich auch 
alle die Punkte, welche als Schnittpunkte je zweier unmittelbar 
aufeinanderfolgenden Lagen der Geraden C auftreten, d. h. in <s 
liegen alle Punkte der Rückkehrcurve T jener developpablen Fläche, 
als deren Ei'zeugende die einzelnen Lagen der sich in der Ebene s 
bewegenden Geraden C aufzufassen sind. Die Ebene o, welche die 
sämmtlichen Lagen von C enthält, stellt somit die sämmtUchen 
Tangentialebenen der entwickelbaren Fläche und die sämmtlichen 
Schmiegungsebenen der ßückkehrcure F dar. Eine Curve, deren 
sämmtlichc Punkte und daher auch sämmtliche Tangenten 
einer jind derselben Ebene er angehören, bezeichnet man 
als eine Plancurve oder ebene Curve oder einfach gekrümmte 
Curve zum Unterschiede von den Raumcurven oder doppelt ge- 
krümmten oder gewundenen Curven, deren Punkte nicht einer und 
derselben Ebene angehören; sie wird als Punktcurve erzeugt, wenn 
der sich bewegende Punkt fortwährend in einer festen Ebene o zu 
bleiben gezwungen ist, und als Strahlen curve, wenn der sich be- 
wegende Strahl einer festen Ebene angehört; als Ebenencurve 
redueirt sie sich auf eine einzige Ebene, die Ebene a, welcher sie 
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angehört. Die Eraeiigendeii der devüloppablen Fläche, welche eine 
Plancurve zur Rüekkehreurve hat, liegen alle, weil es ja die Tan- 
genten der Curve sind, in einer Ebene, nämlich in u. 

„In solch&r Wdse erkennen tvir, dass dem Kegel redprok die 
PlanctM-ve entspricht; dem Scheitel, den Erzeugenden, den Tangential- 
ebenen des Kegels entsprechen die Ebene, die Tangenten imd die Punkte 
der Planewrve." 

„Fasst man eine Plancurve als Ebenencv/rve auf, so redttdrt sie 
sich auf die Ebene, in icelcher alle ihre Punkte gelegen sind und in 
welcker sich alle Schmiegungsehenm der Cwven vereinigen." 

„Der Torsiomivinkel einer Plancurve ist in allen ihren Punkten 
gldch Null." 

Der Entstehung der auf dem Kegel gelegenen Panktcurven 
entspricht reciprok die Entstehung der einer Plancurve umschrie- 
benen Ebenencurpen; dreht sich nämlich eine Ebene ^ stetig um 
die unsere Plancurve als deren Tangente beschreibende Gerade C, 
so wird durch ^ eine Ebenencurve beschrieben, deren Schmiegungs- 
ebenen (das sind die einzelnen Lagen von §) durch die Tangenten 
der Plancurve hindurchgehen und weiche also in diesem Sinne der 
Plancurve nrnschiüeben ist. 

„Den auf den Erzeugenden eines Kegels gelegenen Punkten ent- 
sprechen reciprok die durch die Tangenten einer Plancurve hindurch- 
gehenden Ebetien." 

„Den auf einem Kegel gelegenen Punktcurven entsprechen reciprok 
die dm' Plancw've umsdiri^enen Ehenencwrven (Developpablen)." 

Endlich, bemerken wir: 

„Den in de^i Tangentialehenen eines Kegels gelegenen Strahlen 
(den Tangenten des Kegels als Fläche betrachtet) entaschen redprok 
die durch die Punkte einer Plancwve nach beliebigen Richtungen des 
Saumes gezogenen Strahlen." 

Wenn man die Plancurven als krumme Gebilde im 
ebenen System bezeichnet, so entsprechen ihnen die Kegel als 
krumme Gebilde im räumlichen Bündel; und sowie im ebenen 
System ein eigenes und ebenso im Bündel ein eigenes Reciprocitäts- 
gesetz gilt (I., Art. 30), welche beide vom räumlichen Eeciprocitäts- 
gesefz beherrscht werden, so können wir bei den ebenen Curveu 
und bei den Kegeln zweierlei Elemente betrachten, welche sich 
reciprok gegenüberstehen. 
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In der Ebene. 



Ein sich stetig bewegender 
Punkt bcscihroibt eine (ebene) 
Curve; die Verbindungsgerade je 
zweier unmittelbar aufeinander- 
folgenden Punkte ist eine Tan- 
gente der Curve; der Schnitt- 
punkt je zweier unmittelbar auf- 
einanderfolgenden 
ein Punkt der Cur 



Eine sich stetig bewegende 
Gerade besehreibt (umhüllt) eine 
(ebene) Curve, deren Tangente 
sie ist; der Schnittpunkt je zweier 
unmittelbar auf ein an d erfolgen den 
Lagen der Geraden ist ein Punkt 
der Curve ; dieVerbindungsgerade 
je zweier unmittelbar aufeinan- 
derfolgenden Punkte ist eine Tan- 
gente der Curve, 
Es entsprechen somit in der Ebene den Punkt- (oder Orts-) 
Curven die Strahlen- (Tangenten-) Curven oder Enveloppen. Den 
Punkten und Tangenten der Punktcurven entsprechen die Tangen- 
ten und Punkte der Tangenten curven. Jede Plancurve kann, je nach- 
dem sie als von einem Punkte oder einer Tangente beschrieben ge- 
dacht wird, als Punktcurve oder als Tangenten curve aufgefasst 
werden. 

Im Bündel. 



Eine sich stetig bewegende 
Ebene beschreibt (umhüllt) einen 
Kegel; die Schnittgerade je zweier 
unmittelbar aufeinanderfolgenden 
Ebenen ist eine Erzeugende des 
Kegels; die Verb in dungs ebene je 
zweier unmittelbar aufeinander- 
folgenden Erzeugenden ist eine 
Ebene (Tangentialebene) des Ke- 



Ein sich stetig bewegender 
Strahl beschreibt einen Kegel, 
dessen Erzeugende er ist; die Ver- 
bindungsebene je zweier unmittel- 
bar aufeinanderfolgenden Erzeu- 
genden ist eine Tangentialebene 
des Kegels; die Schnittgerade je 
zweier unmittelbar aufeinander- 
folgenden Tangentialebenen ist 
eine Erzeugende des Kegels. 
Im Bündel entspricht somit einem Strahlenkegel (als Gesammt- 
heit der Erzeugenden) reciprok ein Ebenenkegel (als Cesammtheit 
[Envcloppe] aller Tangentialebenen). Den Erzeugenden und Tangen- 
tialebenen eines ' Strahlen kegeis entsprechen die Tangentialebenen 
und Erzeugenden eines Ebenenkegels. 

Jeden Kegel kann man sowohl als Strahlenkegel, als auch als 
Ebenenkegel auffassen. 

10. Punkte, Ebenen und Tangenten, welche zwei Curven, zwei 
Flächen oder einer Curve und einer Fläche gemeinsam sind, worden 
als geraeinscbaftliche Punkte (Schnittpunkte), gemeinsohaftliche 
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Ebenen (gemeinecliaftliche Schmiegunga- oder Tangentialebenen), ge- 
meinschaftliche Tangenten bezeichnet. Wenn zwei beliebige von 
einander unabhängige Curven C, C gegeben sind, so wird der die 
eine von ihnen beechreibeiide Punkt im AUgemeinen nie ein Punkt 
der anderen werden, d. b. 

„Zioei Curoen liabmi im ÄUgememen keine gemeinsamen Punkte 
(keine Schnittpmihle)." 

Ebenso wenn man die Curven als Tangenten- oder Ebenen- 
curven betrachtet: 

„Zw&i Cktrven haben im Allgemeinen Iceine gemeinsamen Tangenten 
und keine gemeinschaftlichen Schmiegungsehenen." 

Wird eine Curve mit einer Fläche in Verbindung gebracht, 
so kann es im Allgemeinen geschehen, dass der die Curve beschrei- 
bende Punkt in einzelnen von einander verschiedenen Lagen zu- 
gleich ein Punkt der Fläche wird, und dass ebenso die die Curve 
beschreibende Schmiegungsebene und Tangente in gewissen Lagen 
Beruh rungs ebene, reapective Tangente der Fläche wird. 

„Eine Curve kann viit einer Fläche im Allgemeinen einzelne Punkte 
(Schnittpunkte) v/nd Tangenten gemeinscJiaftlich hahe^i und ebenso können 
im Allgemdnen einzehm ScJimiegungsebenen der Oivrve zugleich Tangen- 
iicdehenen der Fläche sein." 

Wenn eine Curve einer Fläche als Punktcurve angehört, so 
sind alle ihre Punkte zugleich Punkte der Fläche; und wenn die 
Curve der Fläche als Ebeneneurve umschrieben ist, so sind alle 
ihre Schmieguiigsebenen zugleich Tangentialebenen der Fläche. 
Denkt man sieh von zwei Flächen die eine durch Bewegung einer 
Curve erzeugt, so werden die dieser Curve und der zweiten Fläclie 
gemeinsamen Punkte Curven beschreiben, deren alle Punkte beiden 
Flächen gemeinsam sind. Ebenso reciprok: Wird die eine Fläche 
von einer veränderlichen Ebeneneurve beschrieben (umhüllt), so wer- 
den die Schmiegungsehenen dieser Curve, welche zugleich Tangen- 
tialebenen der anderen Fläche sind, Ebenen curven beschreiben, 
deren sämmtliche Schmiegungsehenen beiden Flächen als Tangen- 
tialebenen angehören. 

„Zwei Flächen können im Allgemeinen Punktcv/roen (ScImMcv) ven) 
imd (gemeinschaftlich umschriebene) Ebenencurven miletnandei gemein- 
sam /toben." 

Fügt man zu den betrachteten zwei Flächen noch eine dritte 
hinzu, so wird diese mit der Schnittcurve (mit der gemeinschaft- 
lieh umschriebenen Ebeneneurve) der beiden ersten gewisse Punkte 
(Ebenen) gemeinsam haben können (nach Früherem); diese Punkte 
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(Ebenen) sind dsmn allen drei Flächen als ihre Schnittpunkte (ihre 
Tangentialebenen) gemeinsch af tli ch . 

„Drei Flächen können im Allgemeinen einzelne PimhU und Tan- 
gentiaWyeiien gemeinsam haben." 

Die entwickeJbare Fläche, welche von den Tangenten einer 
Curve erfüllt ist, wird von einer zweiten Curve im Allgemeinen in 
einzelnen Punkten gesclinitten werden können; d. h.: 

„Von den Tangenten eiiier Cu7-ve können im. Allgemeinen ein- 
zelne eine ziveite Cwve schneiden." 

'11. Die einfachste Piinktcurve ist eine Gerade, welche ent- 
steht, wenn der bewegliche Punkt seine Bewegaiigsrichtung nicht 
verändert. Als einfachste Ebenencurve entsteht eine Gerade, wenn 
die stetige Bewegung der die Curve erzeugenden Ebene in einer 
Drehung dieser Ebene um eine in der Ebene gelegene Gorade be- 
steht. Wird eine Gerade als Curve aufgefasst, so fallt sie mit allen 
ihren Tangenten zusammen, während man jede durch sie gelegte 
Ebene als Schmiegungsebene betrachten kann. 

So ergibt sich eine gerade Punktreihe zusammen mit einem 
mit ihr coaxialen Ebenenbüschel als die einfachste Curve, deren 
sämmtliche Tangenten in eine zusammenfallen: in die Axe jener 
beiden reeiproken Grundgebilde erster Stufe. Die einfachsten 
Flächen erhalten wir durch die einfachsten continuirliehen Bewe- 
gungen des Strahles, wenn wir ihn einmal als I'unktcurve und dann 
als Ebenencurve betrachten. Diese einfachsten Bewegungen sind 
jene, bei denen der Strahl fortwährend perspeetivisch bleibt mit 
einer festen Ebene oder mit einem festen Punkte. Wenn wir im 
ersten Falle den beweglichen Strahl als Punktcurve auffassen und 
Büschel besehreiben lassen, so erhalten wir die Gesartimtheit der 
Punkte in der festen Ebene als die erzeugte Punktfläche; würden 
wir den Strahl in diesem Falle als Ebenencurve auffassen, so er- 
halten wir die sämmtlichen Ebenen des Raumes als keine eigent- 
liche Ebenenfläche, sondern den ganzen Ebenenraum. Wird der sich 
um einen festen Punkt stetig drehende Strahl a,Is Ebenencurve auf- 
geffwist, so erhält man, wenn man ihn Strahlen büschel beschreiben 
lässt, die Gesammtheit der durch den festen Punkt gehenden Ebenen 
als Ebenenfläcbe; würden wir hierbei den Strahl als Punktcurve 
auffassen, so erhielten wir alle Punkte des Raumes, den ganzen 
Punktraum, als keine eigentliche Punktfiäche. 

So stellen sich die Ebene (oder das ebene System) und der 
Punkt (oder das räum liehe Bündel) als die einfachsten Flächen dar. 
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Die Ebene als Punktfläche ist die Gesamratheit der in ihr ge- 
legenen Punkte. Alle in ihr gezogenen Geraden sind als Tangenten 
der Fläche aufzufassen, jeder Punkt der Ebene ist der Scheitel für 
ein solches Tangentenstmhlenbüschel. Die Ebene vereinigt in sich 
alle Tangentialebenen; deren Berührungspunkte sind die einzelnen 
Punkte der Ebene. Der Punkt als Ebenenfläehe ist durch die Qe- 
sammtheit der durch ihn gehenden Ebenen dargestellt, welche als 
Tangentialebenen der Fläche aufzufassen sind. Die sämmtlichen 
durch den Punkt gehenden Strahlen (von denen jeder als Schnitt- 
gerade zweier unendlich nahen von den Tangentialebenen .aufgefasst 
werden kann) steilen die Tangenten der Fläche dar; in jeder der 
Tangentialebenen liegt ein Büschel solcher Tangenten, deren Scheitel 
der feste Punkt ist. Dieser Punkt ist somit als der Beilihrungspunkt 
aller Tangentialebenen der Fläche aufzufassen, und die sämmtlichen 
Punkte der Fläche sind in dem festen Punkte vereinigt. 

Das ebene Strahlenbüschel cndhch stellt die einfachste 
Strahlen- (Tangenten-) Curve dar; dieselbe entsteht, wenn die stetige 
Bewegung des Strahles darin besteht, dass er sich um einen festen 
Punkt dreht und dabei in einer festen Ebene verbleibt. Der Schei- 
tel des Büschels vereinigt in sich die sämmtlichen Punkte, und die 
Ebene des Büschels vereinigt in sieh die sämmtlichen Schmiegungs- 
ebenen dieser Strahlencurve ; die Strahlen des Büschels sind als die 
Tangenten der Curve aufzufassen. 

Zwei von den eben betrachteten einfachsten Curven- oder Flä- 
chengebilden können, weim sie Überhaupt einzelne gemeinsame Ele- 
mente aufweisen, nur ein einziges gemeinschaftliches Element be- 
sitzen, wenn sie von einander verschieden sind; haben sie jedoch 
Curven gemeinsam, so sind es wieder solche der einfachsten Art. 

Zwei Öerade als Punkt- (Ebeneji-) Curven aufgefasst, haben 
im Allgemeinen keinen Punkt (Ebene) gemeinschaftlich; wenn je- 
doch die beiden Geraden einer Ebene angehören {durch einen 
Punkt gehen), so besitzen sie einen Schnittpunkt (eine durch 
beide gehende V erhin dun gs ebene). 

Eine öerade und eine Ebene als Punktgebilde haben einen 
Punkt gemeinsam; eine Gerade (als Ebeneneurve) hat mit einem 
Punkt (als Ehenenfläche) eine Ebene, die Verbindungsebene, ge- 
meinschaftlich. 

Zwei Ebenen als Punktflächen besitzen eine Gerade (ihre 
Schnittgerade) gemeinschaftlich; zwei Punkte (als Ebenenfläehen) 
besitzen eine Gerade, ihre Verbindungslinie, (als Ebeneneurve) ge- 
meinschaftlich. 
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Drei Ebenen als Punktflächen haben einen Punkt gemeinsam. 

Drei Punkte als Ebenenflächen haben eine Ebene, ihre Ver- 
ben e, gemeinsam. 

Von den Strahlen eines als Tangenten cur ve aufgefassl.en 
Strahlenbüschels begegnet im Allgemeinen einer einer beliebigen 
Geraden (als Punktcurve aufgefasst). 

Man pflegt diese einfachsten Curven und Elächen als lineare 
Gebilde, oder als vom ersten Grade zu bezeichnen. 

12. Diejenigen Curven und Flächen gattungen , bei denen die 
Anzahl der einzelnen Elemente, welche sie mit beliebigen Curven 
oder Flächen ersten Grades gemeinschaftlich haben, endlieh ist, 
werden als algebraische bezeichnet. 

Bei einer algebraischen Fläche unterscheidet man zwei 
charakteristische Zahlen: die Ordnung und die Classe. Die Ord- 
nung ist die höchste Anzahl von Punkten, welche die Fläche mit 
irgend einer Geraden gemeinschaftlich hat; die Classe ist die höchste 
Anzahl von Tangentialebenen, welche durch irgend eine Gerade hin- 
durchgehen. 

Die Ebene ist somit eine Fläche erster Ordnung und nullter Classe. 

Der Punkt (als Ebenenfläehe) ist eine Fläche erster Classe 
and nullter Ordnung. 

Ist SK irgend ein auf der Erzeugenden X gelegene Punkt einer 
Regeifläche, so muss die Tangentialebene S^ des Punktes x die 
Erzeugende X enthalten; denn 0^; enthält die Tangenten der durch 
X auf der Fläche gezogenen Curven, unter welchen auch X als 
Tangente von Z in cc vorkommt. Wenn sich x auf X fortbewegt, 
so wird 0^ im Allgemeinen die Lage ändern, aber hierbei immer 
durch X hindurchgehen; 0j wird somit um X sich drehend ein 
Ebenenbüschel beschreiben. 

„Bei einer algehrais^en (windscidefen) Eegelßäche ist diu Classe 
gleich der Ch-dnung." 

Denn die Schnittpunkte x der Fläche mit irgend einer Ge- 
raden G sind jene Punkte, in denen G von Erzeugenden X der 
Fläche getroffen wird, und da die Ebenen, welche G mit solchen 
Erzeugenden X verbinden, durch G gehende Tangentialebenen der 
Fläche sind, so ist die Zalil der auf G gelegenen Flächenpunkte 
gleich der Zahl der durch G gehenden Tangentialebenen. 

Wenn die Regelfläche nicht allgemeiner Natur (windschief) 
sondern entwickelbar ist, so ist 0^; eine allen Punkten x einer Erzeu- 
genden X gemeinsame Tangentialebene und jede in 0^ gezogene 
Gerade ist eine Flächentangente (Art. 7). Man wird somit durch 
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eine Grerado G nur dann an die Fläche eine eigentliche Tangentialebene 
legen können, wenn die Gerade eine Tangente der Fläche ist. 

Bei einer algebraisch gh Cnrve unterscheidet man drei 
charakteristische Zahlen: die Ordnung, welcher reciprok die 
Classe gegenübersteht, und dann den Rang. Die Ordnung ist die 
höchste Anzahl von Punkten, welche die Curve mit einer Ebene 
gemeinschaftlich hat; die Classe ist die höchste Anzahl von Schniie- 
gungsobenen der Curve, welche durch einen Punkt hindurchgehen; 
der Rang ist die höchste Anzahl von Tangenten der Curve, welche 
eine Gerade schneiden. 

Der Rang der Cui-ve ist somit zugleich die Ordnung ihrer 
Tan genten fläch e ; denn jede eine Gerade schneidende Taugente der 
Curve schneidet diese Gerade in einem der Tau genten fläche ange- 
hörigen Punkte, 

Die Schnittpunkte einer Plancurve mit einer Ebene sind offen- 
bar ihre Schnittpunkte mit der Geraden, welche ihre Ebene mit 
der schneidenden Ebene gemeinsam hat; und die Tangenten der 
Plancurve, welche eine beliebige Gerade schneiden, gehen doch 
durch den Punkt, in welchem diese Gerade von der Ebene der 
Curve getroffen wird. 

Unter der Ordnung einer Plancurve kann somit auch ver- 
standen werden die höchste Anzahl der Punkte, welche die Curve 
mit einer Geraden ihrer Ebene gemeinsam hat. Der Rang der 
Plancurve, d. i. die höchste Zahl der durch einen Punkt ihrer 
Ebene gehenden Tangenten der Curve, wird jedoch gewöhnlich als 
Classe der Plancurve bezeichnet, dem entgegen, dass die eigent- 
liche Clf^senzahl der Plancurven NuU ist, da durch einen beliebigen 
Punkt des Raumes keine Schmiegungs ebene der Cnrve hindurch- 
geht, da sie ja alle in der Ebene der Curve vereinigt sind. 

Die durch einen Punkt des Raumes gehenden Schmiegungs- 
ebenen einer durch einen Kegel dargestellten Raumcurve, d. i, die 
durch einen Punkt gehenden Tangentialebenen eines Kegels sind 
offenbar diejenigen Tangentialebenen, welche man durch die Ver- 
bin dungegerade des Punktes mit dem Kegolscheitel legen kann; 
und die eine beliebige Gerade schneidenden Tangenten einer solchen 
Curve, d. h. die Erzeugenden des Kegels, welche diese Gerade sehnei- 
den, sind offenbar Erzeugende, welche in der Ebene liegen, die den 
Scheitel mit jener Geraden verbindet. 

Unter der Olaase eines Kegeis kann somit auch verstanden 
werden die höchste Zahl seiner Tangentialebenen, welche durch eine 
seinen Scheitel enthaltende Gerade gehen. Der Rang des Kegels, 
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d. i. diu Zahl der in einer seinen Scheitel enthaltenden Ebene ge- 
legenen Erzengenden, wird jedoch gewöliulich als Ordnung dos 
Kegels bezeichnet, dem eütgegeu, dass diese Ordnung, wenn man 
den Kegel als Puuktcurve aufzufassen nicht aufhört, gleich Null zu 
setzen wäre, da ja alle Punkte dieser Cnrvo im Scheitel vereinigt 
sind und somit keiner in einer beliebigen Ebene gelegen sein wird. 



Erstes Kapitel. 

Die Curven zweiter Ordnung als Erzeugüisse 
prqjecti vi scher Strableubüsehel. 

13. Sind 7wei pirjettivische fetiahlenbuschul in einer und der- 
selben Ebene gelegen so kann man den Schnittpunkt x (Fig. 1) 
Kweicf entsprechenden Stiahlen \ X vcitols^cn w'ihrend sich diese 




Strahlen um die Scheite! s, s' der beiden Büsciiel herumdiehen. Man 
erkennt sofort, dass der Punkt x eine Linie, und zwar eine geseta- 
mässige Linie beschreiben wiid, da er ja bei seiner Bewegung an 
die Bedingung (das Gesetz) geknüpft ist, der Schnittpunkt entspre- 
chender Strahlen der beiden Büschel zu sein. Diese Curve, welche 
als Ort von x auftritt, sie heisse K, bezeichnen wir als das Erzeug- 
niss der beiden projectivischen Büschel. 
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Die beiden Scheitel s s gehoien der Cuive Ä m duun wer- 
den mit P'j Q die beiden dem gern emschaftli dien &tialilc -s = P= Q' 
entsprechenden Stiahlen bezeichnet so ist * der &i,hnitipunkt von 
Q mit Q' and s' dei hthnittj aniit von P mit P so disb jeder der 
beiden Scheitel als bchnittpnnkt zweier entsprechenden btrahlen 
einen Punkt von K darstellt. Wenn der Punkt x die Curve K be- 
schreibt, so drehen sich die beiden Strahlen sx = X, s'x = X' um 
die festen Scheitel s, »' und stellen awei durch diese Punkte hin- 
durchgehende Secanten von K dar; lässt man nun den Strahl X 
dem Strahe Q unendlich nahe riAckeu, so wird auch X' dem Strahle 
Q' unendhch nahe rücken, und es wird somit der Schnittpunkt x 
von X und X' unendlich nahe rücken zu dem Schnittpunkte s von 
Q und Q', so dass also die Grenzlage Q den Punkt s mit dem un- 
endlich nahe gerückten Punkt x vorbindet und somit die Curve K 
im Punkte s berührt. Ebenso erkennt man V als Tangente von K 
in s , wenn x auf K unendlich nahe zu s' gerückt wird (was dadurch 
erzielt wird, dass X' unendlich nahe zu P' und demgemäss X un- 
endlich nahe au P rückt), 

14. Es sei G eine beliebige Gerade in der Ebene der beiden 
Büschel und [x], (x') seien die Schnittpunkte von G mit X, X'; 
wenn x die Curve K durchläuft, so bewegen sich die zwei Punkte 
{x), (x") auf G als einander entsprechende Punkte zweier projeeti- 
vischen Punktreihen, weil die Reihe der Punltte (ic) perspeetivisch 
ist mit dem Büschel der Strahlen X, dieses projectiviseh mit dem 
Büschel der Strahlen X' und dieses perspeetivisch mit der Reihe 
der Punkte (x'). Somit sind auch die beiden Punktreihen auf G 
projectiviseh (I., Art. 37). Um sich bei ähnlichen Betrachtungen 
in der Folge kürzer fassen zu können, soll das zwischen die Sym- 
bole zweier Gebilde gesetzte Zeichen Ä ihre Projectivität und das 
geklammerte Zeichen (A) ihre Perspeetivität bezeichnen. Die Be- 
ziehungen zwischen den eben betrachteten Gebilden kann man daim 
symbolisch so darstellen : „Reihe {x) (7\) Büschel X A Büschel X' (A) 
Reihe {x")", somit auch „Reihe {x) A Reihe (a:')". 

Wenn der die Curve K besehreibende Punkt x in die Gerade 
G au liegen kommt, es geschehe dies im Punkte e, welcher als 
Schnittpunkt der Strahlen E, E erscheint, so vereinigen sich in e 
die beiden Punkte (e), (e'), so dass also jeder Schnittpunkt von K 
mit G ein Doppelpunkt der auf G auftretenden projecti vischen 
Punktreihen ist. Da umgekehrt jeder solche Doppelpunkt (e) = (e') 
zwei entsprechende sieh auf G schneidende Strahlen E, M' der beiden 
Büschel und somit einen auf (? gelegenen Punkt e der Curve liefert. 
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und da die beiden projectivischen ßeilien immer zwei reelle, oder 
»wei zuBammenfalleiide oder zwei imaginäre Doppelpunkte e, f be- 
sitzen (I., Art. 54), so erkennt man, dass die Carve K von jeder 
Öeraden ihrer Ebene in zwei Punkten getroffen wird, welche gleich- 
zeitig reell oder imaginär sind, oder aber zusammenfaUcn. Die 
Curve K ist somit von der zweiten Ordnung, 

Sind die beiden Schnittpunkte e, f reell, so wird G als eine 
eigentliche Secante und die Strecke ef als Sehne bezeichnet; sind 
e, / imaginär, so ist G eine uneigentliehe oder ideelle Secante, 
respective Sehne, und wenn e und / auf ff zusammenfallen, so er- 
scheint (? als Verbindungsgerade zweier unendlich nahen Punkte, 
d. h. als Tangente von K. Die beiden projecti vi sehen Strahlen- 
büschel bestimmen somit auf jeder Tangente ihres Erzeugnisses AT zwei 
projectivisehe Punktreihen mit zusammenfallenden Doppelpunkten. 

Da der Halbirung^pnnkt der Strecke ef der beiden Doppol- 
punkte zugleich der Halbirungspunkt der von den beiden immer 
i'eellen Gegen punkten begrenzten Strecke ist (I., Art. 54), so ist der 
Halbirungspunkt der Sehne ef immer reell, auch dann, wenn die 
Punkte e, f imaginär sind, wenn sie nur als die Schnittpunkte von 
K mit einer reellen Greraden G definirt sind. 

15. Ersetzt man die Gerade G insbesondere durch die unend- 
lich weite Gerade G„ der Ebene, so wird man in derselben Art auf 
<?« zwei durch die Büschel s, s' bestimmte projectivisehe Reihen mit 
zwei Doppelpunkten e«, /« erhalten. Unsere Curve K besitzt somit 
zwei unendlich weite Punkte, welche entweder gleichzeitig reell 
oder imaginär sind oder zusammen falten. Im ersten Falle muss sich 
die Carve in zwei von einander verschiedenen Richtungen (gegen 
e« und _f„) in das Unendliche erstrecken; im zweiten Falle besitzt 
die Curve keinen reellen Punkt in unendlicher Entfernung, und sie 
wird somit ihrer ganzen Ausdehnung nach im Endlichen liegen, 
und im dritten Falle hat man die unendlich weite Gerade (?„ als 
eine Tangente der Cui've zu betrachten, welche somit nur in einer 
einzigen Richtung ihrem Berührungspunkte mit der unendlich weiten 
Geraden zustrebt, d. h, sich nur in einer einzigen Richtung in das 
Unendliche erstrecken wird. Wir führen schon jetzt für diese drei 
Arten der Curve Ä" der Reihe nach die Namen Hyperbel, Ellipse 
und Parabel ein, und werden wir später in der Lage sein, zu be- 
weisen, dass diese Curven identisch sind mit den so benannten 
Linien der Elementargeometrie. 

16. Die Curve K ist vollkommen und unzweideutig bestimmt, 
wenn man ausser den, als Scheitel s, s auftretenden zwei Curven- 
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punkten noch beliebige drei weitere Curvenpunkte a, b, c kennt, da 
diese mit s, s verbunden drei Paare einander entsprechender Sti'ahlen 
AA', BB', CG' der beiden Büschel liefern und so die projectivische 
Bezielmng bestimmen. Werden nun nach I,, Art. 41 die beiden 
Büschel vervollständigt, so kann man beliebig viele Paare entspre- 
chender Strahlen X, X' und so beliebig viele Punkte x von K in 
linearer Weise construiren. Das Directionscentrum o der beiden pro- 
jectivischen Büschel, mit s und s' verbunden, liefert die dorn gemein- 
schaftlichen Strahle entsprechenden Strahlen Q, P', d. h. die Tan- 
genten von K in s, «'. Man erkennt sofort, dass K auch bestimmt 
ist, wenn man die vier Punkte s, s, a, h und die Tangente in einem 
der beiden ersten, z. B. in s kennt; denn dann sind die drei Strahlen- 
paare AA!, BB', QQ' gegeben. Ebenso ist K bestimmt, wenn man 
die drei Punkte s, s', a und die Tangenten Q, P' der beiden ersten 
kennt, da wieder drei Strahlenpaare AA', BB', QQ' gegeben erscheinen. 

Die Schnittpunkte e, /von ff' mit irgend einer Geraden G wird 
man nach I., Art. 64 aus den drei Paaren entsprechender Punkte 
der auf G durch die beiden Büschel s, s' bestimmten projectivischen 
Punktreihen (als deren Doppelpunkte) aufausuchen haben. Zieht 
man durch einen beliebigen Punkt p (den man zur Vereinfachung 
auch nach s oder / verlegen kann) Parallele AyA\, BiB'^, CfC\ zu 
AA', BB, CC\ so verbinden diese letzteren den Punkt p mit den 
Punkten (a„)(a'„), (6«)(5'»), (c«)(c'«), in denen die orsteren die un- 
endlich weite Gerade G^ schneiden; es werden somit die Doppel- 
strahlen S„ F, der durch die di'ei ersteren Strahlenpaare bestimmten 
Projectivität die Gerade (?« in ihren Schnittpunkten mit K treffen, 
d. h. die unendlich weiten Punkte e«, /„ von Ei, Fi sind zugleich 
die unendlich weiten Punkte von K. Es geben somit die beiden 
Strahlen £,, F,, welche nach I., Art. 57, zu construiren sind, die 
beiden Richtungen an, in denen sieh die Curve K in das Unend- 
liche erstreckt. Die Curve wird daher als Hyperbel, Ellipse oder 
Parabel zu bezeichnen sein, je nachdem Ei, F^ reell, imaginär oder 
zusammenfallend sind. 

17. Sowie der Curvenpunkt x als Schnitt der beiden entspre- 
chenden Strahlen X, X' entsteht, so entsteht auch ein beliebiger 
zweiter Punkt tj der Curve als Schnitt der entsprechenden Strahlen 
Y, ¥'; nach I., Art. 41 geht die Gerade mm, welche den Schnitt 
m von X und Y" mit dem Schnitte m' von X' und Y verbindet, 
durch das Directionscentrum o. Für das vollständige Viereck xymm' 
sind s, s' zwei Diagonaleckcn und ist der Schnittpunkt n von xy 
mit mm' die dritte Diagonalcckc. Jeder Punkt der Curve besitzt auf 
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jeder Seite einen unendlich nahen Naehbarpiinkt auf der Curve; 
denn, geht X in dem einen oder dem anderen Drehungasinne in einen 
unendlich nahen Strahl Y über, so wird die Gerade mm', welche o 
mit dem Funkte (X'Y) oder m' verbindet, eine zu ox unendlich nahe 
I^age einnehmen, so dass auch der Schnittpunkt m' dieser Geraden 
mit X unendlich nahe bei a; und daher die Gerade s'm oder Y' un- 
endlich nahe bei X' liegt. Es wird somit der Schnittpunkt y der 
beiden Strahlen y, Y', welche den Strahlen X, X' unendlich ge- 
nähert sind, unendlich nahe dem Schnittpunkte x dieser letzteren sein. 
Die Curve K verlauft Eomit im Endliehen in stetiger Weise. 

Sind n', n" die Schnittpunkte der Geraden ss mit den beiden 
Geraden mm', xy, so folgt aus dem Vierseite xyx'y', dass die Pnnkt 
paare ss, n'n" harmonisch sind (I., Art. 19); wird nun y ein zu x 
unendlich naher Punkt, oder mit anderen Worten fallt y mit a zw 
sammen, so gebt xy in die Tangento T, von x, und n" m deien 
Schnittpunkt o" mit ss' über, und da die Goiade mm mit ox identisch 
wird, so geht n' in den Schnitt o von s«' mit ox über, und wii 
haben somit (ss'o'o") = — 1. 

Um also die Tangente 2"^, irgend eines Cui venpunktei -c zu 
erhalten, schneide man ss' mit ox in o und construire zu o' den be 
züglich ss' harmonisch conjugirten Punkt o", so ist ^o" die gesuchte 
Tangente. Hieraus folgt, dass die Tangente des Punktes x^, in 
welchem die Gerade ox die Curve zum zweiten Male triift, eben- 
falls durch o" gehen musa. 

Wenn sich also eine durch o gehende Sehne xx^ um den Punkt 
dreht, so durchlauft der Schnittpunkt o" der beiden in ihren End- 
punkten an K gelegten Tangenten die Gerade ss'; zugleich erkennt 
man, dass durch Jeden auf ss' gelegenen Punkt o" nur zwei Tan- 
genten an K gelegt werden können, und dass die Verbindungsgerade 
ihrer Berührungspunkte durch o (Pol der Sehne as") gehen müsse. 

Aus der Harmonität der Punkte s, »', o' o" folgt überdies, dass 
die Tangente 1^ eines Curvenpunktes x der au xo bezüglich der 
Strahlen xs, xs' harmonisch conjugirte Strahl ist. 

18. In I., Art. 70 wurde gezeigt , dass zwei projcctivische 
Büschel auf jeder durch das Directionseentrum gehenden Geradon 
und nur auf solchen eine Punktinvolution bestimmen. Da nun x, cc, 
die Doppelpunkte der auf der Geraden xx^ durch die Büschel be- 
stimmten projectivisehen Punktreihen sind, und da diese Reihen, 
weil xXf durch o geht, eine Involution bilden, und da ferner o, o', 
als auf zwei entsprechenden Strahlen Q, Q liegend, entsprechende 
Punkte dieser Involution sind, so ist (xx^oo') ^ — 1, d. h. die durch 
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gehenden Sehnen xx, erscheinen harmonisch getrennt durch o und 
den auf ss' gelegenen Punkt o'; oder: die zii o in Bezug auf die 
Endpunktepaare xx, der durch o gehenden Sehnen liarmoniscli con- 
jugii'ten Punkte o' erfüllen die Gerade ss'. 

19. Es seien e, f, x, y irgend vier Punkte von K, welche der 
Reihe nach als Schnitte der Paai'e entsprechender Strahlen EE', FF', 
XX-, YY- entstanden sind, so dass also {EFXY) = {E'FX'Y'). 
Schneiden wir die Gerade ey mit den vier ersten Strahlen, so er- 
geben sich vier Punkte e, i>, % y so, dass (e?5^) = {EFXY), und 
wenn die vier acccntuirten Strahlen mit der Geraden xy zum Schnitt 
gebracht werden, so entstehen die vier Punkte s, ^', x, y so, dass 
{zi^'xy) = {E'F'X'Y'), und es ist somit {e<s/'%y) = {^'f'^y), und daher 
müssen die Geraden es.' oder E', <(<f' und ^ oder X durch einen und 
denselben Punkt ^j" hindurchgehen, oder mit anderen Worten: der 
Schnittpunkt <f" von E' und X liegt auf der Verbindungegeraden S 
der beiden Punkte * und f'. 

Hält man die Punkte «, / und y fest, lässt hingegen x die 
Cui-ve K durchlaufen, so beschreiben die Strahlen X, X' die beiden 
projecti vis eben Büschel s, s', der Punkt ^j" beschreibt auf E' eine 
mit dem Büschel s perspactivische Reihe, und da sich die Gerade 2 
um den festen Schnittpunkt f von ey und F dreht, so beschreiben 
die Punkte tp" und f' auf E', respective F' zwei perspcctiviecbe 
Punktreihen ; endlich dreht sich der Strahl yx um den festen Punkt 
y und beschreibt ein Büschel, welches perspectivisch ist mit der 
airf F' von f' beschriebenen Reihe. Es ist somit das Strahlenbüschel, 
welches yx beschreibt, perspectivisch mit der Reihe, welche <p' auf 
F beschreibt, diese ist perspectivisch mit der Reihe, welche f" auf 
E' beschreibt, und diese ist perspectivisch mit dem Büschel, welches 
der Strahl X besehreibt; es ist somit das Strahlenbüschel, welches 
man erhält, wenn man die einzelnen Punkte x von K mit irgend 
einem Punkte y von K verbindet, projectivisch mit dem Büschel 
der Strahlen sx oder X und somit auch projectivisch mit dem Büschel 
der Strahlen s'x oder X'. Wenn man also dieselben Punkte x von 
E einmal aus dem festen Punkte y und einmal aus einem zweiten 
festen Curvenpunkte z projicirt, so erhält man zwei Strahlen yx, sx, 
welche, wenn x die Curve beschreibt, um y und s sich drehend, 
als einander entsprechende Strahlen zwei projectivische Strahlen- 
büschel beschreiben werden; denn jedes dieser Strahlenbüschel ist 
projectivisch mit dem Strahlenbüschel, welches der Strahl sx (oder 
s'a;) beschreibt, und daher sind sie auch gegenseitig in projecti vi scher 
Beziehung. Es werden also die sämmtliclien Punkte x von K aus 
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irgend zwei beliebigen unter ilinun y, z durch einander entsprechende 
Strahlen yx, zx zweier projectivischer Büschel projicirt, so dass die 
Curve K auch als Erzeugnisa dieser beiden neuen projectivischen 
Büsche! betrachtet werden kann. Die beiden Scheitel s, s der ur- 
sprünglich die Cnrve erzeugenden Büschel erscheinen dadurch allen 
übrigen Curvenpunkten gleichgestellt, da man sie durch irgend zwei 
andere y, z ersetzen kann. Das Resultat der durchgeführten Betrach- 
tungen kann man in folgende Form bringen: 

„Enisprecliende Strahl&ii zweier projectivischen m derselben Ebene 
gelegenen Sbrahlevhüschel schneiden ddi in Punkten einet- Curve zweiter 
Ordmmg, welche dwrch die beiden Scheitel hindterchg^t vnd in denselben 
die dem grnidnschafÜickeii Strahle entsprech&nd&n Strahlen zu Tangenten 
hat. Dieselbe Curve kann man auf un&ndMch viele Arten dwck zwei 
aiidei'e projecUvische Bilschel erzeugen; man kann zu dem Bekiife irgend 
zwei Punkte det- Curve zu Scheiteln wählen wid hat dann je zwei in 
einem Punkte der Curve sich scJineidende Strahlen als einander ent- 
sprediende zu betrachten." 

20. Aber auch umgekehrt gilt der Satz; 

„Jede ebene Curve zweiter Ordnung kann auf un&ndlich viele 
Arten als das Erzeugnies zweier projectivischen Strahlenbiischel betrach- 
tet werden, wenn man deren ScJteitel in zwei beliebige Punkte der Curve 
verlegt tiiid je zwei sidi in einem Curvenpimkte schneidende Straldan 
ah einander entsprechende betrachtet." 

Sind nämlich s, s irgend zwei einer Curve zweiter Ordnung 
K angehörige feste Punkte und X, X' ihre zwei Verbindunga- 
strahlen mit einem variablen Punkte x von K, so folgt, wenn man 
X, X' als zwei einandei' entsprechende Strahlen der Büschel s, s' be- 
trachtet, aus der Delinition einer Curve zweiter Ordnung sofort die 
Eindeutigkeit der Beziehung, d. h. die Projectivität der beiden 
Büschel {I, Art. 94), als deren Erzeugniss dann AT auftritt. In der 
Tliat wird jeder durch s gelegte Strahl X die Curve ausser in s 
noch in einem einzigen weiteren Punkte x schneiden, welcher, mit 
»verbunden, den einzigen dem Jf entsprechenden Strahl X' liefert; 
und umgekehrt entspricht jedem X' ein einziges X. Lässt man x auf 
iT unendlich nahe zu s, respeetive s' rücken, so zeigt eine einfache 
Ueberlegung, dass dem gemeinsehaftliehen Strahle ss' die in den 
Scheiteln s, respeetive «' an .ff gelegten Tangenten entsprechen. 

21. Man kann von einer Curve zweiter Ordnung Ä verlangen, 
dass sie durch einen beliebig gewählten Punkt hindurchgehe, und 
kann diesen Punkt als den Scheitel des einen Büschels s betrachten; 
ebenso kann ein zweiter beliebig gewählter Punkt, durch welchen K 
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hindurchgehen soll, als Scheitel des anderen Büschels s' angesehen 
werden. Nachdem nun jeder weitere Punkt, durch welchen ff hin- 
durchgehen soll, mit s und s' verbunden, zwei entsprechende Strahlen 
der beiden Büschel and somit auch die Ebene der Curve bestimmt, 
und nachdem andererseits durch drei Paare entsprechender Strahlen 
die projectivische Beziehung und somit dann auch die Curve K 
festgelegt erscheint, so wird man ausser s, s' noch drei weitere mit 
s, s' in einer Ebene liegende Punkte beliebig wählen und von K ver- 
langen können, dass sie durch die sämratlichen fünf Punkte hin- 
durchgehe; dann wird aber K vollkommen und unzweideutig be- 
stimmt sein: 

„Dii/i'cli fünf heliebig in einer Ehetm geicäMte Punkte lässt sich 
mte Curve ztodter Ordnung legen, loehhe durch diese Punkte tmdt ein- 
deutig hesUmmt ist. Zicei Owrw.n zioeiter (h-dnung, welche fünf Punlcte 
g0n)Mnschaftlich haben, sind somit identisch, fallen Punkt für Punkt 
susammen." 

Wählt man unter den fünf Punkten irgend zwei als die Seheitel 
s, s' der beiden projectivischen Büschel, so liefern die drei übrigen 
Punkte a, b, c mit s, s' verbunden drei Paare entsprechender Strahlen 
ÄA', BB', CC der beiden projectivischen Büschel, durch deren Ver- 
vollständigung die Curve in linearer Weise als Ort der Schnitt- 
punkte entsprechender Strahlen construirt werden kann. Wären 
vier Punkte s, a, a, b und in einem derselben, etwa in s, die Tangente 
Q der Cur've gegeben, so hat man, wenn as' mit Q' bezeichnet 
wird, wieder drei Paare entsprechender Strahlen, AA', BB', QQ ge- 
geben, und können somit die beiden projectivischen Büsche! ver- 
vollständigt und dadurch auch die Curve zweiter Ordnung construirt 
werden, welche durch s, s, a, h hindurchgeht und in s die Ge- 
rade Q berührt. Endlich erscheint die Projectivität der beiden 
Büschel s, s' und dadurch auch die Curve gegeben, wenn man drei 
Punkte s, s', a kennt, durch welche die Curve hindurchgehen soll, 
und ausserdem ihre Tangenten Q, P' in zwei von diesen Punkten, 
etwa in s und s'; denn, wird die Gerade sa' mit Q' und P bezeichnet, 
so hat man wieder drei Strahlenpaare ÄÄ', PP', QQ' der beiden pro- 
jectivischen Büschel s, s', welche die Curve erzeugen. 

Man wird ferner in allen diesen Fällen in der früher ange- 
deuteten Weise die beiden Schnittpunkte der Curve mit irgend einer 
beliebigen Geraden als Doppelpunkte projectivischer Punktreihen 
construiren, und wird insbesondere die beiden unendlich weiten 
Punkte der Curve, respective die beiden Richtungen auffinden 
können, in denen sich die Curve (falls sie reell sind) in das Unend- 
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liehe erstrfickt. Durch diese letztere Conetruction wird entschieden, 
ob die Curve als eine Hyperbel, Ellipse oder Fartibel zu bezeieli- 
nen ist. (Vergl. Art. 15.) Dadurch erscheinen die Aufgaben gelöst: 

„Di& durch fönf beliebig in mier Ebene gewählte Punkte hin- 
durchgehende Cu/fve zweiter Ordnung ist sit eonstruiren," 

„Es ist die Ourve zweiter Ordnung zu constrmren, icelche durch 
vier gegebme Fkmkte geht und in einem von ihnen eine gegebene Gerade 
herührt." 

„Es ist die Cwve zweiter Ortung zu eonstruiren, welche d%i/rch 
drei gegebene Renkte geht und in zwei von Urnen je eine gegebene Gerade 
b&rukrt." 

„Es sind die beiden Schnittpunkte einer durch fünf gegebene 
Punkte hindurchgehenden Curve zioeiter Ordnung mit einer beliebigen 
Geraden zu eonstruiren." 

„Es sind die beiden unendlich toeiten Pwnkte einer durcJi fünf 
Paukte bestimmten Curve zweiter Ordnung aufzufinden." 

Während die ersten drei Aufgaben mittelst eines Lineals allein 
gelöst werden können, indem das Ziehen von Geraden hinreicht, um 
beliebig viele Punkte der Curve zu eonstruiren, sind die beiden 
letzten Aufgaben (von denen die zweite nur als besonderer Fall der 
vorlotaten anzusehen ist) quadratisch, da man ku ihrer Lösung 
eines Kreises bedarf. 

Wenn jedoch von den zwei Schnittpunkten einer Geraden mit 
der Curve Ä" der eine gegeben ist, so kann der zweite in linearer 
Weise construirt werden, indem man den bekannten Schnittpunkt 
als Scheitel des einen der beiden Strahlen büschel, die Gerade als 
Strahl dieses Büschels betrachtet, und im zweiten Büschel den ent- 
sprechenden aufsucht, welcher die Gerade in dem fraglichen zweiten 
Schnittpunkte treffen wird. Die Aufgabe: „Man soll den sioetten 
Sahnittfuiikt einer dwrch fünf gegeben^e Pwnkte hindwchgehenden Cwve 
ziDeif.er Ordnung mit einer durdi einen der gegebenen Punkte hindurch- 
gelegten Geraden jmden", ist somit im Vorhergehenden auf lineare 
Weise gelöst, und ist daher ebenfalls eine Aufgabe des ersten 
Grades (linear). 

Nachdem man irgend zwei unter den fünf eine Curve zweiter 
Ordnung bestimmenden Punkten zu Scheiteln ss der beiden projec- 
tivischen Büschel machen kann, und nachdem die Verbinduiigs- 
geraden des Directionscentrums o mit s, s' die Curventangenten sind, 
welche die Cui've in s, reapective s' berühren, so ist in den vorher- 
gehenden Betrachtungen die lineare I-ösimg der Aufgabe enthalten : 



y Google 



Die CTirren zweiter Ordnung nls Eiaougnisse projciltivisoboi- Sti;.lilcnl)üscliel. 31 

„In emem der fönf eine Cwrve zweiter Ordnung hestimm&ndmi 
Bmikte die Tangente der Cwrve zu, constrw.ren." 

Man wird den betreffenden Punkt zum Scheitel des einen der 
projeetiyischeo Büacliel zu machen haben und ihn mit dem Direc- 
tionseentrum verbinden, 

22. Wir haben erkannt, dass die beiden ursprünglichen 
Büschelscheitel s, s' durch zwei beliebige andere Punkte der Ourve 
ersetzt werden können, so dass also die in Art. 18 betrachtete Sehne 
aa' als eine beliebige Curvensohne angeschen werden kann. Hieraus 
folgt mit Rücksicht auf Art. 17 dass durch einen beliebigen Punkt 
o" der Ebene, wenn sich durch ihn überhaupt Tangenten an die 
Curye zweiter Ordnung legen lassen, zwei, und nur zwei solche 
Tangenten hindurchgehen werden. Denn vorbindet man o" mit irgend 
einem Curvenpunkte s, so wird die Gerade o"s die Curve zum 
zweiten Male in einem Punkte s' schneiden, und nun müssen die 
Berührungspunkte der durch o" gehenden Tangenten auf einer 
durch den Pol o der Sehne ss' hindurchgehenden Geraden liegen, 
so dass ihre Zahl gleich zwei ist. Wir werden später sehen, dass 
die Curve zweiter Ordnung in der That von der zweiten Claaso ist. 

Wenn man den Schnittpunkt o der in den Endpunkten einer 
Sehne ss' an die Curve gelegten Tangenten als den Po! der Sehne 
und diese umgekehrt als die Polare von o bezeichnet, so hat man 
nach Art. 17 die allgemein gütigen Sätze: 

„ Wenn eine Sehne xx^ dv/rck den Pol o einer zweiten Sehne ss 
hindurchgeht, so geht diese zweite Sehne ss' «mcÄ dwrck den Pol o" der 
ersten Sehiie xx^." 

Oder: 

„ Wenn eine durch den Pol o einer siceiten Sekiie ss' hilldurch- 
gehende Sehne xXf sich um diesen Ptmkt o dreht, so iesdtreibt ihr Pol o" 
jene zweite Sehie ss'." 

Ebenso folgt aus Art. 18: 

„Jede (MrcÄ den Pol o einer Sehne ss' hindv/rdigehende Sehne wx, 
erscheint dv/rch den Pol o und. ihren Schnittpunkt o' mit ss' hminmiisch 
getrennt, d. h. es ist (axc,oo') = — 1." 

Oder: 

„Jeder Punkt o' einer Sehne ss' erscheint durch die Curve vom Pole 
o der Sehne harmonisch getrennt." 

Oder: 

„Jede Sehne ss' erscheint ah der Ort der Pimktn o' , welche von 
dem Pole o der Sehne auf den durch o geltenden Sehnen xx^ durch deren 
Endpunkt/paare harmonisch getrennt erscheinen." 
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Irgend vier durch o hindurchgehende Sehnen ast,, (Fig. 1) 
schneiden ss' in vier Punkten o', welche dasselbe Doppelverhältniss 
wie jene Sehnen besitzen; das Doppelverhältniss der vier Punkte o' 
ist jedoch gleich dem Doppelverhältnisse der vier enteprechenden 
Punkte»", welche alsPole jener vier Sehnen 3!^,, auftreten. Denn weil 
o' der Schnittpunkt der durch o" gehenden Sehne ss' mit der Polare 
von o"ist, so ist {ss' o o") = — 1, und somit entsprechen den Punkten 
o' involutorisch die Punkte o" und zwar in jener Involution, welche 
8 und s' zu Doppelpunkten besitzt. Somit gilt der Satz: 

„Das DoppelverhiUtiiiss von trg&nd vier durch den Pol o einer be- 
liebigen Seime sd hindurchgehenden Sehnen xxy ist gleich dem Doppel- 
verhältmss ihrer vi^r auf jener Sehne ss' gelegenen Pole o" ." 

Rückt der Punkt s' auf der Curve unendlich nahe zum Punkt 
s, so wird die Länge der Sehne ss unendlich klein, die Gerade ss 
wird zur Tangente der Curve im Punkte o und zugleich rückt die 
Tangente von s' unendlich nahe zur Tangente voji s, so dass der 
Schnittpunkt o dieser beiden unendlich nahen Tangenten unendlich 
nahe zum Punkte s ruckt. Hieraus folgt; 

„Der Pol einer Curventangente (wenn man sie als Sehne von ver- 
schtoindender Länge bet^-aehtet) ist der zitgeliörige BerUhrungspuiiJct." 

23. Unter den eine Curve zweiter Ordnung bestimmenden 
fünf Punkten können auch unendlich weite vorkommen, und bleibt 
die in Art. 21 angeführte Construction weiterer CuiTcnpunkte und 
deren Tangenten unverändert. 

Werden in der Ebene beliebige vier Punkte und eine Gerade 
G gewählt, so kann mau nach jener Curve zweiter Ordnung fragen, 
welche durch jene vier Punkte und durch den unendlich weiten 
Punkt von (? hindurchgeht. Nennt man die vier crsteren Punkte 
s, s', a, b und bezeichnet man den unendlich weiten Punkt von G mit 
c«,, so worden die Strahlen C, C die durch s, respective s' zu G ge- 
zogenen Parallelen sein. Bewegt sich ein Punkt auf der Curve 
gegen den unendHch weiten Punkt c«, so wird seine Tangente einer 
gewissen Grenzlage zustreben, welche man als die Tangente dieses 
unendlich weiten Punktes c« anzusehen hat. Eine solche Tangente, 
deren Berührungspunkt in uuendJicher Entfernung liegt, wird als 
eine Asymptote der Curve bezeichnet. Da die Curve zwei reelle, 
imaginäre oder zusammenfallende unendlich weite Punkte besitzt, 
„so hat eine Curve sweiter Ordnwig stcei reelle Asymptoten (Hyperbel), 
oder keine reelle Asymptote (aaim imaginäre Asymptoteti, Ellipse), oder 
die bdden Asymptoten faUen in der v/nendlich loeiten Geraden ztisam- 
men, w&im diese eine Tangente der Curve ist (Parabel)." 
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Die Tangente von d,, d. i. also eine Asymptote von K, wird 
man wie im allgemeinen Falle erhalten, indem man au dem Punkte 
0, in welchem ss' von oc^, d, h. von der durch o zu ff Parallelen 
geschnitten wird, den bezüglich s, s harmoniaeh conjugirten Punkt o" 
aufsucht und mit c« verbindet; es ist also die durch o" zu G parallel 
gezogene Gerade die Asymptote, welche K in Ca, berührt. 

24. Man kann auch deif einen der beiden Scheitel in den un- 
endlich weiten Punkt verlegen. Bezeichnet man die vier im Endlichen 
liegenden Paukte mit a, b, c, s und den unendlich weiten Punkt von 
G mit «'„, so werden die Strahlen A', B', C" die durch a, b, c zu G 
parallel gezogenen Geraden sein, und da die Geraden os, os die Curve 
in s, rcspective s berühren, so ist die durch o za G parallel gezo- 
gene Gerade die Asymptote von K, welche in s'» die Curve berührt. 

Durch die Gerade G ist die eine Richtung (Asymptotenrich- 
tung) angegeben, in welche)' sich die Curve in das Unendliche er- 
streckt, und man kann sofort die zweite Asymptotenrichtung coo- 
Btruiren, wenn man sich die Frage nach dem zweiten unendlich 
weiten Punkt der Curve stellt. Dieser Punkt, er heisse m«, ist der 
zweite Schnittpunkt der Curve mit der unendlich weiten Geraden 
U'a,, welche einen Strahl des Parallelstrahlenbüschels s'» darstellt. 
Man hat also nur den Strahl U des Büschels s zu construiren, wel- 
cher projectivisch dem Strahle C/'« entspricht, so ist m«, der un- 
endlich weite Punkt von Z7, und somit gibt U die zweite Asym- 
ptotenrichtung an. Aus der allgemeinen Construction der Tangente 
irgend eines Cnrvenpunktes folgt sofort, dass die Tangente in w», 
d. h. die zweite Asymptote der Curve, jene zu U parallel gezogene 
Gerade ist, welche, auf entgegengesetzter Seite von U liegend, von 
U dieselbe Entfernung hat wie der Punkt o. 

Es erseheint somit die Aufgabe gelöst: 

„Us ist ehm Curve zweiter Ordmmg (Hyperbel) zu construiren, 
welche dvirch vier Pum&te geht und eine gegebene Asymptot&nriektwig 
hedtet. Weiter sind eu coiwtruiren: Die zweite Äsymjitotenrichtimg, so- 
tde die beiden Asymptoten selbst. " 

Der Schnittpunkt der beiden Asynaptoten ist der Pol der un- 
endlich weiten Sehne s'^ u^, und es wird somit jede durch ihn 
gehende Sehne xxi in ihm halbirt erscheinen, weil er bezüglich xxj 
harmonisch eonjugirt ist zu dem auf s'» m», also in unendlicher 
Entfernung liegenden Punkt. 

„Der Schnittpunkt der beiden Asymptoten halbirt somit jede durch 
ihi gehende Cu/rvenselme. Er wird avs diesem Grunde der MittelpuiJct 
der Cwrve genannt." 
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Dio vier Punkte in der letzten Aufgabe können ersetzt wer- 
den durch drei Punkte, wenn man auch noch die Tangenten eines 
derselben kennt, oder durch zwei Punkte, wenn deren Tangenten 
ebenfalls gegeben sind, 

25. „Soll eine Curve zweiter Ordnung construirt werden, welclie 
dtirck drei gegebene Punkte kindwckgeken und za zwei gegebenen Ge- 
raden G, G' parallele Asymptoten besitzen soll", so wird man entweder 
zwei von den drei Punkten als s, s', den dritten als a und die un- 
endlich weiten Pimkte von (?, (?' als b, c betrachten und erhält wieder 
drei Strahlenpaare ÄA, BB', CG' für die projectivischen Büschel, 
wobei ^|j^'||G und £||ß'||G' ist; oder aber man vertauscht s nait 
a und wird ein Pai'allelstrahlenbüsehel erhalten, oder endlich, man 
wählt die unendlich weiten Punkte von G, G' au Scheiteln s, a' der 
beiden projectivischen Büschel, welche Parallelstrahlenbüschel wer- 
den, und zieht durch die drei Punkte a, Ä, c die Strahlen A, B, C 
parallel au Cr und A', B', C" parallel au G'. Hier ist das Directionscen- 
trum 0, d. h. der Schnittpunkt der Geraden (AB') (A'B), (AC) {Ä'C), 
{BC) (B'C) (I., Art. 41) der Mittelpunkt der Cui-ve , da die 
durch zu (? und (?' gezogenen Parallelen in s, s' die Curve be- 
rühren und somit Asymptoten der Curve sind. Die drei im End- 
lichen liegenden Punkte können ersetzt werden durch zwei Punkte, 
wenn auch noch die Tangente eines derselben gegeben ist, oder 
durch zwei Punkte, wenn jedoch eine der Asymptoten nicht nur 
der Richtung, sondern auch ihrer Lage nach gegeben ist, oder 
durch eine Asymptote und einen Punkt nebst dessen Tangente, 
oder endlieh kann die Aufgabe ge- 
stellt werden: 

26. „-Es ist eine Cwrve zweiter 
Ordnung zu construiren, welche zwei 
gegebene gerade Linien P" Q zu 
Asymptoten hat (d. h. jede derselben 
in unendlicher Entfernung heriikrt) 
und duavh einen gegebenen Pmikt x 
kindwchgeht" (Fig, 2). 

Betrachtet man die unendlich 
weiten Punkte s«,, s'« von Q, P' 
als Scheitel der beiden Strahlen- 
büsche], so ist der Schnittpunkt o 
von Q und P" das Directionscentrum 
und die durch x zu Q, respective P' parallel gezogenen Strahlen 
X, X' sind einander entsprechende Strahlen. Zu einem beliebigen 
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ZU Q parallelen Strahle Y erhält man den entsprechenden Y', wenn 
man den Selinittpunkt m von Y und X' mit o verbindet, om mit 
X in m zam Durchschnitte bringt und durch n zu P' die Parallele 
Y' zieht; Y und Y' schneiden sich in einem neuen Punkte y der 
Curve. Man wird somit beliebig viele Punkte y der Curve erhalten, 
wenn man X, X' mit den durch o gehenden Strahlen in m,, re- 
spective n schneidet und durch diese Punkte die Strahlen Y', re- 
spective Y zu P', Q parallel zieht und zum Durchschnitte in y bringt. 
Sind m', m" die Schnittpunkte von P" mit X und Y und n, ii" die 
Schnittpunkte von Q mit X' und Y' und %, t] die Schnittpunkte von 
xy mit Q und P', so folgt aus der Winkel gleichheit und da xn' := mo, 
yra"^7i" 0, dass Av) i/ m"^Am'n"o S a;?ji', so dass also vj ^ = ic § 
ist, und die zwei Strecken xy, ^15 haben somit einen gemeinschaft- 
lichen Halbirungspunkt. Da Xj y zwei beliebige Punkte der Curve 
sind, so gilt der Satz: 

„Der Mittelpunkt irgend einer Saline xy üt zugleich der Mittel- 
punkt jener Strecke S,fi, welche dwch die leiden Asymptoten auf der Ge- 
raden xy abgeschnitten erscheint." 

Geht die Sehne xy durch den Punkt 0, so vereinigt dieser 
Punkt 5 mit v] und wir erhalten wieder den Satz, dass der Mittel- 
punkt alle durch ihn gehenden Sehnen halbirt. Wird dagegen die 
Gerade xy eine Tangente, so fallen die Punkte x, y in ihrem Be- 
rührungspunkte zusammen, so dass derselbe auch der Halbirungs- 
punkt von |ii sein wird, d. h. : 

„Die Strecke, welche auf einer Tangente dwrch die beiden Asym- 
ptoten abgeschnitten wird, erscheint dwch den BcrvArungspmikt der Tan- 
gente halbirt." 

Der vorletzte Satz liefert' eine auf Streckenabtragungen be- 
ruhende Coostruetion der Curve, wenn ihre Asymptoten und ein Punkt 
X der Curve bekannt sind. Man bat nach diesem Satze durch x 
beliebige Gerade zu ziehen, welche die Asymptoten in |, v; schnei- 
den mögen, und hat auf diesen Geraden die Punkte y so zu be- 
stimmen, dass ^x = yrj wird, wodurch man einzelne und beliebig 
viele Punkte y der Cui-ye erhalten kann. 

Aus der Aehnlichkeit der Dreiecke £\ n n", /^o m n folgt 

n" o n' , o n" o n .^ . ^ r. 7, , -. ,-, > , 

—r, — = -7 - oder ; = ;;, somit ist o m . n =: m. o n. iJenkt 

n n n m m. m 

man sich die beiden Asymptoten als Coordinatenason, so sind 

om" ^ u, on" = V die Parallelcoordinaten des variablen Curven- 

punktes y, und es ist nach der entwickelten Relation u.v =: con- 

stant, die Gleichung der Curve in diesem Coordinatensysteme. Die 
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Tangente des Punktes y bestimmt s.vl den beiden Asymptoten, vom 
Mittelpunltte o aus gerechnet, zwei Äbselinitte U, Fj und da y der 
Ilalbirungspunkt der zwischen den Asymptoten enthaltenen Strecke 
der Tangente ist, so wird U = 2u, V^ 2v sein, und da nun das 
Product u.v constant ist, so wird auch das Product D". Ffur alle 
Curventangenten einen constanten Werth besitzen. (Potenz der Hy- 
perbel.) Wenn man das halbe Product f/.Fmit dem Sinus des von 
den Asymptoten eingeschlossenen Winkels multiplicirt, erhält man 
den Flächeninhalt des von den Asymptoten und der Tangente ge- 
bildeten Dreiseits, d. h. 

„Der Fläckeniiikalt des von den Asymptoten imd eimr variablen 
Owrventangente gebildeten Drdseits ist constant." 

Da^ Product aus u .v in denselben Sinus ist der Flächen- 
inhalt des Parallelogramm es o ni'y n", d. h. : 

„Der Flächeninhalt des ParaUelogrammes, welches von den Asym- 
ptoten und den sa Urnen dwch einen variablen Cv/rvenpunkt gezogenen 
Parallelen gebildet wird, ist co^ista/at." 

27. „Soll eine OiM-ve ziceiter Ordmtng construirt werden, welche 
durch d/rei gegebene Punkte Mndtt/rchgeht vmd die tmendlich weite Ge- 
rade in einem gegebenen Punkte &e)Är(" (Parabel), so wird der letzte 
Punkt s'k als der unendlich weite Punkt einer gegebenen Geraden 
G bestimmt erscheinen. Wählt man unter den drei ersten Punkten 
den Scheitel s beliebig, so liefern die beiden anderen a, h mit s 
verbunden zwei Strahlen A, B, denen in dem Parallelstrah lenbüechel 
s'« die durch diese Punkte «, 5 zu G gezogenen Parallelen Ä', B' 
entsprechen. Dem gemeinsamen Strahle «sV (]| (?) entspricht die 
Tangente von s'«, d. h. die unendlich weite Gerade, welche somit 
das Directionscentrum enthalten muss; dieses Centrum ist daher der 
unendlich weite Punkt der Geraden, welche den Schnittpunkt von 
A und ß' mit jenem von A' und B verbindet; u. s. w. 

28. Wir haben die Curve zweiter Ordnung als den Ort eines 
Punktes kennen gelernt, welcher zwei entsprechenden Strahlen 
zweier projeeti vi sehen Büschel gemeinschaftlich ist ; erkannten, dass 
eine solche Curve durch fünf beliebige unter ihren Punkten voll- 
kommen und unzweideutig bestimmt ist, und konnten eine Methode 
zur Construction der durch fünf Punkte einer Ebene bestimmten 
Curve entwickeln. 

Wählt man von den fünf die Curve bestimmenden Punkten 
drei, etwa a, b, c, als auf einer und derselben Geraden liegend, und 
verlegt die Scheitel s, s'der beiden die Curve erzeugenden Büschel 
in die beiden anderen Punkte, so werden die beiden Büschel per- 
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spGctiviaeh sein, da sich drei Paare entsprechender Strahlen in drei 
Punkten {a, h, c) einer Geraden schneiden {I., Art. 36.). 

Jeder Punkt x dieser Geraden mit s und s' verbunden liefert 
ein Paar entsprechender Strahlen und erscheint somit als deren 
Schnittpunkt, d. h. als ein Punkt der durch a, h, c, s, s' bestimmten 
Cürve zweiter Ordnung. Da sich der den beiden Büscheln gemein- 
schaftliche Strahl SS selbst entspricht, d. h. zwei entsprechende 
Strahlen in sich vereinigt, so ist jeder auf ss' gelegene Punkt diesen 
beiden entsprechenden Strahlen gemeinschaftlich und muss somit 
als der Curve angehörig betrachtet werden. Man gelangt zu dem- 
selben Resultate, wenn man die beiden Scheitel s, s in zwei von 
den drei in gerader Linie gelegenen Punkten verlegt und die übri- 
gen drei als a, h, c betrachtet, wobei etwa c auch auf der Geraden 
ss' liegen möge. Die beiden Büschel sind hier wieder perspectivisch, 
weil die zwei einander entsprechenden Strahlen sc, s'c zusammen- 
faüen; es ist somit ah die Perspectivitätsaxe, deren sämmtliche 
Punkte als Schnitte entsprechender Strahlen, d. h. als Punkte der 
durch s, s', a, i, c bestimmten Curve zweiter Ordnung auftreten. 
Die der Curve angehörigen Punkte vertheilen sich somit auf zwei 
Gerade: diejenige, welche drei von den fünf Punkten enthält, und die 
Verbindungsgerade der beiden übrigen. In der That stellen zwei 
Gerade, in einer Ebene liegend, zusammen als Oi-t aufgefasst, 
eine Curve zweiter Ordnung dar, da dieser Ort mit einer beliebigen 
Geraden zwei Punkte gemeinsam hat, nflmlich ihre Schnittpunkte 
mit den beiden den Ort darstellenden Geraden. Eine solche durch 
ein Geradenpaar dargestellte Curve zweiter Ordnung wird als 
eine uneigentiiche oder zerfallende oder degenerirte Curve 
zweiter Ordnung bezeichnet. Der Schnittpunkt der beiden Geraden 
wird als der Doppelpunkt dieser Curve bezeichnet; die beiden 
Schnittpankte der Curve mit einer durch ihn gehenden Geraden 
sind in ihm vereinigt. 

Durch diese Betrachtungen ist zugleich der wichtige Satz be- 
wiesen: 

„Ehm Gerade, welche mit einer Curve zweiter Ordnung drei Punkte 
gemmiscJiafÜich hat, hat alle lAre Puiikte mit der Oim-oe gemeinschaft- 
lich, indem sie einen. Bestandtfteil derselben bildet. Der andere Be- 
standtheil wird durch eine zweite Gerade dargestellt." 

Zwei parallele Gerade stellen eine Curve zweiter Ordnung mit 
unendlich weitem Doppelpunkte vor. 

Aus Obigem geht weiter hervor, dass eiiie Curve zweiter 
Ordnung durch fünf Punkte, von denen vier in einer Geraden 
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liegen, nicht bestimmt ist, da naan jene Gerade mit einer beliebigen 
sie schneidenden, durch den fünften Punkt gehenden Geraden zu- 
sammen als eine durch die fünf Punkte gehende Carve zu be- 
trachten hat. 

Ebenso ist durch fünf in gerader Linie gelegene Punkte eine 
Curve zweiter Ordnung nicht bestimmt, da diese Gerade mit jeder 
anderen sie sehneidenden Geraden eine solche Carve darstellt. 
Werden solche Geraden, welche von einer Curve zweiter Ordnung 
in zwei unendlich nahen Punkten geschnitten erscheinen, als Tangen- 
ten der Cui-vc definirt, so hat man bei einer degenerirten Curve 
die sämmtlichen in ihrer Ebene durch den Doppelpunkt gezogenen 
Geraden als deren Tangenten zu betrachten. Endlich können die 
beiden eine zerfallende Curve zweiter Ordnung darstellenden Gera- 
den zusammenfallen, und die Curve wird von einer Doppelgeraden 
repräsentirt; jeder Punkt dieser Doppelgeraden ist als den beiden in 
ihr zusammenfallenden die Curve bildenden Geraden gemeinschaft- 
lich, als Doppelpunkt der Curve au betrachten, und kann man 
in diesem Falle in gewisser Hinsicht jede in der Ebene der Curve 
gezogene Gerade als Tangente derselben betrachten. 



Zweites Kapitel. 

Das eingeschriebene einfache Sechseck 

29. „In jedem einer Om-ve zweiter Ordnmig eingesdiriebenen eiiv- 
fachen Sechsecke (d. k. in einem einfachen Sechsecke, dessen secÄs Ecken 
Punkte einer Ctii-oe zioeUer Ordnuiig sind) s<^i}siden sich die drei Paare 
von Gegenseiten in d/rei Punkten, welche in einer v/nd dersdhen Geraden 
liegen." 

Dieser nach seinem Entdecker, Elasius Pascal, benannte 
Satz erscheint durch die an Fig. 1 geknüpften Betrachtungen er- 
wiesen. Sind nämlich 1, 2, 3, 4, 5, 6 irgend sechs einer und der- 
selben Curve zweiter Ordnung angehörige Punkte, welche durch 
die sechs ersten (arabischen) Ziffern in derselben Ordnung bezeich- 
net wurden, in welcher sie aufeinanderfolgend verbunden die sechs 
Seiten 12, 23, 34, 45, 56, 61 des eingeschriebenen Sechseckes hefern, 
ao bezeichnet man je zwei Seiten, welche beiderseits durch je zwei 
andere getrennt erscheinen, als zwei Gegenseiten; es sind also 
12 und 45, 23 und 56, 34 und 61. Wird nun der 
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Schnittpunkt von 12 und 45 mit HI, jener von 23 und 56 mit IV 
und endlich jener von 34 und 61 mit V bezeichnet/) so liegen nach 
dem Pascal'sehen Satze die drei Punkte HI, IV, V in einer und der- 
selben Geraden Z, welche man die Paacallinie des Sechseckes 
123456 nennt. In der That, betrachtet man die Punkte 1,2,3,4,5,6 
der Reihe nach als die Punkte s,/, s, e, y, x in Fig. 1, so werden 
die Punkte /77, IV, V der Reihe nach mit f, <f', <f" in dieser Figur 
identisch. Diese drei Punkte hegen jedoch nach den dortigen Be- 
trachtungen in einer und derselben Geraden S; und nachdem man 
in Fig. 1 die Punkte s, s, e, f, x, y als beliebige sechs Punkte einer 
Curve aweiter Ordnung ansehen kann (siehe Art. 15), so erscheint 
hiedurch der Pascal'sche Satz allgemein bewiesen. 

Es möge hier daran erinnert werden, dass dieser Satz nicht 
nur für den Kreis (I., Art. 57), sondern auch für den durch ein 
Geradenpaai- dargestellten Kegelschnitt (I., Art. 40) schon früher 
bewiesen wurde. Ebenso erkennt man, dass der Satz umkehrbar 
ist; hat nämlich ein einfaches Sechseck die Eigenschaft, dass sich 
seine drei Gegenseitenpaare in drei Punkten einer Geraden schnei- 
den, so liegen seine sechs Ecken auf einer und derselben Curve 
zweiter Ordnung. Denn aus der Annahme, dass die drei Punkte 
m (=f)j /F (r3ij>'), V (=f") in einer und derselben Geraden S 
liegen (Fig. 1), folgt die Doppeiverhältnissgleichheit der zwei vier- 
strahligen Büschel (12, 14, 15, 16) und (32, 34, 35, 36), woraus 
wieder folgt, dass die sechs Punkte 1, 2, 3, 4, 5, 6 auf einer und der- 
selben Curve zweiter Ordnung liegen (Art. 19), 

30, Durch den Pascal'sehen Satz wird die Construction der 
durch irgend fünf beliebig gegebene Punkte hindurchgehenden Curve 
aweiter Ordnung vollkommen symmetrisch, indem es nicht mehr 
nöthig ist, zwei von den fünf Punkten dadurch, dass man sie zu 
Scheiteln der projecti vis eben Büschel machen würde, vor den an- 
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dcrun in gewisser Art i 
jegebenen fünf Punkte 



Ziffern 1, 2, 3, 4, 5, 

Fig. ; 



izeichiien. Bezcicliiiut man {Fig. 3) die 
irgend einer Aufeinanderfolge mit den 



kann man jei 




büschel beschveibei 



I weiteren Punkt der Curi-e 
als die Ecke 6 des ihr 
eingeachriebenen einfachen 
Sechseckes 123456 be- 
trachten. Die Pascallinie S 
m«s3 durch den Punkt IM 
gehen, in welchem sich 12 
und 45 schneiden, und wird 
somit, während der Punkt 6 
die Curve durchlauft, um /// 
sich drehend, ein Strahlen- 
Zieht man also durch Z/7 eine beliebige Ge- 
rade 2, Bo kann dieselbe als die zu einem Punkte 6 gehörige Pa- 
scallinic betrachtet und dieser Punkt leicht aufgefunden werden. 
Es werden nämlich IV und V die Sc hnitt punkte von S mit 23, re- 
spective 34 sein, und die Geraden /F5 und Fl schneiden sieh 
in dem gesuchten Punkte 6. Solche der Curve angehörige Punkte 6 
kann man beliebig viele construiren , wenn man die Lage der 
durch in hindurchgehenden Geraden S verändert; und zwar hat 
man ein- für allemal die vier festen Geraden 12, 23, 34, 45, 
und ferner für jeden neu zu construiren den Curvenpunkt die 
drei variablen Geraden: S (durch III), IVb und Fl zu ziehen. 
Ist durch einen von den fünf die Curve bestimmenden Punkten 
eine Gerade G gezogen, und soll man ihren zweiten Schnittpunkt 
mit der Curve aufsuchen, so bezeichne man den Punkt, durch wel- 
chen die Gerade Q gezogen erscheint, etwa mit 1 und den gesuch- 
ten zweiten Schnittpunkt dieser Geraden und der Curve mit 6; so 
tritt G als 61 auf, und ihr Schnitt mit 34 ist F, welcher mit Ill-ver- 
bunden 2 liefert; diese letztere schneidet nun 23 in IV, welcher 
Punkt mit 5 verbunden eine Gerade liefert, die mit G in 6 zusam- 
mentreffen muss. 

31. Rückt der Punkt 6 auf der Curve unendlich nahe zum 
Punkte 5, so geht 56 in die Cui'ven taugen te T5 des Punktes 5 über 
und die Gerade 61 geht über in 51. Ist also 12345 irgend ein der 
Curve eingeschriebenes Fünfeck und T^ die Tangente im Punkte 5, 
so schneiden sich l2 und "45 in UI, 23 und T5 in IV und 34 mit 51 
in V, und diese drei Punkte III, IV, Fliegen auf einer Geraden S. 
Hat man also in einem der fünf die Curve bestimmenden Punkte 
die Curventangente zu construiren, so bezeichne man ihn etwa mit 
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5, bringe 12 mit 45 in ///, 3 4 mit 5 1 in F zum Durchschnitte, 
ziehe dann die Gerade S, welche III und V verbindet, bestimme 
ihren Schnitt IV mit 2 3, so ist die Gerade Tu, welche IV mit 5 
verbindet, die gesuchte Curventangente. 

Man erkennt sofort, dass man zwei Punkte der Curve, deren 
Verbindungsgerade als eine der sechs Seiten eines Pascal'schen 
Sechseckes auftreten und benütut oder conatruirt werden soll, mit 
zwei aufeinanderfolgenden unter den Ziffern 123456 zu bezeichnen 
hat, wobei auf 6 wieder 1 als folgende Ziffer anzusehen ist. 

Es möge dem Leser empfohlen sein, die in den Artikeln (21 
bis 27) mittelst projectivlscher Büschel behandelten Aufgaben auf 
Grund des Pascarechen Satzes zur Lösung zu bringen, 

32. „Ist einer Cwnje zweiter Ordnung ein Dreieck eingeschrieben, 
so schneiden seine Seiten die Tangenten der respecUven Gegenecken in 
drei Putikten ehier Geraden." 

In der That, ist a, h, c irgend ein der Curve zweiter Ordnung 
eingeschriebenes Dreieck und sind A, B, C die Tangenten in den 
Ecken desselben, und denkt man sich von den sechs Ecken eines 
Sechseckes 1 und 2 in a, 3 und 4 in &, 5 und 6 in c vereinigt, so 
sind 12, 34, 56 die Tangenten Ä, B, C, und 23, 45, Öl sind die 
Dreieckseiten he, ca, ab, welche also jene Tangenten der Reihe nach 
in den drei auf einer Geraden S gelegenen Punkten lll, IV, V 
schneiden werden. 

Hieraus ergibt sich die Construction der Tangente C eines 
Punktes c, wenn man die Tangenten A, B zweier anderer Punkte 
a, b kennt; man hat a\re A, B mit 6c, respective «c in III, Fzum 
Durchschnitte zu bringen und den Punkt c mit dem Schnittpunkte 
/F von ab und III V z\i verbinden. Werden a, b die unendlich 
weiten Punkte der Curve, so ist ab die unendlich weite Gerade 
und A, B sind die Asymptoten der Curve, und C wird parallel zur 
Diagonale des Parallelogrammes, welches die Asymptoten Ä, B zu 
Seiten und c zu einer Ecke hat. (Siehe Art. 26.) 

33. Einen besonders wichtigen, weil an Polgerungen frucht- 
baren Fall erhält man, wenn man von den sechs Ecken eines 
Paseai'schen Sechseckes zwei in einem Punkte und zwei weitere in 
einem anderen Punkte zusammenfallen lässt. 

Es sei (Fig. 4) abcd irgend ein der Curve zweiter Ordnung 
K eingeschriebenes Viereck; j», g, r seien die Diagonaleoken des- 
selben, so wie sie auf den Seiten ab, ac, ad liegen, und P, Q, R 
seien die Seiten des Diagonaldreieekes fg^r, wie sie diesen Ecken 
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dur Keihe nach gegenüberliegen. Wir denken uns von den sechs 
Ecken eines Pascarsehen Secheeckes die Eeken 1, 2 in «, 4 und 
5 in 6 vereinigt und legen 3 nach c und 6 nach d. Die Geraden 
12, 45, welche sich in III schneiden, sind die Tangenten A, B der 

Curve in a, b; 
ferner fallt IV 
nach q und V 
nach r, so dass 
die Pascallinie 
2, w eich e /77e n t- 
hält, identisch 
ist mitP. Wenn 
man also in den 
Punkten a, h, 
c,(Jan^die Tan- 
genten Ä, B, C, 

D legt (welche das dem eingeschriebenen Vierecke ah cd entspre- 
chende umschi-i ebene [oder Tangenten-] Vierseit AB CD bilden), so 
liegt der Schnittpunkt {III) zweier Tangenten {A, B) auf einer Seite 
des Diagonaldreieckes ^pqr, und zwar auf jener (P), welche der mit den 
beiden Berühiungsp unkten [a, h) in gerader Linie gelegenen Diagonal- 
ecke (p) gegenüberliegt. Aus diesem Grunde wird auch der Schnitt- 
punkt der Tangenten C, D auf P liegen, während der Schnittpunkt 
von A und C, sowie jener von B und D auf Q, und endlich der von 
A und D, sowie jener von B und C auf E gelegen sein werden. Die 
Geraden P, Q, R verbinden also je zwei Gegenecken des vollständigen 
Vierseits A, B, C, D und bilden somit das Diagonaldreiseit desselben. 
Wir gelangen so zu dem Satae: 

„Das Diagmialdrdeck eines einer Curve zweiter Ordnung einge- 
sckriehenen Viereckes ist identisch mit dem Diagonaldreiseit des zuge- 
hörigen umschriebenen Vierseits." 

34, Wenn wir uns die Curve K, auf ihr die drei Punkte a, h, c 
und somit auch deren Tangenten A, B, C fest, dagegen den Punkt 
d und somit auch dessen Tangente D aaf K variabel denken, so 
bleibt die Gerade ac, sowie der Schnitt ///von A und B fest, dagegen 
beschreibt der Strahl hd oder X ein Strahlenb lisch el mit dem Scheitel 
b, der Schnittpunkt x von D mit C beschreibt eine Punktreihe auf 
C und die Gerade P beschreibt ein Strahlenbüschel mit dem Seheitel 
III, während der Schnittpunkt q von P und X auf der festen Geraden 
ac fortrückt. Es ist somit das Büschel der Strahlen X perspectivisch 
mit dem Büschel der Strahlen P und dieses wieder perspectivisch 
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mit der Reihe der Punkte x auf C; daher ist das Büschel der 
Strahlen X projectivieeh mit der Reihe der Punkte ir. Hiedurch 
erscheint der wichtige Satz bewiesen: 

„Die sWmmÜichen Pti/nkte (d) einer Cwve zioeiter Ordnung he- 
aUmmen, mit irgend einem unter ihnen (b) verbwnd&n, ein Büschel von 
Strahlen (X), welches projecUmseh ist mit der Reihe der Punkte (m), in 
detien ihre Tangeitten irgend eine nntei' diesen Taiigenten (C) schneiden."' 

„Es ist somit das Doppelverhältniss der vier Pwnkte, in denen 
eine Tangente von vier anderen geschnitten wird, immer gleich dem 
Doppelverhältnisse der vier Strahlen, welche die Berührwngspwii&te jener 
mer Tangenten mit irgend eitiem beliebigen fünften Punkte der Cwve 
verbinden." 

Ersetzt man nun die Tangente C durch eine beliebige andere 
feste Tangente G" unserer Curve, so wird der Schnittpunkt x' der 
variablen Tangente D mit C" auf dieser letzteren eine Punktreihe 
beschreiben, welche mit dem Büschel derselben Strahlen X und 
somit auch mit der ersten Reihe der Punkte x auf C projectivisch ist. 

„Eine variable Tangente (D) etiler Cv/rve zweiter Ordnung K 
schneidet somit irgend zwei feste Tangmiten (C, C) derselben Curve in 
einander entspreclienden Puiihten (x, x) p-ojectivisdiBr I^nktreihen." 

Oder mit anderen Worten; 

„IHe sämmtlichen Tangenten einei' Curve zweiter Ordnwng be- 
stimmmi auf irgend zviei unter ihnen, also attf allen, untereinander 
pi-ojectivische Punktreihen." 

35. Verbindet man je zwei Punkte x, x', in denen die variable 
Curventangente D die beiden festen Tangenten C, C schneidet, mit 
einem beliebig festen Punkte o durch Strahlen 5, %', so erhält man 
am Punkte o zwei concentvische projectivische Strahlenbüschel, 
welche zwei (reelle, imaginäre oder zusammenfallende) Doppel- 
strahlen -E= E', F^ F' besitzen worden. Jeder solche Doppelstrahi, 
z. B. F, kann nur dadurch entstehen, dass zwei einander ent- 
sprechende Punkte e, e der projeetivischen Punktreihen auf C, C 
mit in derselben Geraden E liegen, welche somit eine durch o 
gehende Tangente der Curve darstellt; ebenso ist F eine aweite 
durch gehende Tangente, und da die projeetivischen Büschel 
immer zwei und nur zwei Doppelstrahlen besitzen, so ist bewiesen: 

„Dwrch einen beliebigen Punkt der Ebene lassen sich an eine Cu/rve 
zweiter Ordnung zwei (reelle, imaginäre oder susammenfallende) Tangen- 
ten legen; d. h. jede Curve zweiter Ordnung ist eine Curve ziceiter 
Classe, " 
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Fallen die beiden durch einen Punkt gehenden Ctirventangenten 
zusammen, so tritt derselbe als Schnittpunkt dieser (unendlich nahen) 
Tangenten auf und ist somit ein der Ciu^ve angohöriger Punkt. 

Punkte, durch welche reelle Tangenten an die Cuvve gelegt 
werden können, werden in Bezug auf die Curvo äussere Punkte 
genannt; sind die durch einen Punkt gehenden Tangenten imaginär, 
so heisst er ein innerer. Die Punkte der Curve, von denen jeder 
als der Schnittpunkt zweier zusammenfallenden Tangenten auftritt, 
bilden somit den Uebergang von den äusseren zu den inneren 
Punkten. 

Lägst man den Punkt, durch welchen die beiden Tangenten 
an die Curve gelegt werden sollen, auf irgend einer Geraden ins 
Unendliche rücken, so hat man sofort den Satz: 

„2m jeder in der Ebene einer Cwrve zweiter Ordnung gelegenen 
Geraden sind zwei (reelle, imaginäre oder zusammenfaUende) Tangenten 



Im dritten Falle stellen, wie man sofort sieht, die beiden 
zusammenfallenden Tangenten eine Asymptote der Curve dar, weil 
ja ihr Schnittpunkt, der in diesem FaÜe zum Berührungspunkte 
wird, in unendlicher Entfernung liegt. 



Drittes Kapitel. 

Diu Curveii zweiter Classe als Erzeugnjssß projec- 
tivischer Punktreihen. 

36. Sind in einer und derselben Ebene zwei projoctivische 
Punktreihen mit den Axen T, T' gegeben und verbindet man jeden 
Punkt X von T mit dem ihm entsprechenden Punkt x von 2" durch 
eine Gerade Z, so wird man unendlich viele solche Gerade Verhalten, 
welche man alle als Tangenten einer Curve K betrachten kann. 
Denkt man sich nämlich T vom Punkte sc stetig durchlaufen, so 
wird auch x' stetig die Gerade T' heschreiben und somit wird auch 
X eine stetige Bewegung in der Ebene ausführen; je zwei aufein- 
ander folgende Lagen von X werden sich in einem Punkte schneiden, 
und man erhält so, der stetigen Bewegung von X entsprechend, ein 
Continuum von Punkten, von denen jeder beiderseits je einen un- 
endlich nahen Naehbarpunkt besitzt, mit welchem er durch eine 
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Lage der vai-iablen Geraden X verbunden erscheint. Jenes Punkt- 
continuum stellt somit eine Curve dar, ftir welche die einzelnen 
Lagen von X die Tangenten aind. Diese Curve (Tangenten curve) 
wird als die Umhüllende (Enveloppc) der beweglichen Geraden X 
bezeichnet. Je zwei unendlich nahe Lagen von X schneiden sich in 
einem Pnnkte der Curve, dem Berührungspunkte von X. Dem 
gemeinschaftlichen Punkte p, q' von T und T' entsprechen zwei 
Punkte, q auf T und p' auf 7", deren Verbindungsgerade die 
Directionsaxe der beiden Punktreihen ist. (Vergl. I, Art. 40.) Die 
Axen T, T' der beiden Punktreihen gehören auch zu den Tangen- 
ten der Umhüllenden K, da sie als Verbindungsgerade qq', respee- 
tive pp' entsprechender Punkte auftreten. Rückt der Punkt x unend- 
lich nahe zu q, so wird x unendlich nahe zu q' und X somit unendlich 
nahe au T rücken, so dass also der Punkt g als der Schnitt- 
punkt der Tangente qq oder T mit der ihr unendlich nahen Tan- 
gente, d. h. als Berührungspunkt von T auftritt. Ebenso ist j?' der 
Berührungspunkt von 7" mit der Umhüllenden K. 

37. Verbindet man je zwei entsprechende Punkte x x der 
beiden projectivischen Keihen mit einem beliebigen festen Punkte 
m der Curveiiebene durch die Strahlen \, ^', so erhält man zwei 
projectivische, concentrische Strahlenbüschel, da aus: Büschel (^) 
(7\) Reihe {x) 7\ Reihe (x') {7\) Büschel [!') die Relation Büschel 
(?) 7\ Büsche! {^') folgt. Die beiden Büschel besitzen zwei Doppol- 
strahlen E=E', F=F', von denen jeder, z. B. E, offenbar nur dadurch 
entstehen kann, dass zwei entsprechende Punkte e e' mit m in gerader 
Linie liegen. Es ist somit ein solcher Doppeistrahl eine durch m 
gehende Tangente der Curve, und umgekehrt. 

Somit gehen durch jeden Punkt der Ebene zwei (reelle, ima- 
ginäre oder zusammenfallende) Tangenten der Curve, d. h. die 
Enveloppe der Verbindungslinien xx' ist eine Curve zweiter Classe. 
Zugleich erkennen wir die durch einen Punkt m gehenden Tangenten 
als die Doppel strahlen der concentrischen Büschel, die man erhält, 
wenn man die beiden Punktreihen aus m projicirt. Fallen die durch 
m gehenden Tangenten zusammen (rücken sie unendlich nahe zu 
einander), so wird m als Schnitt zweier unendlich naher Lagen von 
X ein Punkt der Umhüllenden. Umgekehrt rücken die durch einen 
Punkt der Umhüllenden gehenden Tangenten unendlich nahe zu 
einander, denn die eine verbindet den Punkt mit dem einerseitigen, 
die andere mit dem andorseitigen Nachbar punkte. 

Die Punkte der Umhüllenden trennen somit solche Punkte, 
durch welche reelle Tangenten an die Curve gehen (äussere Punkte), 
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von solchen Punkten (innere Punkte), durch welche keine reellen 
Tangenten an K gelegt werden können. 

38. Die Umhüllende K ist vollkommen bestimmt durch die 
als Axen der projectivischen Punktreihen auftretenden Tangenten 
T, T' und durch weitere drei Tangenten A, B, C, da die drei Pnnkte- 
paareaa, 5J', cc', in denen .d, B, C die Äsen T, respective 2" schneiden, 
die Projectivität der beiden Reihen vollständig bestimmen (I, Art, 38), 

Werden nach I, Art. 40 die beiden Reihen vervollständigt, so 
kann man beliebig viele Paare entsprechender Punkte xx , und 
durch deren Verbindung beliebig viele Tangenten X der Curve K 
bestimmen. Die Directionsaxe der beiden Reihen schneidet die 
Axen T, T' in deren Berührungspunkten mit der Caivc. Man er- 
kennt sofort, daes Ä"auch bestimmt ist, wenn man TT AB und den 
Berührungspunkt von 7" oder J" kennt; oder wenn TT'A und die 
Berührungspunkte von T und T' bekannt sind. Um die durch einen 
beliebigen Punkt m gehenden Tangenten zu erhalten, wird man m 
mit a<£ , hh\ cc durch die Strahlenpaare aa, ßß', yY verbinden und 
nach I, Art. 57 die Doppel strahlen E, F Aer durch die drei Strahlen- 
paare bestimmten projecti vis eben Büschel eonstruiren; diese Doppel- 
strahlen sind die gesuchten zwei Tangenten. 

39. Eb seien (Fig. 5) X, Y irgend zwei Tangenten von K, von 
denen die erstere die Punkte xx' und die letztere die Punkte yy' ver- 
bindet; die Gerade M, welche x mit y' verbindet, wird (siehe I, 

Fig_ 5. Art. 40) die Gerade 

M', welche x' mit y 
verbindet, in einem 
auf der Directionsaxe 
gelegenen Punkte 
z schneiden. Wenn i/ 
unendlich nahe zu x 
rückt, so wird M' un- 
endlich nahe zu M 
und daher auch y un- 
endlich nahe zu x' 
nndsomitFunendlich 
nahe zu X rucken, 
sich die Stetigkeit der Bewegung der variablen Tangente 
:S ergibt. Das vollständige Vierseit ZFJlfiir bat T, T und die Gerade 
N, welche z mit dem Schnittpunkte von X and T verbindet, zu ]Jia- 
gonalseiten. Verbindet man den Schnittpunkt o von T und T" mit 
den Schnittpunkten von Y und X und M, M\ so ergeben sich zwei 
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Strahlen N', N", welche, den harmonisclien Eigenschaften des voU- 
Btändigen Viorseits gemäss (I, Art, 19), bezüglich T, T' harmonisch 
conjugirt sind, d. h. es ist {TT'N'N") = — 1. 

Rückt nun Y anendlich nahe zu X, so schneiden sich beide im 
Berülinmgapunkte t von X, und die Gerade N', welche in 0' übergeht, 
verbindet den Punkt o mit dem Berührungspunkte ( von X, während, 
weil s in den Schnittpunkt o' von mit X übergeht, die zu N' har- 
monische Gerade ^"als Gerade 0"nacb dem Schnittpunkte o von 
mit X gerichtet ist. Um also den Berührungspunkt irgend einer 
Tangente Z zu erhalten, hat man den Schnittpunkt o' von X und 
mit dem Schnitt o von T und T zu verbinden, und zu dieser Ver- 
bin dun gegeraden 0" den bezüglich TT" harmonisch conjugirten Strahl 
0' aufzusuchen, welcher X in dem gesuchten Berührungspunkte ( 
schneidet. Dieser Berührungspunkt ist also harmonisch conjugirt zu 
o' bezüglich x, x, da aus {TTO'O") = — 1 auch {xx'td) = — 1 
folgt. 

Durch den Punkt o' geht ausser Z noch eine zweite Tangente 
X■^ von K hindurch, da K von der zweiten Classe ist; und es muss 
der Berührungspunkt ij von X^ auf demselben durch o gehenden 
Strahle (7 liegen, weil zu 0" bezüglich T, jT nur der eine Strahl 0' 
harmonisch conjugirt ist. Hieraus erkennt man, dass jede durch o 
gehende Gerade 0' die Curve K in zwei, und nur in zwei Punkten 
t, (| schneidet, weil durch den auf 0" und gelegenen Punkt o 
zwei, und nur zwei Tangenten an K gehen und ihre Berührungs- 
punkte auf 0' liegen müssen. 

Aus den durchgeführten Betrachtungen folgt ausserdem sofort: 
„Wenn sich der Punkt o auf fortbewegt, so dreht sich die Ver- 
bindungsgerade O der Berührungspunkte 1 1^ der beiden durch o' an 
K gehenden Tangenten um den Punkt o, durch welchen sie fort- 
während hindurchgeht." 

40. Nach I, Art. 76 bilden die beiden BüBchcl, die man erhält, 
wenn zwei projectivische Punkti-eihen T, T' aus irgend einem Punkte 
o' ihrer Directionsaxe projicirt werden, eine Involution; nun sind 
die durch o' gehenden Tangenten X, X^ die Doppel strahlen der Büschel 
und 0,0" stellen ein Paar entsprechender Strahlen dar, weil sie o' 
mit den entsprechenden Punkten g", 3' (respective p', p) verbinden. 
In der Involution ist jedoch (I, Art. 77) das Doppelverhältniss 
[XXiOO"):^ — 1, Es erscheinen somit die durch die einzelnen 
Punkte 0' von an die Curve gehenden Tangentenpaare X, X, har- 
monisch getrennt dui'ch und die nach dem Punkte o gerichteten 
Strahlen 0". Es erscheint somit der Punkt als der gemeinscbaft- 
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liehe Durehschoittspunkt (die Enveloppe) der au bezüglich der 
aas den einzelnen Punltten o' von an K gelegten Tangenten paare 
X, X, harmonisch coojugirten Strahlen. 

41. Ea seien XYEF irgend vier Tangenten von K, welche als 
Verbindungsgeraden der vier Paare icic', j/^', ee',//^ entsprechender 
Punkte der projectivischen Punktreihen entstanden sind, so dass 
also ififxy) = (e'f'x'y'); es seien weiter h, h' die Schnittpunkte von 
E mit Y und X. Projicirt man efxy aus A und e'f'x'y' aus h', so erhält 
man zwei doppelverhältnissgleiche Büschel: (he, hf,hx, hy) ■^Qi'e', 
h'f, h'x', Tiy'y, weil jedoch der Strahl hli die beiden entsprechenden 
Strahlen he und Ke' in sich vereinigt, so müssen sieh die drei 
übrigen Paare in drei Punkten einer Geraden treffen. Nun' ist x der 
Schnitt von hx und h'x und y der Schnitt von hy und Ky', so dass 
also auf der Geraden xy' auch der Schnittpunkt ß von hf und Kf 
liegen muss. Hält man nun die Tangenten E, F und Y fest, lässt 
dagegen X als variable Tangente längs der Curve K gleiten, so 
besehreibt x die Punktroihe auf T, y'x dreht sich um den festen 
Punkt y und ß beschreibt eine Punktreihe auf der festen Geraden hf, 
während der durch den Punkt ß gehende Strahl f'h' sich um den 
festen Punkt/' dreht und der Schnittpunkt h' der variablen Tangente 
X mit der festen Tangente Fauf dieser letzteren eine Punktreihe be- 
schreibt; es ist also Reihe {x) (A) Büschel i^'x) (J\) Reihe (ß) (7\) Büschel 
(/ß) (^) Röihe Qi') und somit auch Reihe (a;) Ä Reihe Qi). Wird irgend 
eine andere als fest gewählte Tangente Y' von K mit der variablen 
Tangente Xzum Durchschnitte ^''gebracht, so wird,' während -^ alle 
Lagen beschreibt, h" auf Y' eine Punktreihe durchlaufen, und es 
wird auch Reihe Qi") A Reihe (ai), so dass Reihe (A') A Reihe (A") 
ist. Die sämmtlicben Tangenten X von K stellen sich somit nicht 
nur als die Verbindungsgeraden entsprechender Punkte x, x' der 
ursprünglichen zwei projectivischen Punktreihen, sondern auch als 
Verbindungsgeraden entsprechender Punkte h', h" pvojecti vis eher 
Punktreihen auf irgend zwei beliebigen Tangenten Y, Y der Curve 
dar. Dadurch erscheinen die beiden ursprünglichen Axen T, T' allen 
anderen Curventangenten gleichgestellt, da man sie durch zwei 
beliebige andere Tangenten Y, Y' ersetzen kann. 

Die sämmtJichen Tangenten von ^bestimmen somit auf irgend 
zwei beliebigen von ihnen einander entsprechende Punkte projec- 
tivischer Punktreihen. 

Man kann die Resultate der letzten Betrachtungen so ku- 
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„Die Verbindimgsgeradfin etif'ipreckender Punkte zweier in einer 
Ebene gelegenen projedivinchen Piinlch'eihen umhitUeji als Tangenten 
eine Oiirve zweiter Classe, v eiche aueli die Axen der beiden Ptmktr&hen 
zu Tangenten hat wiid diese letzteren in den dem gemeitisckafUichen 
Funkte entspreüienden Punkten berührt. Dieselbe Curve kann man auf 
unendlich viele Arten durch zicei andere projectivisöke Punktreihen er- 
zeugen; man kann m dem. Behufe irgend zwei Tangenten d&r Owrve zw 
Axen der Pwnktreihen wählen und hat dann je ztoei auf einer und 
derselben Curventangente gelegene Punkte dieser Reihen als einander 
eiUspi'echende zu betrachten." 

43. Geht man von der Definition einer Curve ff" zweiter Classe 
aus, als einer Curve, an welche durch jeden Punkt der Ebene zwei, 
und nur zwei Tangenten gelegt werden können, und wählt man 
irgend zwei feste Tangenten T, T' von K zu Axen von Punktreihen, 
deren entsprechende Punkte x, x' als die Schnittpunkte von T, T mit 
den variablen Cui"ventangenten X auftreten, so erkennt man sofort 
die eindeutige Beziehung zwischen den entsprechenden Punkten x, x'; 
in der That wird man durch irgend einen auf T gewählten Punkt a; 
ausser der Tangente T nach der Definition von K nur noch eine 
zweite mit x variable Tangente X aa K legen können, welche T in 
dem einzigen dem x entsprechenden Punkte x' schneidet, und um- 
gekehrt entaprieht jedem x' auf T' nur ein x auf T. Aus der Ein- 
deutigkeit der Beziehung zwischen x,o? folgt jedoch (I, Art. 94) die 
Projectivität der Punktreihen auf 2" und T. Wir haben somit den 
Satz: 

„Jede ebene Cwree zweiter Classe kann auf unei^dlich viele Arien 
als das Erzeugnis» zweier projecHvisdien Punktreiken betrachtet icerden, 
wenn man deren Axen in zwei beliebige Tangenten der Oivrve legt und 
je zioei auf einer dritten Gurventangenie gelegene Pwnkte derselben als 
eiiiander entsprechende betrachtet." 

43. Um eine Curve zweiter Classe K durch eine hinreichende 
Anzahl von Tangenten derselben zu bestimmen, gehe man von 
einer beliebigen Geraden T aus und verlange von der zu bestimmen- 
den Curve K, sie solle T zur Tangente haben: man kann sofort T 
als Axe für eine der beiden projecti vischen Punktreihen wählen, 
als deren Erzeugniss die fragliche Curve aufgefasst werden kann. 
Eine zweite beliebig gewählte Tangente T kann als Axe der an- 
deren Punktreihe dienen, und K wird sofort bestimmt sein, sobald 
man die Projectivität der Punktreihen, d, h. sobald man drei Paare 
entsprechender Punkte kennt. Da nun jede Tangente der Curve 
auf T, T' zwei entsprechende Punkte der beiden Reihen bestimmt, 
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SO wird man ausser T, T' noch drei weitere Tangenten A, B, C be- 
liebig wählen können. Diese treffen Tm a, h, c und 2" in a, /)', c 
und nun ist durch die drei Punktpaare aa', hb', cc die Projeetivität 
der beiden Reihen und somit auch die Ourve K zweiter Classe als 
deren Erzeugniss vollkommen und eindeutig bestimmt: 

„Fünf beliebig in einer Ebene gewählte Geraden bestimmen als 
Tangenten einer Owrve Zureiter Classe diese Ourve vollständig und ein- 
deutig; d. Ii. es gibt nur eine einzige Curve zweiter Classe, welche fünf 
beliebige gerade Urnen einer Ebene berührt." 

Zwei Curven zweiter Classe, welche fünf Tangenten gemein- 
schaftlich haben, sind somit identisch, d. h. sie fallen Tangente für 
Tangente und daher auch Punkt für Punkt zusammen. 

Indem man zwei von diesen fünf G-eraden zu Axen T, T' der 
Punktreihen macht, für welche sich durch die drei übrigen Tan- 
genten Ä, B, Cdrei Paare entsprechender Punkte aa', bb', cc' ergeben, 
kann man unter Zuhilfenahme der Directionsaxe beliebig viele 
weitere Tangenten X sammt deren Berührungspunkten ( nach Art. 39 
consti-uiren. Die Directionsaxe schneidet T, T in deren Berührungs- 
punkten mit der Curve. Die Doppel strahlen der Büschel, in welchen 
sich die Punktreihen T, T aus eißera beliebigen Punkte m proji- 
ciren, sind die durch m gehenden zwei Tangenten der Curve. 

Wären nur vier Tangenten und der Berührungspunkt einer 
von ihnen gegeben, so ist die Curve auch vollkommen bestimmt; 
wählt man die Tangente, deren Berührungspunkt bekannt ist, als 
Axe, etwa T, und sind die übrigen drei Tangenten T', A, B, so be- 
stimmen A, B auf T, T die zwei Punktpaare aa, bb', zu welchen 
noch ein drittes Punktepaar hinzutritt, da dem Schnittpunkte q von 
T mit T der Berührungspunkt g von T entspricht. Die Projeetivität 
ist bestimmt und somit auch die Curve. In der That hat man ja 
nicht vier, sondern wieder fünf Tangenten der Curve gegeben vor 
sich; denn denkt man sich T unendlich wenig um 5 gedreht, so er- 
hält man eine neue, nämlich die der T unendlich nahe Tangente. 

Ebenso ist die Curve vollkommen bestimmt und es können ihre 
Tangenten leicht construirt werden, wenn man drei Tangenten und 
die Eerührongspunkte zweier kennt; letztere seien T, T', mit dem 
Schnittpunkte pg' und den Berührungspunkten g, f' respective, 
und die dritte Tangente sei Ä. Diese letztere schneidet TjT in a,a', 
und wir haben wieder drei Paare entsprechender Punkte der beiden 
projectivi sehen Reihen aa!, ff', §g'. Hier ist auch schon die Direc- 
tionsaxe 0, d. i. fq unmittelbar bekannt. 
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Doroh die letzten Ansfliliningeo erscheinen die folgenden Auf- 
gaben gelöst: 

„Die diM'cJi fünf Taii^enten gegebene Owrve zioeit&r Classe ist za 
consf/ndrmi, d. h. es sind beliebig viele aridere Tangenten derselben 
nebst deren BerUhrimgspunkten aufzusuchen." 

„Es soll die Cwrm aweüer Classe consti-uirt werden^ welche vier 
gegebene Geraden, wid zmar eine vmi ihnen in einem gegebenen Punkte 
berührt.'^ 

„Es soll die Otiive zweiter Classe eonsiruirt werden, welche drei 
gegebene Gen aden und suiei davon in gegebenen Panlden berührt." 

„Es sollen die beiden dwrdi mien gegebenen Fanlct an eine durch 
fünf Tangenten bestimmte Cwrve zwdter Classe gehenden, oder die zu 
einer geg^enen Gunden parallelen Tangenten eonsiruirt werden." 

Die ersten drei von diesen Aufgaben können mittelst des 
Lineals allein, d. h. durch Ziehen von geraden Linien allein gelöst 
werden, sie sind lineare Aufgaben; dagegen ist die letzte Aufgabe 
quadratisch, es genügt nicht mehr das Lineal allein zu ihrer 
Lösung, man muss vielmehr (I, Art. 57) zu einer complicirteren 
Curve, als die Gerade ist, nämlich zum Kreise Zuflucht nehmen. 

Wählt man unter den fünf eine Curve zweiter Classe bestimmen- 
den Tangenten zwei zu Axen T, T' der projectivischen Punktreihen, 
so werden diese von der Directionsaxe in ihren Berührungspunkten 
geschnitten und um die zweite dmch iigend einen Punkt x der Axe 
T gehende Cuiventangente 7U finden, hat min nur den dem x ent- 
sprechenden Punkt a aufzusuchen und mit r zu ■verbinden. 

Es eisthemen somit m lineaiei Wlisc ^uth die beiden folgen 
den Aufgaben gelost 

„tkne Curve zweite') Classe ist duicli irgend filnf ihrer Tangen- 
ten bestimmt, man soll den BerühitingspiniJ tigend einet unter dieser. 
Tangenten eonsiiuu&i" 

,Duich einen auf einey lon fünf gegebenen 
Owrve zweiter Classe gelegenen Punkt ist die fueili Tangente der Ctvrve 
zu ziehen." 

44, Nachdem die beiden ursprünglichen Axen 2", 2" der die 
Curve zweiter Classe K erzeugenden projectivischen Punktreihen 
durch irgend zwei andere Gurventangenten ersetzt werden können, 
so kann man ihren Schnittpunkt o als den Durchs eh nittspunkt 
irgend zweier Tangenten von Z" betrachten. Hieraus folgt mit Rück- 
sicht auf das in Art. 39 Oesagte, dass die Curve zweiter Classe 
von jeder Geraden 0', von der sie überhaupt geschnitten wird, in 
zwei und nur in zwei Punkten geschnitten werden kann; denn 
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bringt man O mit irgend einei- Curventangente T zum Diu'cli- 
sclinitte in o, so wird durch o eine zweite Curventangente T hin- 
durchgehen, und die auf 0' gelegenen Curvenpnnkte sind nach Art, 39 
die Berührungspunkte der durch einen Punkt von an die Curve 
gelegten Tangenten, wenn die V erbindun gegerade der Berührungs- 
punkte von T und 2" ist. In der That werden wir auch später be- 
weisen, dass jede Curve zweiter Classe von der zweiten Ordnung ist. 

Wenn wir auch hier wie bei den Curveii zweiter Ordnung die 
Verbindungsgerade der Berührungspunkte der beiden durch einen 
Punkt gehenden Tangenten als die Polare von o und diesen 
Punkt als Pol von bezeichnen, so kann man auf Grund der Ar- 
tikel 39, 40 die folgenden Sätne für die Curven zweiter Classe als 
bewiesen betrachten: 

„ Wenn ein Punkt o auf der Polare eines zweiten Pwnletes o ge- 
legen ist, so ist dieser zweUe Punkt o auch mif der Polare 0' des 
ersten Punktes o' gelegen." 

Oder: 

„Bewegt sich ein Punkt o auf der Polare eines zweiten Punktes 
0, so dreht sich seine Polare O v/m den Punkt o herum, indem sie fort- 
während dv/rcli diesen Punkt o hindurdigekt." 

Ferner: 

„Die durch einen Iht^ikt o' der Polare eines Punktes o an die 
Gti/rve geheiiden zwei Tangenten X, JT, erscheinen hfvrmoniscli getrennt 
dvA'ch diese Polare und den nach dem Pole o gerichteten Strahl 0"." 

Der Pol o von erscheint als Enveloppe der z« bezüglich 
der Tangentenpaare .X, X^ harmonisch conjugii-ten Strahlen 0". 

Aus der Harmonität der vier Strahlen T, T, ö, 0" folgt die 
Harmonität der vier Punkte ^', g, o", o' (Fig. 5) und aus der Har- 
monität der vier Strahlen X,Xy, O, 0" folgt die Harmonitat der vier 
Punkte /, i|, o", o. 

Betrachtet man nun irgend vier Lagen der durch o gehenden 
Geraden 0', so wird ihr Doppelverhältniss gleich sein jenem der 
vier Punkte o", und diese'f ist wieder gleich dem Doppelverhältniss 
der vier Punkte o', weil ja die Punkte o", u einander involutorisch 
ziigeordnet sind, indem sie Jas feste Punktepaar f, q harmonisch 
trennen. Es ist somit das Doppelverhältniss der vier Geraden O" 
gleich dem Doppelverhältniss der vier zugehörigen Punkte o', und 
umgekehrt: 

„Das Do'ppdverhältniss von irgend vier auf der Polare eines 
Punktes o gelegenen Punkten o' ist gleich dem Doppelverhältniss dei- mer 
laren 0' dieser Punkte o'." 
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Rückt der Punltt o' auf gegen den Berührungspunkt p von 
T, so wird wegen (pq'o'o") = — 1 auch o" gegen p, und somit 0' 
gegen T rücken; Mit endlich o in den Curvenpunkt p, so fallt 
seine Polare 0' mit der Tangente 2' von p zusammen: 

„Die Polare eims der Curve migehörigen Puiiktes ist die Tan- 
gente d&r CiiA've in diesem Punkte." 

45. Man kann von einer zu bestimmenden Curve zweiter 
Claese verlangen, dass sie die unendlich weite Gerade der Ebene 
zur Tangente habe; eine solche Curve wird durch Angabe von vier 
beliebigen Tangenten vollkommen bestimmt sein, weil die unend- 
lich weite Gerade als fünfte Tangente hinzutritt. Die Construction 
weiterer Tangenten aus den vier im Endlichen gegebenen wird 
nach Art. 38 keine Schwierigkeit bereiten. Wählt man zwei von 
den vier Tangenten als Axen T, T, sind die beiden übrigen Ä und B 
und Ca> die unendheh weite Gerade, so erhält mau auf 7] T' 
drei Punktepaare aa', hh', c-j,c' ai, von denen das letzte aus den un- 
endl ch weiten Punkten von 2', 7" besteht. Die beiden projecti viachen 
Reihen smd somit ihnliche Punktreihen. (I, Art, 45.) Umgekehrt 
eikennt man aofcit dass das Erzeugniss zweier ähnlichen in der- 
iclben Ebuno gelegener Punktreihen eine Curve zweiter Classe ist, 
welche die uitndhch weite Gerade berührt, sie zur Tangente hat. 
Diese Curve zweiter Classe, welche die unendlich weite Gerade 
berührt, d, h. in zwei zusammenfallenden Punkten schneidet, ist, 
wie wir später sehen werden, die Parabel, und wenn wir diese 
Benennung schon jetzt in Verwendung bringen, so können wir 
sagen: 

„Projecüviach ähnliche conplanere Punktreihen erzeugen eine Pa- 
rabel." 

„Eine Parabel ist durch vier von ihren im Endlichen liegenden 
Tangenten bestirnrnt." 

„Jedem Vierseit kann man eine Parabel einschreiben." 

„Die sämmlUchen Tangenten einer Parabel bestimmen auf irgend 
zivei unter ihnen projactivisch ähnliche Pttnkti-eiken, d. k. proportionale 
Thdlungen." (I, Art. 35.) 

Da durch jeden Punkt der Ebene zwei Tangenten unserer 
Curve zweiter Classe hindurchgehen, und da durch jeden Punkt 
der unendlich weiten Geraden diese als eine Tangente der Parabel 
hindurchgeht, so wird ausser ihr nur eine einzige von der unend- 
lich weiten Geraden verschiedene, also im Endlichen liegende Tan- 
gente durch einen unendlich weiten Punkt zur Parabel gelegt 
werden können: 
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„Parallel zu. einer Geraden (d. h. dwch deren unendlich weiten 
Punkt) kann an eine Parabel immer eine, aber nur eine Tangente ge- 
zogen iverden", indem die zweite voß der unendlich weiten Geraden 
vertreten ist. 

Diese einzige Tangente fällt selbst auch ganz in unendliche 
Entfernung, wenn die Gerade nach dem unendlich weiten Punkt 
der Parabel gerichtet ist, da die durch einen Curvenpunkt gehen- 
den Tangenten beide mit dessen Tangente zusammenfallen. 

Bestimmt man die Directionsaxe 0, indem man die Geraden 
ac'a,, MC», d. h. die durch a und a' zu T', T respective parallel ge- 
zogeneu Geraden zum Durchschnitt bringt, und ebenso die durch 
b, V zu 2", T respective parallel gezogenen, so erhält man zwei 
Punkte, deren Verbindungsgerade die Directionsaxe ist, und die 
auch den Schnittpunkt von ab' mit db enthalten wird. Die Gerade 
schneidet T,T"ux deren Berührungspunkten q, f' respective. 

Um den Berührungspunkt der Curve mit der unendlich 
weiten Geraden zu erhalten, könnte man diese mit einer zweiten 
Tangente zn Axen für die Punktreihen wählen und wieder die 
Directionsaxe mittelst der wechsel weisen Verbindungslinien auf- 
suchen 5 der unendlich weite Punkt der Directionsaxe wäre der 
gesuchte, so dass die Directionsaxe in diesem Falle die Richtung 
angibt, in welcher sich die Ourve ins Unendliche erstreckt. 

Man kann jedoch auch bei der geti-offenen Wahl der beiden 
den Berühi-ungspunkt von C» zu 
erhalten, hat man nach Art. 39 
mit C» zum Durchschnitte 
ö'o) zn bringen, zu diesem 
Punkte, und das ist der un- 
endlich weite Punkt von 0, hat 
man bezüglich j, jl den harmo- 
nisch conjugirten Punkt o", d. b. 
den Halb irungsp unkt der Sehne 
5p' aufzusuchen und ihn mit 
dem Schnittpunkte von TT' 
zu verbinden; die Gerade 00" 
oder 0' schneidet Cv in deren 
Berührungspunkt. Es ist also der unendlich weite Punkt it» von 0' 
der gesuchte Punkt Dies gibt den Satz ; 

„ V&rbindet man den Halbtruugspunkt 0" irg&iid eine^- Parabel- 
sehne qp mit dem Schnittpunkte der in ihren Endpmikten an die 
Parabel gelegten Tangenten, so erhalt man eine Gerade ö von con- 



Axen T, T' bleiben (Fig. 
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stanter RicJit j d sie ne an ticJ dte Sei wäMeii mag, nach 
dem unendlicl uette P Ate ger Itet ist iiehJiem die Parabel die 
unmdlich w&ite 6 de, berül t 

Durch den Pu kt o « l h parallel z wird man an die 
Parabel eine la ge te Y lege k en de n Berührungspunkt t^ 
mit (» und o n ^e ade L n e 1 1 Ol e^e muse; da überdies 

nach Art. 39 [oo t t ) -^ — Iso ti der Hilb rungapunkt von oo": 

„ Verbi let na den &ck tt^nkt o stur P -abeitangenten T, T' 
mit dem Halb n ngspwnkte o der vo de Be hru ig^uitkt&n, der Tan- 
genten hegre te Seine n so halt a e StrecJce, in deren 
Halbirungspu hte t de F abel e e S k s qp' parallele Gerade 
Xi berilkrt." 

Denkt m s eh d e Sehne ji be u veränderter llichtung, 
aiso parallel z 1 e sei oben so 1 le bt o » daher auch X,, da- 

her auch «i t ode fest und d ese teste ttc ade 0' enthält den 
Halbirungspunkt o" eiuer jeden der parallelen Sehnen gp'- 

„Die Mittelpunkte einer Schaar paralleler Sehnen einer Parabel 
liegen auf mier nach dem unendlich weiten Pmikte d^er Parabel ge- 
richteten Geraden." 

Diese Gerade 0' ist die Polare des Punktes o'» (siehe Art. 44) 
und wird als Ort der Mittelpunkte der zu qp parallelen Sehnen 
Durchmesser der Parabel genannt. Zu jeder Schaar paralleler 
Sehnen gehört ein solcher Durehmesser, welcher als zu der Sehuen- 
schaar conjugirt bezeichnet wird. 

„Alle Dv/rchmesser der Parabel sind unter einander pwrallel", da 
sie ja alle nach demselben unendlich weiten Punkte (» gerichtet 
sind, in welchem die Parabel von der unendlich weiten Geraden 
berührt wird. 

Jeder Durchmesser (7 schneidet die Parabel ausser in deren 
unendlich weitem Punkte (oo noch in einem zweiten Punkte i,, 
dessen Tangente X^ parallel ist zu jenen Sehnen qp', zu denen der 
Durchmesser conjugirt ist. Hieraus folgt: 

„Same su jeder Schaar von parallelen Seltnen ein Durchmesser 
conjugirt ist, so ist zu jedem. DmiAmesser eine Scliaar parallele^' Sehnen 
conjugirt." 

Denn ihre Richtung ist eindeutig bestimmt durch die Richtung 
der Tangente der Parabel in ihrem Schnittpunkte (^ mit dem Durch- 
messer 0'. 

„Unter den sämmtlicken Parallehehnenschaaren gibt es eine, 
welche auf ihrem conjugirten Dwchmesser senkrecht steht." 
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jDas ist offenbar jene einzige Sehnenschaar (<j){'p'), welche auf 
allen Durclimessern und daher insbesondere aueh auf dem ihr eon- 
jugirten Durchmesser H senkrecht steht. 

Da dieser eine Durchmesser H die sämmtlichen zu ihm senk- 
rechten Sehnen [g)[p') halbirt, so ist er eine Symmetrieaxe der 
Cui-ve, indem er sie in zwei eongi-uente, zu beiden Seiten von H 
symmetrisch gelegene Hälfton theilt; er wird deshalb als der 
Hauptdurchmesser oder die Axe der Parabel bezeichnet. 

Der im Endhchen gelegene Schnittpunkt S der Parabel mit 
diesem Hauptdurehmesser wird als der Scheitel, und dessen 
Tangente 2, welche zur conjugii-ten Sehnenschaar parallel und da- 
her zur Axe H senkrecht ist, wird als die Scheiteltangento bezeichnet. 

Es möge dem Leser überlassen bleiben, weitere Tangenten der 
Parabel aufzusuchen, wenn von derselben gegeben sind: 

d) Drei Tangenten und die Richtung der Durchmesser, oder 

b) drei Tangenten und der Bei-iihrungspunkt einer derselben, oder 

c) zwei Tangenten mit ihriäa Berührungspunkten. (Vergl. Art. 43.) 
46. Werden zur Bestimmung einer Curve zweiter Classe fünf 

Tangenten beliebig gewählt, so wird dieselbe die unendlich weite 
Gerade nicht mehr zur Tangente besitzen, d. h. keine Parabel 
sein, Und hier können wieder zwei Fälle eintreten; entweder hat 
die unendlich weite Gerade mit der Curve reelle Punkte gemein- 
schaftlich, und dann gibt es deren zwei (Art. 44); oder die Curve 
hat mit der unendlich weiten Geraden keinen reellen Punkt gemein- 
schaftlich und liegt somit ihrer ganzen Ausdehnung nach im End- 
lichen, während sie sich im ersten Falle in zwei verschiedenen 
Richtungen, nämlich gegen ihre beiden unendlich weiten Punkte 
hin ins Unendliche erstreckt. Wir werden später sehen, dass die 
Curve im ersten Falle eine Hyperbel imd im zweiten eine Ellipse 
ist, und wollen diese Benennungen schon jetzt, vorgreifend ver- 
wenden. 

Auch hier werden wir eine Tangente, deren Berühi'ungspunkt 
in unendlicher Entfernung liegt, als Asymptote bezeichnen, und 
erkennen sofort, daes die Curve in jedem der folgenden Fälle be- 
stimmt ist und beliebig viele Tangenten derselben eonstruirt werden 
können. (Vergl. Art. 43.) 

a) „Es ist eine Hyperbel aws einer Asymptote und aus drei Tan- 
genten zu constrriiren." 

b) „Es ist eine Hyperbel aus den beiden Äsyinj)toi&n und einer 
Tangente za construiren." 
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Sind T, 7'(Fig, 7) die beiden Asymptoten und A die gegebene 
Tangente der Ccirve, so betrachte man T, T' als Axen der beiden 
Panktreiben. Die Directionsaxe Oir, ist 

hier die unendlich weite Gerade, weil ' ^„ 

sie die unendlich weiten Berührungs- 
punkte g«ß'» von T, T' verbindet; 
A schneidet T, Tm a, a', und wenn 
X eine weitere Tangente der Curve 
sein soll, so müssen ihre Schnittpunkte 
X, x' mit T, T eine solche Lage haben, 
dass sich ax und a'x in ejnem Punkte 
von Ooc schneiden, d. h. ax' und a'x 
müssen parallel sein. Zieht man also 
durch a, a irgend zwei Parallele bis 
zu deren Schnittpunkten x' , x mit T' , T, 
so ist xx' eine neue Tangente der 
Curve. Aus der Aehnlichkeit der Di'eiecke l\ aox r^ /^^ xoa' folgt 

ox oa , — — ^ — — i 1 . 
— ^^ — -. oder ox.ox := oa .oa, a. h.: 
oa ox 

„Die Tangente^i der Hyperbel bestimmen auf den Asym-ptotm vom 
SeknUtpmikte de^'selhe^i an geredmet zwei Strecken, deren Product 
constant ist." (Vergl. Art. 26.) 

Der Flächeninhalt des Dreieckes xox, welches aus den beiden 
Asymptoten und einer variablen Tangente gebildet ist, bat somit 
Constanten Flächeninhalt. (Art. 26.) Aus der in Art. 39 gegebenen 
Construetion des Berührungspunktee folgt, dass der Berührungspunkt 
t der Tangente xx' die Strecke xx' halbirt. (Vergl. Art. 26.) 

47. Da man fünf Tangenten einer Curve zweiter Classe Ä" be- 
liebig wählen kann, so können drei von ihnen als durch einen und 
denselben Punkt s gehend angenommen werden, während die vierte 
und fünfte beliebig gelegen sein sollen. Wählt man diese zwei 
letzteren zu Axen T, T und heissen die drei durch s gehenden 
Tangenten A, B, C, so bestimmen sie auf T, 7" die drei Paare ent- 
sprechender Punkte ad, hh', cc' der projectivisehen Punktreihen, 
welche in diesem Falle (I, Art. 36) perspeetivisch sind, weil die 
Verbindungsgeraden Ä, B, C dreier Punktepaare durch einen und den- 
selben Punkt s hindurchgehen. Es werden somit je zwei entspre- 
chende Punkte X, x' eine durch s gehende Verbindungsgerade X liefern, 
so dass also die sämmtlichen durch s gehenden Strahlen X als die 
Tangenten der Curve AT auftreten. Nachdem wir jedoch als Tangen- 
ten von K alle jene Geraden definirt haben, von denen jede zwei 
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entsprechende Punkte der beiden projeetivisehen Reihen enthält, 
so muss man zu den durch s gehenden, also ein Büschel bildenden 
Tangenten X noch ein zweites Büschel solcher Tangenten hinzufügen. 
Da nämlich die beiden Punktreihen T, 2" perepectivisch sind, so ent- 
spricht sich der ihnen ge na ein schaftliche Punkt p selbst, so dass er 
auch als p' auftritt, und jede durch ihn hindurchgehende Gerade 
enthält nun die beiden entsprechenden Punkte p, p' und ist somit als 
Tangente von K zu betrachten. Wir haben Bomit die Strahlen durch 
s und die Strahlen durch p als Tangenten unserer Curve zweiter 
Classe zu betrachten, und diese beiden Punkte, als die EnveSoppen 
aller dieser Taugenten, treten an die Stelle der Curve K, welche 
keine eigentliche, sondern eine sogenannte degencrirte, in zwei 
Punkte zerfallende Curve zweiter Classe ist (Punktepaar). Wir 
können also jedes Punktcpaar s, p als eine (u neig entliehe) Curve 
zweiter Classe betrachten, wenn wir die Strahlen der beiden Büschel, 
deren Scheitel die Punkte des Paares sind, als Tangenten der 
Curve ansehen; in der That gehen auch durch einen beliebigen 
Punkt m. der Ebene zwei und nur zwei solche Strahlen, nämlich 
ms und mp hindurch. 

Zu demselben Resultate gelangt man, wenn zwei von den 
durch s gehenden Tangenten zu Axen T, T' genommen werden, 
während die übrigen Ä^ B, C sind, wobei etwa C noch als dritte durch 
den Schnittpunkt s von T, T' hindurchgehen möge; von den drei 
Punktepaaren aa, bb', cc, welche A, B, C auf T, T" bestimmen, ist 
cc'in s vereinigt, so dass beide Punktreihen perspectiviech sind mit 
dem Schnittpunkte p von A, B als Perspeetivitätscentrum; und 
wieder stellt jede durch ft gehende G-erade die Verbindungsgerade 
X zweier entsprechender Punkte w, x' dar, aber auch jede durch s 
gehende Gerade ist eine solche Verbindungsgerade, da sie c und c' 
enthält, welche Punkte in s vereinigt sind. 

„Wenn also von den Tangenten einer Cii/)'i>e zweiter Classe drei 
durch einen und denselben Ihtnkt s hindv/rchgehen, so ist jede durch 
diesen Fhnkt gehende Gerade als Tangente der Ourve zu betrachten, 
und die sämmtliehen Tangenten der Cwrve süid durch die StraÜen des 
StraklenbUschels s und durch die Strahlen eines zweiten Strahlenbüschels 
p dargestellt. XHe Curve zweifer Classe ist in ein I\vnktepaar über- 



„Die durch einen beliebigen Punkt m gehenden Tangenten sind die 
zwei durch diesen Punkt gehenden Strahlen sm, pm der beiden Tan- 
gentenstraldenbüschel, mit s und p als Berükrungspv/nkten." 
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Liegt der Punkt ra auf der Geraden sp, eo fallen dio beiden 
durch ihn gehenden Tangenten ms, mp in dieser Geraden ausammcn, 
wobei sowohl s als auch p als Berührungspunkt auftritt. Es ist so- 
mit die Gerade sp als Tangente mit zwei Berührungsp unkten, als 
Doppeftangente der degenerirten Curve zweiter Classc zu be- 
trachten. 

Fallen überdies die beiden Punkte p, s zusammen, so ist die 
degenerirte Curve zweiter Classe durch einen Doppelpunkt^ dar- 
gestellt und jede durch p gehende Gerade stellt eine Doppeltan- 
gente dar. (Vergl. Art. 28.) 



Viertes Kapitel. 

Das umgeschriebene einfache Sechsseit (Sechseck). 

48. „In jedem einer Cv/rve zweiter Classe umgeschriebenen ein- 
fachen Sechsseit (d. h. in einem einfachen Sechsseit, dessen sechs Seiten 
Tangenten einer Cti/rve zweiter Classe si'itd) gehen die drei Veründungs- 
geraden der d/rn Paare von Gegenecken dwrch einen wnd denselben 
Pwnkt." 

Dieser dem Pascal'schen Satze nach dem Reciprocitätsgesetze 
(I, Art. 30) enisprechende Sata wurde zuerst von Briaochon aus- 
gesprochen und wird oft als der Bri auehon 'sehe Satz bezeichnet; 
die Betrachtungen, welche in Art. 41 an die Fig. 5 geknüpft worden 
sind, enthalten den Beweis dieses Satzes. 

Es seien I, II, HI, IV, V, VI sechs einer und derselben Curve 
zweiter Classe angehörige Tangenten, welche in derselben Ordnung mit 
den sechs ersten (römischen) Ziffern bezeichnet werden, in welcher 
sie aufeinanderfolgend zum Durchschnitt gebracht werden, so erhält 
man ein einfaches, der Carve umschriebenes Sechsseit (Sechseck) 
mit den Ecken (/ //), {11 III), {III IV), (IV V), (V VI), (VI I). In 
diesem Sechsseite hat jede Ecke eine zweite zur Gegenecke, wenn 
man je zwei Ecken als Gegenecken bezeichnet, welche beidei'seits 
durch je zwei Nachbarecken getrennt erscheinen. Es sind somit 
(III) und (IVV) Gegeuecken; ebenso {II III) und {VVI) und end- 
lich auch {IIIIV) und {VII). Man entwickelt das Schema der drei 
Gegen eckenpaare in derselben Art wie in Art. 29 für ein Pascal- 
sches Sechseck das Schema der Gegeuseitenpaai-e. Die Verbindungs- 
gerade von (1/7) mit (IVV) soll 3, jene von (11111) und (VVI) 
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soll 4, und die von {III IV) und {VIl) soll 5 genannt werden. Daun 
schneiden sich die drei Geraden 3, 4, 5 in einem und demselben 
Punkte ß, welcher als der Brianchon'sche Punkt des Sechaseits 
I II . . . F7 bezeichnet wird. 

In der That waren in Fig. 5 die sechs Tangenten TFT Y EX 
beliebige sechs Tangenten der Curve zweiter Classe K, denen wir 
die Ziffern /, II, III, IV, V, VI ertheilcn; die Punkte / und h sind 
dann die beiden Gegenecken (///) and (IVV), die Punkte/' und h' 
sind die Gegenecken (IIIII) und (yVI), und die Punkte y und x 
sind die Gegenecken {III IV) und (VII), so dass die Geraden//*, 
f'h', y'x, welche sich nach den bei Fig. 5 durchgefiihrten Betrach- 
tungen in einem und demselben Punkte ß schneiden, mit den Ge- 
raden 3, 4, 5 identisch sind. 8o erscheint der Brianchon'sche 
Satz in Art. 41 allgemein bewiesen. In (I, Art. 64) wurde derselbe 
Satz für den Kreis und in {I, Art. 41} für eine durch ein Punkte- 
paar dargestellte Curve zweiter Classe bewiesen. 

Der Brianchon'sche Satz ist, wie sofort zu sehen ist, auch 
umkehrbar; d. h. wenn ein einfaches Sechsseit die Eigenschaft hat, 
dass die drei Verbindungsgeraden seiner Gegen eckenpaare sich in 
demselben Punkte schneiden, ao berühren seine sechs Seiten eine 
und dieselbe Curve zweiter Classe. Denn, gehen {Fig. 5) in dem 
Sechsseite III . . .VI die Geraden 3, 4, 5 durch denselben Punkt 
ß hindurch, so folgt hieraus die Doppelverhältnissgleiehheit der 
beiden vierpunktigen Reihen (efxy) ^= {^'f '■"''!/'), woraus weiter her- 
vorgeht, dass TT'EFXY sechs Tangenten einer und derselben 
Curve zweiter Classe siud. 

49. Bei der in Art. 38 gegebenen Constniction einer Curve 
zweiter Classe aus fünf Tangenten derselben wurden zwei von 
diesen Tangenten dadurch ausgezeichnet, dass sie zu Axen T, T' der 
beiden projectivi sehen Punktreihen gewählt wurden, während alle 
übrigen Tangenten als Verbindungslinien entsprechender Punkte 
dieser Reihen auftraten, Der Brianchon'sche Satz erlaubt es, 
diese Oonstruction vollkommen symmetrisch zu macheu. Bezeichnet 
man nämlich die gegebenen fünf Tangenten in irgend einer Auf- 
einanderfolge mit /, //, III, IV, V, so kann jede weitere Tangente 
der Curve als sechste Seite VI eines umschriebenen Sechsseits be- 
trachtet werden. Der Brianchon'sche Punkt ß liegt auf der Ge- 
raden 3, welehe den Schnittpunkt von / und II mit dem Schnitt- 
punkte von IV und F verbindet (Fig. 5), und es wird dieser Punkt ß, 
wenn VI alle Lagen der einzelnen Tangenten der Curve durchlauft, 
auf der Geraden 3 fortrücken und diese ganze Gerade beschreiben. 
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Man kann also umgekehrt von irgend einem beliebigen Punkte ß 
von 3 ausgehen, ihn als den Brianehon'schen Punkt betrachten 
und die zugehörige Tangente VI aufBuchen. Man hat nur 4 und 5 
zu ziehen, d. h. ß mit dem Schnittpunkt von // und /// und eben- 
so mit dem Schnittpunkt von ///und 7Fzu verbinden, und dann 
hat man die Gerade VI zu ziehen, welche durch den Schnittpunkt 
von 4 mit V und durch den Schnittpunkt von 5 mit I hindurch- 
geht. Die Gerade VI ist die sechste Seite des Sechsseits, welches 
ß zum Brianehon'schen Punkt besitzt; d. h. VI ist eine weitere 
Tangeute der Curve. Lässt man ß auf 3 fortrücken, so kann man 
beliebig viele Lagen der Tangente VI in linearer Weise construiren. 
Und zwar hat man ein- für allemal die feste Gerade 3 zu ziehen 
und für jede Lage von ß auf 3 die drei variablen Geraden 4, 5, VI. 
Ist auf einer der fünf gegebenen Tangenten, welche dann Fheissen 
soll, ein Punkt (h') gegeben und soll die zweite durch diesen Punkt 
gehende Curventangente VI construirt werden, so hat man nur i 
zu ziehen als Verb in dungsgerade von Ji mit dem Schnittpunkte von 
ZZ" und ///und man erhält ß als Schnittpunkt von 4 mit 3; verbindet 
man ß mit dem Schnittpunkt von /// und IV, so ergibt sich 5, 
welche Gerade / in einem Punkte x schneidet, der, mit h' verbun- 
den, VI liefert. 

Wenn die Tangente F7 unendlich nahe zur Tangente F rückt, 
so wird der Punkt (V VI) der Berilhrungspunkt von V, und der 
Punkt (VII) geht in {VI) über. 

Ist also der Curve zweiter Classe ein beliebiges Fünfseit /, //, 
///, IV, V umgeschrieben, so schneidet die Gerade (/Ü) (IV V) die 
Gerade {III IV) {VI) in einem Punkte ß, durch welchen auch die 
Verbindungsgerade des Punktes {II III) mit dem Berührungspunkte 
von V hindurchgehen muss. Dies gibt eine einfache lineare Con- 
struction des Berührungspunktes irgend einer von fiinf gegebenen 
Tangenten einer Curve zweiter Classe. Soll eine Curve zweiter 
Classe construirt werden, welche vier gegebene Gerade und eine 
von ihnen in einem gegebenen Punkte berührt (Art. 43), so kann 
diese letztere, als durch das Zusammenfallen von /und //entstanden, 
mit diesen Ziffern gleichzeitig bezeichnet werden, wobei dann der 
Punkt (///) der Berührungspunkt dieser Tangente ist. Die Con- 
sti'uction bleibt im Uebrigen ganz dieselbe wie vorhin. 

Wenn die zu construirende Curve drei gegebene Gerade, und 
zwar zwei von ihnen in gegebenen Punkten berühren soll, so be- 
trachte mau die eine der beiden letzteren als / und //, so dass der 
Punkt (///) ihr Berührungspunkt ist; ebenso sei die aweite mit 7F 
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und ^bezeichnet, so dass ihr gegebener Berührungspunkt den Punkt 
[IV V) darstellt, und die dritte Tangente wird als III einzuführen 
sein. Die Coaatruction weiterer Tangenten bleibt wie im allgemeinen 
Fall, Nebenbei bemerken wir, dass in diesem letzten Falle die 
Constnietion identiseh wird mit der in Art. 43 behandelten, bei 
welcher die zwei Tangenten mit gegebenen Berührungspunkten als 
Axen für projeetivische Piinktreihen auftreten. 

50. „Ist einer Cwrve zweitm- Classe ein Dreiseit umgeschrieben, so 
schneiden sieh die drei Verbiiidungsgeraden seinei- Ecken mit den Be- 
rührungspunkten der Gegenseif-en in einem und demselben Punkte." 

Sind nämlich Ä, B, C drei Tangenten der Curve und a, h, c 
deren Berührungspunkte, so kann man das Dreiseit ABC als ein 
Brianehon'sches Sechsseit betrachten, wenn man A mit /und 77, 
B mit III und IV, und C mit Fund VI bezeichnet. Dann sind a, 
b, c der Keihe nach die Punkte (///), (III IV), (WI), während 
die Ecken (BC), (CA), (AB) des Dreisoits die Punkte (IV V), 
(WI), (VII) darstellen, so dass die Geraden 3, 4, 5, weiche sich 
in einem Punkte ß schneiden, in der That die Verb in dungsgeraden 
der Ecken des Dreiseits mit den Berührungspunkten der Gegen- 
seiten sind. 

Wenn also die zwei Tangenten A, B und deren Berührunge- 
punkte et, b gegeben sind, und wenn der Berührungspunkt c einer 
dritten Tangente C gefunden werden soll, so yerbiude man a mit 
dem Punkte (BC) und b mit dem Punkte (AC); das gibt zwei Ge- 
rade, welche sich in ß schneiden. Die Gerade, welche ß mit dem 
Schnittpunkt von A und B verbindet, trifft C in c. 

Werden A und B die Asymptoten, so erhält man den Satz 
(Art. 46) über das Halbiren der zwischen ihnen enthaltenen Strecke 
einer Hyperbeltangente durch den Berührungspunkt. Wird C die 
imendlich weite Gerade, so erhält man den in Art. 45 bewiesenen 
Satz über die Parabeldurchmeeser. 

Dem Leser möge die Lösung der in Art. 43 behandelten Auf- 
gaben unter Zugrundelegung des Brianehon'sclien Satzes em- 
pfohlen sein. 

51. Es Bei A, B, C, D irgend ein der Curve zweiter Classe 
umschriebenes Vierseit (Fig. 8) und a, b, c, d das von den Be- 
rührungspunkten seiner Seiten gebildete (das zugehörige eiuge- 
sehriebene) Viereck. P, Q, R seien die Diagonal selten des Tangen* 
tenvierseits, wie sie der Reihe nach durch die Schnittpunkte von 
A mit B, C und D respective hindurchgehen, und ^, g, r seien die 
Ecken des von PQ/? gebildeten Diagonaldreiseits, wie sie der Reihe 



y Google 



03 



nach seinen Seiten gegenüber liegen. Wenn wir das Brianchon- 
sehe Sechsseit betrachten^ von dessen Seiten I und // mit A, und 
/Fand Fmit ß zuBammcnfallen, während III mit C und VI mit D 
identisch wird, so wird, da die Punkte (III), (IV V) durch a, b 
respective dargestellt erscheinen, 3 die Gerade ah sein, während 
4 identisch mit R, 5 mit Q und somit ß mit p identisch wii'd. Die 
Gerade 3, d. h. die Verbindungsgerade der Berührungspunkte a, h 
der Tangenten A, B geht somit durch die Ecke p des Diagonaldrei- 
seits, und zwar also durch jene Ecke, welche der durch den Schnitt- 
punkt der beiden Tangenten A, B hindurchgehenden Diagonalseite 
P gegenüber liegt. Es wird somit nach demselben Satze auch cd 
durch p gehen müssen, ferner müssen die Geraden ac und bd aus 




demselben Grunde durch q, und endlich ad und ic durch r hin- 
durchgehen, so dass p([r das Diagonaldreieck des Viereckes ahcd ist. 

„Ist einer Curve ziveiter Classe ein helübiges Viet'sett vmschriehen, 
so ist sein ßiagonaldreiseit zugleich das Diagonaldreieck für das von 
den vier Berühi'ungspitnkten seiner Seiten gebildete vollständige Viereck." 

8o sind wir zu demselben Satze gelangt, welcher in Art. 33 
für die Curven zweiter Ordnung bewiesen worden ist, so dass wir 
sowohl für Curven zweiter Ordnung, als auch für Curven zweiter 
Classe den gemeinschaftlichen Satz haben: „Das aus irgend vier 
Pwnkten der Curve gebildete vollständige Viereck mid das aus den sm- 
gehSrigen vier Tangenten gebildete vollsf-ändige Vterseit liahen ein und 
dasselbe Dreieck als Diagonaldreieck, respective ah Diagonaldrmeit," 



y Google 



64 V,«te. K.pit.l. 

52, Durch diesen wichtigen Satz ist zugleJcli der Beweis für 
die Identität der Ourven zweiter Ordnung mit den Curven zweiter 
Glosse gegeben. Sowie wir nämlich in Art. 34 auf Grund dieses 
Satzes beweisen konnten, dass jede Curve zweiter Ordnung auch 
eine Curve zweiter Classe ist, d. li. dass jede durch projectivische 
Büscliol erzengte Curve auch durch projectivische Punktreihen er- 
zeugt werden kann, so können wir jetzt auch zeigen, dass umge- 
kehrt jede Curve zweiter Classe von der zweiten Ordnung sein 
muBS, d. h. durch projectivische Büschel erzeugt werden kann. 

In der That, es sei (Fig. 8) K eine Curve zweiter Classe, 
^5(70 irgend vier Tangenten derselben, und ra&ci^ die zugehörigen 
vier Berührungspunkte; dann ist das Diagonaldreieck p^f von abcd 
identisch mit dem Diagonaldreiseit PQR von ABCD. Halten wir 
nun ABC und demgemäss auch abc fest, während D als variable 
Tangente längs der Curve K hingleiten soll, so dass d die Cui've 
selbst beschreibt, so bleiben auch alle Ecken des Dreiseits ABC 
und alle Seiten des Dreieckes ahc fest, während der Schnittpunkt 
X von -D und B auf der letzteren Geraden eine Punktreihe be- 
schreibt, und die Verbindungsgerade X von d mit c, sich um c 
drehend, ein Strahlenbüschel beschreiben wird, welches perspec- 
tivisch ist mit der vom Punkte p auf der festen Geraden ah be- 
schriebenen Punktreiho; diese ist wieder perspectivisch mit der 
von a; auf B beschriebenen Punktreihe, weil die Gerade px, d. i. 
Q, fortwährend durch den festen Schnittpunkt von A und C hin- 
durchgeht. Es ist also Büschel (X) (A) Reihe (p) (A) Reihe (x), so- 
mit ist auch das vom Strahle X am Scheitel c beschriebene Büschel 
projectiviscli mit der vom Punkte x auf B beschriebenen Punkt- 
reihe : 

„Die sämvitlichen Tangenten (D) einer Cttrve zweiter Classe he- 
stimmest auf irgend einer von Omen (B) eine Reihe von Punkten (x), 
welche pro^eetivisch ist mit dem Büschel (X) der Strahlen, lodclie die 
Berührungspunkte (d) jener Tangenten (D) mit einem beliebigen PiMikte (c) 
der Curve verbinden." 

„Es ist somit das D&ppelv&rhältniss der vier Strahlen, loelche 
irgend einen Pimkt der Curve zweiter Classe mit vier beliebigen Pwnhtmi 
der Curve verbinden, gleich dem Doppelverkältniss der vier Punkte, in 
d&nen irgend eine Tangente dieser Curve von den vier Tangenten jener 
vier Pmkte getroffen vyird." 

Ersetzt man den Punkt c durch einen andern festen Punkt 
c' der Curve, so wird der Strahl X', welcher c' mit d verbindet, ein 
Strahlenbüschel beschreiben, welches mit der Reihe derselben Punkte 
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X auf D projeciiviseh ist, so dase also das Büschel der Strahlen X' 
auch mit dem Büschel der Strahlen X projcctiviseh sein wird, d. h. : 

„Veriindet man die sämmtUclien Punkte (d) einer Ourve zweiter 
Classe mit irgend zweien (c, c') unter ihnen, so erhält man einander 
entsprecliende Strahlen (X ^ cd, X' ^ cd) frojectiviscker Büschel," 

Oder mit anderen Worten: 

„Die sämmtlichen Punkte ein&r Curve zioeüer Classe hestimmen mit 
irgend sioei unter ihnen (also mit allen) p-ojectivtscJie Straldenhüschel." 

Man kann somit jede Curve zweiter Classe, und zwar auf un- 
endlich viele Arten, als das Erzeugniss projectivischer Strahlen- 
büschel, d. h. als Ort der Schnittpunkte entsprechender Strahlen 
solcher Büschel betrachten; es genügt hierzu, irgend zwei Punkte 
der Curve als Scheitel für die beiden Büschel zu wählen und je 
zwei Strahlen, welche sich in einem Punkte der Curve schneiden, 
als einander entsprechende zu betrachten. Somit ist bewiesen: 

„•Jede Curve zweiter Classe ist auch eine Ourve zweiter Ord- 
ntmg." 

Die Curve zweiter Classe hat also mit jeder, daher auch mit 
der unendlich weiten Geraden ihrer Ebene zwei Punkte gemein- 
schaftlich, welche sich als die Doppelpunkte der beiden projec- 
tivischen Punktreihen ergeben, in denen die Gerade von irgend 
zweij die Curve erzeugenden Büscheln geschnitten wird. Diese zwei 
Punkte sind somit gleichzeitig reell, oder imaginär, oder sie fallen 
zusammen. Im letzten Fall ist die Gerade eine Tangente der Curvo 
und ihre Schnittpunkte mit der Curve sind in dem Berührungs- 
punkte vereinigt. 

Die Curve zweiter Classe hat also entweder zwei reelle un- 
endlich weite Punkte (Hyperbel), oder keinen reellen unendlich 
weiten Punkt (Ellipse), oder sie berührt die unendlich weite Gerade 
(Parabel). 

Wir sind von nun an berechtigt von einer einzigen Curvenart, 
nämlich von den Curven zweiter Ordnung und zweiter Classe zu 
sprechen, welche wir dann kurz als Curven zweiten Grades, 
oder, vorgreifend, als Kegelschnitte bezeichnen werden, indem 
später gezeigt werden soll, dass jede solche Curve als ebener Schnitt 
eines geraden (oder schiefen) Kreiskegels betrachtet werden kann. 
Die beiden sich gegenseitig bedingenden Hauptcharaktere der 
Curven zweiten Grades sind: 1. Jede Gerade in der Ebene der 
Curve wird von derselben in zwei Punkten geschnitten, 2. durch 
jeden Punkt der Ebene der Curve gehen zwei Tangenten derselben 
hindurch, oder mit anderen Worten: Jede Gerade (Strahl) ist mit 
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zwei Punkton der Curve perspcctiviscli und jeder Punkt ist mit 
zwei Tangenten (Stralilen) der Cnrve perspectiviech. 

Für jede Curve zweiten Grades gelten alle bis nun bewiesenen 
Sätze, insbesondere der Satz voq Pascal und der von Brianchon. 

53. Man möge bemerken, dass die sämmtlichcii bisherigen 
(sowie die folgenden) Betrachtungen von dem Reciprocitätsgesetze 
der Ebene beberrscht werden. Zur besseren üobersicht stellen wir 
die wicbtigsten Resultate dieser Betrachtungen, so wie sie sieh 
reciprok entsprechen, neben einander: 



Zwei projectivisehe conplanare 
ötrahlenbüschel erzeugen eine 
Curve zweiter Ordnung, welche 
die Seheitel enthält und in die- 
sen die dem gemeinsamen Strahle 
entsprechenden Strahlen zu Tan- 
genten hat. Je zwei Punkte der 
Curve liefern, mit allen übrigen 
verbunden, entsprechende Strah- 
len projectivischer Büschel. Alle 
Tangenten der Curve bestimmen 
auf irgend zwei unter ihnen projec- 
tivisehe Punktreihen. Die Curve 
ist somit auch von der zweiten 
Classe. Sie ist bestimmt, wenn 
man irgend fünf Punkte oder 
fünf Tangenten derselben kennt. 
In jedem der Curve eingeschrie- 
benen Sechseck liegen die Schnitt- 
punkte der drei Gegen seitenpaarc 
in einer Geraden. In jedem der 
Curve umschriebenen Sechssei t 
gehen die Verbin du ngsgeraden 
der drei Gegen ecken paare durch 
einen Punkt u. s. w. 



Zwei projectivisehe conplanare 
Punktroihen erzeugen eine Curve 
zweiter Classe, welche auch die 
Axen berührt, und zwar in den 
ihrem gemeinschaftlichen Punkte 
entsprechenden Punkten. Je zwei 
Tangenten der Curve werden von 
allen übrigen in einander ent- 
sprechenden Punkten projecti- 
vischer Punktreihen geschnitten. 
Alle Punkte der Cui-ve bestimmen 
mit irgend zwei unter ihnen zwei 
projectivisehe Strahlenbüschel. 
Die Curve ist somit auch von 
der aweiten Ordnung. Sie ist be- 
stimmt, wenn man irgend fünf 
Tangenten oder fünf Punkte der- 
selben kennt. In jedem der 
Curve umgeschriebenen Seehsaeit 
gehen die Verbindungsgeraden 
der drei Gegen ecken paare durch 
einen Punkt. In jedem der Cui-ve 
eingeschriebeneu Sechsecke lie- 
gen die Schnittpunkte der drei 
Gegen seitenpaare auf einer Ge- 
raden u. s. w. 

Da wir den Kreis sowohl als Eraeugniss projectivischer (eon- 
gruenter, gleichstimraiger) Büschel, als auch als Erzeugniss projec- 
tivischer Punktreihen kennen gelernt haben (I, Art. 46 und 63), so 
haben wir den Kreis als eine (besondere) Art der Curven zweiter 
Ordnung und zweiter Classe zu betrachten. In der That lehrt schon 
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Das nmgescluiebene cinfnclie Becbs^eit {Sechscoi). Hl 

dic! Elementargeometrie, dass der Kreis mit jeder Geraden zwei 
Punkte gemeinschaftlich hat, und dass von seinen Tangenten durch 
jeden Pnnkt zwei hindurchgehen. Wir müssen den Kreis als eine 
in gewisser Hinsicht besondere Curve zweiten Grades betrachten, 
da je zwei (also alle) die Curve erzeugenden Strahl enbüsc hei gleich- 
stimmig congruent sind, und da sieh je zwei die Curve erzeugenden 
Punhtreihen aus dem Kreismittelpunkte durch gleichstimmig con- 
gruente Strahlenbttschel projiciren (1. c). In der That konnten wir 
beweisen, dass alle in einer Ebene gelegenen Kreislinien die unend- 
lich weite Gerade in denselben zwei durch die Ebene selbst schon 
gegebenen imaginären Punkten schneiden (I, Art, 60), weshalb ein 
Kreis schon durch drei Punkte vollkommen bestimmt ist, indem 
die beiden imaginlircn, unendlich weiten Kreispunkte (d. i. die 
Doppelpunkte der durch die rechtwinkligen Strahlen Involutionen 
auf der unendlich weiten Geraden bestimmten Punktinvolution) 
hinzutreten und die Punktezahl auf die nothwendige Zahl fünf er- 
höhen. Jßde dv/t'ch die imaffüiären unendlich weiten Kreispnnkte gehende 
CiMve zweiten Grades ist ein ICr&ts; denn der durch drei Punkte 
einei' solchen Curve bestimmte Kreis hat mit ihr im ganzen ftinf 
Punkte gern ein Kchaftlieh und ist somit identisch mit ihr. (Art. 21.) 



Fünftes Kapitel. 

Die Pülareigeiiscbafton der Kegelschnitte. 

54. Es sei (Fig. 8) p ein beliebiger Punkt in der Ebene eines 
Kegelschnittes ff; wir verbinden diesen Punkt mit zwei beliebigen 
Punkten ffl, c von K und bestimmen die zweiten Schnittpunkte b, 
d von K mit den Geraden pa, ph, so wird das eingeschriebene 
Viereck ahcd den Punkt |) zur Diagonalecke haben, und es mögen 
q, r die beiden anderen auf ac, respeetive ad gelegenen Diagonal- 
eeken sein. Die Seiten P, Q, R des Diagonaldre leckes sind nach 
Art. 33, 51 die Diagonalseiten des von den Tangenten A, B, C, D, 
welche Kin a, h, c, d berühren, gebildeten Vierseits, so zwar, dass P, Q, R 
der Reihe nach die Ecken {AB), {AC), (AD) mit den rcspectiven 
Gegenecken verbinden. Sind p';p"die Schnittpunkte von P mit den 
Geraden pc, pa, so ist nach I, Art. 19 p' harmonisch conjugirt zu 
p bezüglich des Punktepaares cd, und p" harmonisch conjugirt zu p 
bezüglich des Punktepaares ab, d. h. {abpp") =z — 1, (cdj>p') ;= — 1- 
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Denkt man sich nun die Gerade ah fest, so dass die Tangen- 
ten Ä, B fcstbleiben, so wird sowohl p"als auch der Schnittpunkt 
von Ä mit B ein fester Punkt sein, somit ist auch die Verhindungs- 
gerade P dieser festen Punkte eine feste Gerade, anf welcher sich 
der Punkt p' fortbewegen rauss, wenn die durch p gehende Gerade 
(Sehne) cd sich um diesen Punkt p herumdreht. Damit ist allge- 
mein bewiesen (vergl. Art. 18, 22): 

„Wenn srcA eine Sehne (cd) von K um einen festen in ihr ge- 
legenen Punkt (p) herumdreht, so heschreibt der zu diesem, festen Punlcfe 
(p) in Bezug auf das Midpwnktepaar (c, d) der Seltne kamionisch con- 
jugirte PiMikt (p) eine feste Gerade P." 

Es ist in dieser Art jedem reellen Punkte p eine einzige, 
durch ihn vollkommen bestimmte, reelle Gerade P als Ort der vierten 
harmonischen Punkte zugeordnet; denn auf jeder durch ^ gehenden 
Sehne cd erhält man nur einen einzigen Punkt p', welcher zu ^be- 
züglich cd harmonisch conjugirt ist, so dass ausser der Goraden P 
kein anderer Ort für die Punkte p' auftreten kann. 

Die Gerade P wird die Polare des Punktee p genannt, und 
umgekehrt heisst p der Pol der Geraden P. 

Aus denselben Gründen, aus denen P die Polare von p ist, 
sind auch Q, R die Polaren von §, )■ respective, d. h.: 

„ Wenn ei'^ier Cvjrve zweiten Grades ein Viereck ab cd eingeschrieben 
ist, so ist in dessen Diagonald/refieck jed.e Seite die Polare der Gegeneclce." 

Um also die Polare irgend eines Punktes p zu erhalten, braucht 
man nur durch p irgend zwei Curvensebnen ab, cd zu ziehen, ac 
und bd in q, und ad und 6c in r zum Durchschnitte au bringen, 
so ist qr (oder P) die Polare von p. 

Geht die durch p gelegte Gerade cd in die eine der beiden 
diifch p an K gelegten Tangenten T, T'über, so fallen die beiden 
Punkte cd in dem Berührungspunkte (, respective (' zusammen und 
wird somit (I, Art. 10 oder 115) auch der zu p harmonisch con- 
jugirte Punkt p' mit diesem Berührun ^punkte (, respective (' zu- 
sammenfallen: 

„Die Polare P eines Pii/nktes p schneidet d&n Kegelschnitt K in 
den Beriihnmgspunkten t, t' der beiden durcli den Pol p an K gehen- 
den Tangenten T, T." 

Um also die Polare eines Punktes p zu erhalten, kann man 
durch ihn an K die Tangenten T, T' legen und hat nur ihre Be- 
rührungspunkte (, f' zu verbinden. 

Die Polare eines reellen Punktes p ist immer eine reelle Gerade 
P (siehe Oben); je nachdem dieselbe die Curve Z'in reellen Punkten 
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(, (' aohiicidet odor nicht, sind die durch p geheodeii in (, (' die Ciii-v« 
berührenden Tiiiigenten T, T reell oder imaginär. Die Gerade F ver- 
bindet den Schnittpunkt von A und B mit dem Schnittpunkte von 
G und D\ die letzteren zwei Tangenten berühren K in den End- 
punkten der variablen durch f gehenden Sehnen cd, d. h.; 

„Dreht dch eine Sehne cd von K um einen in ihr liegenden 
festun Punkt f, so beschreibt der Schnittpunkt der in ikre^i Endpunkten 
an K gelegten Tangenten die Polare P von f." 

55. Es sei (Fig. 8) Peine beliebige feste Gerade in der Ebene 
eines Kegelschnittes K\ A und B seien die durch einun, und C, D 
die durch einen anderen beliebigen Punkt von P an K gelegten 
Tangenten und a, b, e, d deren Berührungepunkte. Die Gerade P ist 
eine Diagonalseite des Vierseits ABCD, und Q,R seien die beiden 
übrigen Diagonalseiten, welche respective die Punkte {AC), {AU) 
mit den Gegenecken {BD), {BC) verbinden. Die Ecken f,q,i' des 
Dreiseits müssen nach Art, 33, 51 die Diagonalecken des Viereckes 
ahcd sein und zwar so wie sie auf den Seiten ab, ac, ad gelegen sind. 
Sind nun P", P"die Verbindungsgeradeu von p mit {CD) und {AB), 
so ist nach den harmonischen Eigenschaften des vollständigen Vier- 
seits ABCD {I, Art. 19) P'der zu P bezüglich C und fl harmonisch 
conjugirte Strahl, und P"def zu P bezüglich A und B harmonisch 
conjugirte Strahl, d. b. {ABPP"y= — 1, {CDPF) = — 1. 

Hält man nun P und A, B fest, während man die Tangenten 
C, D so längs K hingleiten läset, dase ihr Schnittpunkt {CD) fort- 
während auf der festen Geraden P liegt, so wird, da P"und ab feste 
Gerade sind, auch p fest bleiben und der zu P bezüglich des variableu 
Tange ntenpaares C, D harmonisch conjugirte Strahl P' geht fort- 
während dui'ch diesen festen Punkt p hindurch. Dieser Punkt jj ist 
als die der Seite Pim Diagonaldreieck von abcd gegenüberliegende 
Ecke der Pol von P Damit ist bewiesen: 

„Wmn sich der Sclinittpunkt eines Tangentenpaares {CD) von K 
attf einer festen Geraden F bewegt, so geht der zu, dieser festen Geraden 
P bezüglidi des Tangentenpaares (C, D) harmonisch conjugirta Strahl 
P" fortwährend durch einen festen Punkt p hiitdurch; für diesen Pmikt 
p ist P di& Polare, so dass umgekehrt p der Pol von P ist." 

Sowie also der Pol p eindeutig die zu ihm gehörige Polare P 
bestimmt, so ist auch jeder reellen Geraden Pein einziger, durch 
sie vollkommen bestimmter reeller Punkt p, als gemeinschaftlicher 
Schnittpunkt der vierten au P harmonischer Strahlen, zugeordnet. Da 
nämlieL durch jeden Punkt von P nur ein einziger zu P bezüglich C, 
D harmonisch conjugirter Strahl F hindurchgeht, so können ausser 



y Google 



70 filift^» Itspitel. 

den durch f gehenden Strahlen P' keine andoren solchen Strahlen 
auftreten. 

Sowie p der Pol von P ist, so ist auch, i\nd zwar aus denselben 
Gründen q, r der Pol von Q, li respeetivo; d. h. : 

„Wenn ewiei" Chbi-ve zweiten Grades ein Viei'seit AB CD ttmge- 
schrteben ist, so ist in dessen IMagonaldi'eiseit jede Ecke der Pol dei' 



Den Pol p irgend einei' Geraden P kann man also erhalten, 
wenn man irgend zwei Tangentenpaare AB, CD, welche sieh in 
zwei auf P gelegenen Punkten schneiden, wählt, dann (AC) mit 
(BD) durch Qund (AD) mit (BC) durch E verbindet, und Q mit 
Ä in p zum Durchschnitte bringt. 

Gelangt der sich auf der festen Geraden P foi'tbewegende 
Schnittpunkt von C und D in einen der Punkte t, t', in welchen P 
von K geschnitten wird, so fallen die beiden Tangenten C, D und 
somit (I, Art. 10 oder 115) auch der zu P bezüglicli C, D har- 
monisch conjugirte Strahl P mit der Tangente 2', 2"vou t, t' respec- 



„Die durch den Pol p eine-i- Geraden P an K gelegten 
T, T' ieriiltren den Kegelschnitt K in d^en Schnittpunkten t, i' desselben 
mit der Polare P von j)." 

Um also den Pol p von P zu ünden, hat man K mit P in 
t, t' zum Durchschnitte zu bringen, in t, t' an K die Tangenten T, 
J"zu legen, so ist deren Schnittpunkt |» der Pol von P. 

Der Pol einer reellen Geraden P ist immer ein reeller Punkt 
P (ßiehe oben); je nachdem durch ihn an AT reelle Tangenten T, T' 
gelegt werden können oder nicht, sind die beiden Schnittpunkte (, 
t' von K mit P reell oder imaginär. Der Punkt p ist der Schnitt- 
punkt der Sehnen ab, cd in deren Endpunkten die Tangenten AB, 
CD die CurvQ K bei-ühren, d. h.: 

„Bewegt sich der Schnittpunld zwd&i- Tangenten (C, D) von K auf 
einer festen Geraden P, so gelU die Verbindungsgerade (cd) ihrer Be- 
ruhrangspimMe fortwahr e^id durch den Pol p von P hindurch." 

5tj. Die am Schlüsse der beiden vorhergehenden Artikel aus- 
gesprochenen Sätze kann man offenbar auch in folgender allgemeiner 
klingenden Weise ausdrücken: 

„Geht eine Gerade Q dm-ch einen Punkt p hindurch, so liegt ihr 
Pol q auf d&i- Polwre P von p, und wenn jene Gerade Q, sich um p 

id, ein Strahlenbilscliel beschreibt, so durchlauft ihr Pol q auf P 
t diesem Büschel projectiviacke Pimktreihe." 
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Den Cfsteti Theil des Satzes kann man auch ao ansprechön: 

„ Wenn von zwei Pujikten f, q der eine p auf der Polare Q des 
anderen liegt, so liegt audi dieser andere q auf der Polare P des ersten}^ 

Zwei solche Punkte, von denen jeder anf der Polare des anderen 
liegt, bezeichnet man als „swei in Bezug auf dmi Kegelschnitt con- 
jugirte Punkte oder Pole." (Conjugirtes Punktepaar, conjugirtes Pole- 
paar.) 

Denn, geht Q beliebig durch p und ist r der Schnittpunkt von 
Q mit P und sind o, d die Endpunkte irgend einer durch r gehenden 
Sehne, so werden die Geraden pa, pd die Curve K in zwei Punkten 
b, G schneiden, und es muss nach der in Art. 54 gegebeneu Con- 
struction der Polare P, der Schnittpunkt q von ac mit hd auf P 
liegen und ebenso der Schnittpunkt von ad mit öc, so dass öc durch 
)■ hindurchgehen muss. Das Dreieck pgj" ist daa Diagonaldreieok des 
Viereckes abcd, und somit ist q der Pol von Q. Denken wir uns 
die Punkte a und & fest, während sich Q um p dreht, so beschreiben 
die beiden Strahlen ad und bd (oder ae und bc) zwei projectivische 
Büschel, weil sie sich fortwährend in dem die Curve beschreibenden 
Punkte d (respective c), schneiden, und somit werden ihre Schnitt- 
punkte r und q mit Pauf dieser Goraden zwei projectivische Punkt- 
reihen beschreiben, von denen jedoch die orstere perspectivisch ist 
mit dem Büaehel der Strahlen Q, so dass also dieses Strahlenbüschel 
mit der Reihe der Pole q projectivisch ist. 

„Das ßoppelverhältniss von irgend vier durch einen Punkt gehenden 
Strahleii ist gleicht dem DoppelverhäUniss der vier Pole dieser Stralüen 
(lodcke auf der Polare jenes Punktes liegen werden)." 

Aus obigem Satze folgt sofort: 

,Z>ej- Pol q der Verbindungsgeraden Q irgend zweier Punkte p, 
Pi ist der Schnittpmikt der Polaren P, P, dieser beiden Punkte." 

Man kann somit den Pol einer Geraden finden, wenn man auf 
ihr zwei beliebige Punkte wählt, ihre Polaren aufsucht und zum 
Durchschnitte bringt. 

Ebenso hat man (Schluss des Artikels 22): 

„Liegt ein Punkt q in einer Geradelt P, so geht seine Polare Q 
durch den Pol p von P, und wenn jener Punkt q auf P fortHickend 
eine Punktre'die beschreibt, so m'zeugt seine Polare Q, ump sich drehend, 
ein mit dieser Punktreihe projectivisclies Strahhnhüschel." 

Dem ersten Theil des Satzes kann mau auch die Form geben: 

„Gellt von zwei Geraden P, Q die eine P dwrch den Pol q der 
and&-m, so geht aucli die and&re Q durch den Pol p der ersten." 
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Zwei solche Gerade, von denen jede durch den l'ol der anderen 
hindurchgeht, nennt man „s^wei, in Besxiij auf (fett Kegelschnitt con- 
jugivte Geraden (Sl/rahUn)'*. (Conjugirtes Geraden- oder Strahlenpaar.) 

Denn liegt q beliebig auf der Polare P von p und ist R die 
Verbindungegerade von p mit g und sind A, D h'gend awoi sieh in 
einem Pnnkte von E schneidende Tangenten von K, ao wird durch 
den Sclmittpunkt von P mit A ä.a K noch eine zweite Tangente B, 
und ebenso durch {PD) eine zweite Tangente (7 an Abgelegt werden 
können, Nun muss nach der in Art. 55 gegebenen Construetion des 
Poles p von Pdie Gerade, welche die Punkte {AC) und {BD) ver- 
bindet dnrch f gehen, und ebenso die Gerade, welche die Punkte 
{AD) und {BG) verbindet, so dass der Punkt (BC) auf E liegen 
muss. Niin ist PQE das Diagonaldreiseit des Vierseit ABCD, so 
dass Q die (durch p gehende) Polare von q ist. 

Denkt man eich A und B fest, während <; auf P fortrückt 
und somit Q sich um p hei-umdreht, so beschreiben die beiden 
Punkte (AD) und {BD) [oder {AC) und {BC)] auf ^, respective B, 
zwei projectivisuhe Punktreihen, welche sich aus p in zwei projec- 
tiviseheu Büscheln projiciren; von diesen besteht das zweite ans den 
Strahlen Q, während das erste mit der lieihe der Punkte q per- 
spectivisch ist, so dass also diese letztere auch mit dem Büschel 
der Strahlen Q projectivisch ist. Die Richtigkeit der folgenden Sätze 
ist sofort klar: 

„Die Polare des Sahnittpunlctes q zweier Geraden P, P^ ist die 
Vei-hindungsgerade Q der Pole p, Pi dies&i- beiden Geraden." 

Um also die Polare eines Punktes zu finden, kann man durch 
ihn irgend zwei Gerade legen, ihre Pole aufsuchen, und hat die- 
selben zu verbindeu- 

„Das Doppelverhaltniss von irgend vier Punkten einer Geraden ist 
glüich dem Doppelverhaltniss der vier, diesen Punkten zukommenden 
Polaren (weldie durch den Pol jener Geraden gehen werden)." 

57. ^ Auf jeder Geraden in der Ebene mies Kegelschnittes gibt es 
unendlidi viele Paare conjugirter Pole bezüglich desselben; sie bilden 
eine Involution, für welclie die Schnittpunkte der Geraden mit der Carve 



Nach der Definition conjugirter Pole ist jeder Punkt, welcher auf 
der Polare eines zweiten liegt, zu diesem aweiten ein conjugirter Pol. 

„Es hat somit jeder Punkt in der Ebene von K unendlich viele 
zu ihm conjugirte Pole; es sind dies die sämmtlichen Punkte seiner 
Polare, so dass man die Polare eines Punktes als den Ort aller zu ihm 
conjugi^-ten Pole d^niren kann." 
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Es sei nun (Fig. 8) P irgend eine Gerade, q ein beliebiger 
Punkt von F, und Q dessen mittelst des Vioreekos ahcä, dessen 
zwei erste Ecken a, h fest sind, constriiirte Polare, welche also die 
sämmtlielien zu g eonjugirten Pole enthält; einer, und nur einer tod 
ihnen, wird auf P liegen, nämlich der Schnittpunkt r von Q mit P. 
So erkennt man, dass auf einer gegebenen Geraden P zu jedem 
Punkte 5 nur ein einziger conjogirter Pol )■ gefunden werden kann; 
man sieht auch sofort, weil wieder q der einzige zu r eonjugirte, 
auf P gelegene Pol ist, die Vertauschungafähigkeit des eindeutigen 
Entsprecheos zwischen q und r, und könnte schon hieraus (I, Art. 88 
und 99) auf den in volu torischen Charakter dieser Beziehung schliessen, 
Man kann jedoch direkt zum Ziele gelangen, wenn man bedenkt, 
dass die, ein coujugirtes Polepaar auf P bildenden Punkte q, r als 
die Schnittpunkte der beiden einander entsprechenden Strahlen hd, 
ad [oder ac, bc] in den beiden die Curve erzeugenden projecti vischen 
Strahlenbüsclioln h, a (reapective a, b) mit der festen Transversale 
P sind; da diese Transversale P durch den Schnittpunkt der Tan- 
gente A, B, d. h. durch das Directionsceutrum der beiden projee- 
tivischen Büschel b, a hindurchgeht, so bestimmen diese auf ihr 
zwei, eine Involution darstellende projectivische Punktreihen 
(I, Art. 70); da die Doppelpunkte der beiden projecti vischen Punkt- 
reihen, welche die zwei die Curve erzeugenden Büschel b, a auf 
irgend einer Transversalen bestimmen, die Schnittpunkte dieser 
Transversalen mit dem Kegelschnitte K sind (Art, 14), so ist auch 
der zweite Theil des ersten Satzes bewiesen. 

Sind die zwei Schnittpunkte t, t' von P mit K reell, so erkennt 
man auch in folgender Weise unmittelbar die auf P auftretende In- 
volution conjugirter Pole. Die Polare Q eines beliebigen Punktes q 
von P schneidet P in einem Punkte r, und da die Polare der Ort 
der zum Pole harmonisch conjugirter Punkte ist (Art. 54), so hat 
mau sofort {tt'qr) =■ — 1, so dass alle Punktepaare q, r auf P das 
Punktepaar t, t' harmonisch trennen und somit eine Involution mit 
den Doppelpunkten (, t' bilden (I, Art. 71). 

Verbindet man den Pol p einer Geraden mit irgend einem 
Punkte )■ dieser Geraden, so erhält mau die Polare Q des zum 
Punkte r gepaarten Poles der auf P auftretenden Involution con- 
jugirter Pole. 

Von der auf einer Geraden P auftretenden Involution conju- 
girter Pole sagt man wohl auch „de loerde durdi den Kegelschnitt K 
auf der Geraden P bestimmt"; in dieser Art bestimmt der Kegel- 
schnitt K auf jeder Geraden seiner Ebene eine Involution, nämlich 
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jene der coiijuglrteu PoJepaarc; sie liat die Scliiiittj] unkte dei- Ge- 
raden mit dem Kegelschnitte au Doppelpunkten. 

Der Centi-alpunkt o (I, Art. 71) der Involution conj ugirtei- 
Pole auf P, d. h. der dem unendlich weiten Punkte von P zuge- 
ordnete conjugirte Pol ist der Halbirmigspuukt der Sehue (('; er 
bleibt iiumer reell wenn P reell ist, wenn auch die Endpunkte t, t' 
der Sohne imaginär werden. Nach (I. Art, 74) ist somit oq . or =i 



<f)- 



wenn der Halbirungspunkt der Sehne ((' und 

q und )■ zwei auf dor Geraden tt' gelegene conjugirte Pole sind. 

58, „Durch jeden Punkt in der Ebene eines Kegelschnittes gehen 
unendlich viele Paare conjtigirter Stränden bezügUck des Kegelschnittes; 
sie bilden eine Involution, für weldie die dwi'ch den Punkt gehenden 
Tangenten der Curve die Dojppelstrahlen sind." 

Zu einer Geraden gibt es, der Definition conjugirter Strahlen 
gemäsSj unendlich viele conjugirte Strahlen; es sind die sämmtliehen 
diirch den Pol der Geraden gehenden Strahlen, so „dass man den 
Pol einer Gei'aden als den SchiittpunJct aller zu ibfr conjugirten Geraden 
deßniren kann." 

Ist nun (Fig. 8) p irgend ein fester Punkt in der Ebene des 
Kegelschnittes, Q irgend ein durch ^ gehender Strahl, und q der 
mittelst des Vierseits ÄBCD, von denen Ä und B fest sein mögen, 
couatniirte Pol von Q, so ist jode durch q gehende Gerade au Q 
conjugirt. Darunter gibt es eine, welche auch durch p geht, näm- 
lich die Gerade P, welche p mit g verbindet. So sieht man, d^s 
zu jeder durch p gehenden Geraden Q eine, und nur eine con- 
jugirte, auch durch j» gehende Gerade P aufgesucht worden kann, 
und da in derselben Ai-t Q die einzige au E conjugirte, durch -p 
gehende Gerade ist, so erkennt man sofort die Eindeutigkeit und 
die Vei-tauschungsfähigkoit des Entsprechcns der durch f gehenden 
Strahlen Q, P, d, h. den involutorischen Charakter des Büscheis p 
(I, Art. 88 und 99). Uebrigene erkennt man den involutonschen 
Charakter des Eotspreehens von Q und E auf P auch direkt, wenn 
man bedenkt, dass diese Stralilen den Punkt p, welcher auf der 
Verbind ungsgeraden von a und h, d. h. auf der Directionsaxe der 
beiden projeetivischen, auf Ä, B durch die Tangenten von K bestimm- 
ten i'unktreihen liegt, mit den zwei einander entsprechondon Punkten 
{BD), {AD) [respective {AC), {BC)] verbinden (I, Art. 76). Da die 
Doppelstrahlen der beiden concentrischen Büschel, welche sich durch 
die Projection der beiden die Curve erzeugenden Punktreihen auf 
A, B aus irgend einem Punkte p ergeben, die durch p gehenden 
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Tangenten T, 7" der Curve sind (Art. 38), so ist auch der zweite 
TlieÜ des Satzes bewiesen. 

Wenu die durch j) gehenden Tangeoteü T, 7" reell sind, so er- 
kennt man sofort die am Punkte p aufti-etende Involution conjugir- 
ter Strahlen; da nämlich q der Pol von Q ist, und der Pol einer 
Geraden der Schnittpunkt der zu ihr in Bezug auf die Tangenten- 
paare harmonisch conjugirter Strahlen ist (Art. 55), so hat man 
{TT'QR) = — 1, so dass alle durch p gehenden Paare conjugirter 
Strahlen Q, B dasselbe feste Strahlenpaar, nämlich die durch p 
gehenden Tangenten T, T' harmonisch trennen, und somit eine In- 
volution mit den Doppel strahlen T, 2" bilden. (I, Art. 77). 

Nachdem bei gegebenem K und p auch die Involution der 
durch p gehenden conjugirten Strahlen vollkommen bestimmt ist, so 
pflegt man von dieser Involution au sagen „sie werde vom Kegel- 
sclmitte K am Pun&te p bestimmt." So bestimmt ein Kegelschnitt an 
jedem Punkte (als Scheitel) eine Strahleninvolution. Da jede Strahlen- 
involution ein, und nur ein Paar entsprechender und zu einander 
senkrecht stehender Strahlen enthält (I, Art. 83), welche im Falle 
reeller Doppelstrahlen die von diesen gebildeten Winkel halbiren 
(I, Art. 77), so haben wir den Satz: 

„Dwch jeden Punkt p in de^- Ebene eines Kegelschnittes Icann man 
zwei, und niiir swei, conjugirte und zu einander senh-echte Strahlen 
ziehan; wenn die dm-ch p gehenden Tangenten d&r Cwve reell sind, so 
stellen die beiden Winkelhallnrenden demselben jene zwei dwchp gehenden 
senkrediten conjugh-ten Strahlen dar." 

Sind also Q, ß irgend zwei durch einen Punkt p gehende 
conjugirte Strahlen, ist N einer der beiden senkrechten conjugirten 
Strahlen und sind T, T die durch p gehenden Tangenten, so ist 

tgNQ.tgNlß=tg''NT=.tg'^NT'=tg'i{—-\ (siehe I, Art, 85). 

59. Jede Strahlcninvolution, welche zwei Paare von entsprechen- 
den auf einander senkrecht stehenden Strahlen enthält, besteht aus 
lauter solchen senkrechten Paaren (rechtwinklige Involution). Die 
(imaginären) Doppelstrahlen einer solchen Involution gehen durch 
die unendlich weiten imaginären Kreispunkte der Ebene (I, Art. 83): 

i^Wefim d^irch einen Punkt p in der Ebene eines Kegelschnittes 
zioei Paare conjugirt&r, ait einander senkrecht stehende)- St^-c^den !mi- 
dwchgehen, so sind je zwei durch diesen Punkt gehende zu mia/nder 
senkrechte St^-aJd&n, conjugirte StraMen, so dass dm' Kegelschnitt an 
einem solclten Ptmkte p eine rechtwinkelige Involution bestimmt. Die an 
den Kegelschnitt d/wrch einen solclten Punkt p gehenden Tangenten siiid 
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imaginär (d. h. der Fuiikt vst mi inn&fev), und timar verbinden sie (feft 
FiMikt mit d&n beiden unendlich w&iten imaginären Kreispunkteji der 
Ebene, des Kegelschmttes. Solclie Punkte p (deren Meistens später be- 
tmesen werden soll) nennt man die Brennpunkte des Kegelschnittes." 

Bezeichnet man mit i, i" die beiden unendlich weiten imaginären 
Kroispunkte, ferner mit J, ./^ die durch i, und mit J\ J'^ die durch 
i' an K gehenden Tangenten, so bilden diese vier imaginären Ge- 
i'aden Jy J^ J\ J\ ein imaginäres vollständiges Vierseit, in welchem 
i, j' ein Gegeneckeiipaar darstellen; ausser diesem gibt es in diesem 
Vierseite noch zwei Gegen eckenpaare, sie seien /,/2 und f\f\, so 
sind dies offenbar die einzigen vier Punkte in der Ebene, von denen 
jeder die Eigenschaft besitzt, dass die durch ihn an K gehenden 
zwei Tangenten durch i, i' gehen. Es können somit nur diese vier, 
sich in zwei Paare fifi,f'\f\ gfuppirende Punkte als Brennpunkte 
von K auftreten. Wir werden später sehen, dass eines dieser beiden 
Paare immer reell und das andere (nothwendiger Weise) im allge- 
meinen immer imaginär ist. 

Der Kegelschnitt wird ein Kreis, wenn er die unendlich weite 
Gerade in den beiden Punkten (', *' sehoeidet; dann fallen J^iJ^ mit 
der einen, und J\J\ mit der anderen Asymptote zusammen, welche 
zwei Asymptoten sich in einem Punkte (dem Mittelpunkte des Kreises) 
schneiden, so dass dieser letztere die vier Punkte /i/a, /'i/'s '" ^i"li 
vereinigt. 

Wird der Kegelschnitt eine Parabel, d. h. burührt er die mi- 
üudlich weite Gerade CT^» seiner Ebene, so fällt von den beiden Tan- 
genten /, J^ eine, z, B. J.^, mit Z7« zusammen, und ebenso eine der 
beiden Tangenten J\ J'-i, etwa J\. Ist dann /^ der Schnittpunkt 
von J| mit J\, so fallt der Punkt f^, d. i. der Schnittpunkt von J.^ 
mit J\ in den Berührungspunkt der Curve mit der unendlich weiten 
Geraden, während die beiden übrigen Brennpunkte f\f'i mit den 
imaginären Kreispunkten i, i' identisch werden. Die Parabel hat 
somit im Endlichen nur einen Brennpunkt, dessen Eealität wir 
später nachweisen werden; der aweite reelle Brennpunkt ist der 
unendlich weite Parabeipunkt, und die Kreiapunkte im Unendlichen 
stellen das imaginäre Brennpunktepaar dar. 

60. ,)Der Pol einer Tangente ist der zugehörige Berührungspunkt; 
oder: die Polare eines Cu/rtenpwnktes ist die sugehlh'ige Tangente." 

Ist P eine Tangente von K und p ihr Berührungspunkt, so 
fallen die beiden Schnittpunkte (, t' von P mit Kia p zusammen ; die 
Tangenten T, 2" der Punkte (, ('fallen somit ebenfalls in /^zusammen, 
so dasB der Schnittpunkt von 'T und 2", d. i. der Pol von P, mit 
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dem Berührungspunkte p von P identisch wird, Umgokehrt fallen 
die dnrch einen Curvenpunkt p an K gehenden Tangenten T, T' 
in die Tangente P, welche in p berührt; die Berührungspunkte (, (' 
dieser Tangenten fallen also ebenfalls in p zusammen, und die Ge- 
rade ((', d. i. die Polare von p, ist mit P identisch, 

Ist q ein beliebiger Pnnkt der die Curve in p berührenden 
Tangente, so wird man die Polare Q von q finden als die Verbin- 
dungsgerade von p mit dem Beriihrangspunkte der zweiten durch 
q gehenden Tangente, so dass die Polare Q sich um p dreht, wenn 
5 auf P fortrückt. Ebenso ergibt sich der Pol q irgend einer durch 
p hindurchgehenden Geraden Q als der Schnittpunkt von P mit der 
Cui'ventangente , welche in dem zweiten (ausser p auftretenden) 
Schnittpunkte von K und Q ihren Berührungepunkt hat; wenn sich 
also Q um p dreht, so rückt q auf P fort. Auch so erkeimt man, 
dassp und PPol und Polare sind. Insbesondere sind also die Asymp- 
toten, welche wir als die in den unendlich weiten Gurvenpunkten 
berührenden Tangenten definirt haben, die Polaren dieser unendlich 
weiten Curvenpunkte, und der Schnittpunkt der Asymptoten ist so- 
mit der Pol der unendlich weiten Geraden (siehe nächstes Kapitel). 

Die in den Artikeln 44 und 22 gegebenen Constructionen der 
Polare als der Verbindungsgeraden der Berührungspunkte der beiden 
durch den Pol gehenden Tangenten, und des Poles als des Schnitt- 
punktes der Tangenten, welche man an die Curve in deren Schnitt- 
punkten mit der Polare legen kann, kommen so zurück auf die 
allgemeinen Constructionen in Artikel 56, 

Da jeder Punkt q, welcher auf einer Tangente P gelegen ist, 
die in p die Curve berühren mag, auf der Polare von p, nämlich 
auf Pliegt, so ist jeder solche Punkt q eonjugirter Pol zu p; ebenso 
ist jede durch p gehende Gerade Q zu P conjugirt, weil sie ja durch 
den Pol p von P hindurchgeht. 

Die zu einem Curvenpunkte conjugirten Pole sind somit die 
auf seiner Tangente gelegenen Punkte, und die zu einer Tangente 
conjugii'ten Strahlen sind die durch ihren Berührungspunkt hindurch- 
gehenden Geraden, 

„Es besteht somit jedes Paar der auf einer Cwrventangente durch 
K hesümmten Involution aus dem Berührungspunkte dieser Tangente 
und je einem anderen Punkte derselben Tangente; und die Paare der 
durch K an irgend einem Cwrvmipunlcte bestimmten Strahl&mnvolution 
bestehen jedes aus d&f Tangente des Punktes und je einem anderen durdi 
Hin hindurchgehenden Strahle. D. h. die durch den Kegelschnitt anf 
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dessen Tangenten und an dessen Ptmkten hestimmien Involutionen sind 


degenerirte Involutionm." (I, Art. 102.) 


61. „Wenn zioei von den drei 


„ Wenn zwd von den drei 


Gegeiiiickenpaaren eines vollständi- 


Gßgemeitenpaaren eines vollständi- 


gen Vievseits Paare conjugirter 


gen Viereckes Paare conjugirter 


Pole eines Kegelschnittes sind, so 


Strahlen eines Kegelschnittes sind., 


ist 63 auch das dritte." 


so ist es auch das dritte," 



Es seien aa', hh', cc' die drei Gegeneekenpaare eines vollstän- 
digen Vierscits, and von den beiden ersten setzen wir voraus, sie 
seien Paare eonjngirter Pole bezüglich des Kegelschnittes K. Sind 
Ä und B die, nach Voraussetzung durch «', respeetive h' gehenden, 
sich etwa in c" achneidenden Polaren von a und b, so ist c" der 
Pol der Geraden ab. Ist c die auf ah gelegene Ecke des dritten 
Paares cc', so sind c und c" zwei conjugirtc Pole, so dass die Polare 
C von c durch c" hindurchgehen muss. Sind a und ß die Schnitt- 
punkte der Geraden ahe mit A, respeetive B, so sind aa, iß zwei 
Panktepaare der durch K auf dieser Geraden bestimmten Involution 
conjugirter Pole, da a, auf Ä liegend, zu a, und ß, auf B liegend, 
zu h conjugirter Pol ist; ist feraer i der Schnittpunkt derselben 
Geraden ahc mit der Geraden c'c", so folgt, dass die drei Punkte- 
paai'e aa, &ß, c'{ als die Schnitte einer Geraden mit den drei Gegen- 
seitenpaaren des vollständigen Viereckes a'6'c'c" einer Involution an- 
gehören (I, Art. 73). Es ist somit y der auf abc Hegende, zu c 
eonjugirte Pol, und da auch c"zu c conjugirter Pol ist, so ist c'f 
die Polare (7 von c; sie geht jedoch durch c, somit ist c' conjugirter 
Pol zu c, was zu beweisen war. 

In derselben Art wird der reciproke Satz bewiesen. 

Da man irgend zwei Puiiktepaare aa', bb' als zwei Gegenecken- 
paare eines vollständigen, dann bestimmten Vierseits betrachten 
kann, dessen drittes Gegoneckenpaar aus dem Schnittpunkte c von 
ah mit a'b', und aus dem Schnittpunkte c' von ab' mit a'h besteht, 
so „toird man in dieser Wdse aus je ztoel Paaren aa', bb' von coiy'w- 
girten Polen eines Kegelschnittes ein drittes Paar cc' conjugirtc Pole 
ableiten können, indem maii ab mit a'b' in c und ah' mit a'b in o zum 
Durclischnitte hringt." 

Von den drei Paaren conjugirter Pole aa', hb', cc' erscheint 
dann jedes als das, aus den beiden anderen abgeleitete Polepaar. 

Ebenso: 

„Wenn AA', BB" irgend zwei Paare conjugirter Stralden etWs 
KegelseJmittes sind, so ist auch CC ein drittes Paar conjugirter Sfi-ald^i 
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(das ohgeldtete), wenn C den Pu/nkt (A B) mit dem l'imkte (A'B') und 
C'dÄe Punkte (AR), (A'B) verbindet." 

Es sei ahc irgend ein in der Ebene des Kegelselinittes K ge- 
legenes Dreieck, so bilden die Polaren ABC seiner Ecken ein neues 
Dreieck, welches man als das dem ersten conjugivte Dreieck oder 
entsprechende Polavdreieck bezeichnet; es ist auch umgekehrt 
das erste Dreieck das dem aweiten entsprechende Polardreieck. Die 
beiden Dreiecke (Polardreiecke) stehen in der einfachen Beziehung, 
dass die Seiten des einen die Polaren der Ecken des anderen sind, 
und umgekehrt. In der That, weil A, B die Polaren von a, b sind, 
so ist der Schnittpunkt c' von A und B der Pol der Verbindungs- 
geraden C" von a und 6; ebenso sind die beiden übrigen Ecken (BC) 
oder d und {AC) oder h' des zweiten Dreieckes die Pole der Seiten 
bc oder A' und ac oder B' des ersten Dreieckes. Sowie man zu 
jeder Ecke des einen Dreieckes eine Seite d,es anderen, nämlich 
die Polare dieser Ecke, als entsprechendes Element betrachten kann, 
so können auch die Ecken und Seiten entsprechend in Paare getheilt 
werden, wenn man jeder Ecke des einen Dreieckes den Pol ihrer 
Gegenseite, und jeder Seite den Pol ihrer Gegonecko als entsprechend 
zuweist; so entsprechen den Ecken abc des einen, die Ecken a'b'e 
des anderen Dreieckes, und ebenso sind AA', BB', CC die drei 
Paare entsprechender Seiten. Dann gilt der Satz: 

„B^ zwei Polard^eieclcen abc, a'b'c' sclmeiden sich die drei Ver- 
hindtmgsgeraden aa, bb', cc entsprechender Ecken in einem Punkte o, 
und die drei Sdinittpunkte (AA'), (BB'), (CC) entsprechender Seiten 
liegeji auf einer Geraden 0; o und sind Pol und Polare beglich K." 

Zwei Dreiecke ahc, a'b'c', deren Ecken paarweise auf drei 
Strahlen liegen die durch einen Punkt gehen und deren Seiten sich 
paarweise in drei auf einer Geraden gelegenen Punkten schneiden, 
werden als zwei perspectivische Dreiecke bezeichnet. Man kann 
also auch sagen: „Jedes Breieck ist mit seinem Polard)-eieck perspec- 
tiimch." 

Die Geraden aa', bb', cc sind offenbar die Polaren der Punkte 
{AA'), (BB'), (CC), weil jede die beiden Pole zweier durch den 
betreffenden Punkt gehenden Geraden verbindet. Da b' auf der 
Polare A von a liegt, so sind ab' eonjugii'tc Pole, und ebenso sind 
a'b conjugii'te Pole, so dass nach dem Satze des letzten Artikels der 
Schnittpnnkt von ab mit a'b', d. i. der Punkt (CC), conjugirter Pol 
ist zu dem Schnittpunkte o von aa' mit bb'. Die Polare von o 
muss somit durch (CC) hindurchgehen; sie muss aber auch die 
Pole der durch o gehenden Geraden aa', bb', d. i. die Punkte {ÄA'), 
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{BE), cnthaiten, so dass in der That die drei Punkte (.4^'}, (BB'), 
(CC) auf einer Geraden gelegen sind. Weiter folgt sofort, dass 
die Polare cc' von {CC) durch o gehen muss, weil ja der Punkt 
(CC) auf Hegt. Hiermit ist der Satz bewiesen. 

Anmerkung. Ea möge daranf hingewiesen werden, dass zwei Druieelie immer 
perapectiviach sind, wenn ihre Ecken aa', b!i', ce' paarweise auf drei durch einen 
Punkt gehenden Garaden liegen, oder wenn sieh ihre Seiten AA', BB', CO' 
paarweise in drei auf einer Goraden O gelegenen Punitten sehneiden. Jede dieser 
beiden Annahmen hat aueh das Eintreffen der in der Eweiten enthaltenen Bedin- 
gung: zur Folge. 

Denn aus der Annahme, dass etwa aa', hb', cc' durch denselben Punkt o 
hindurchgehen, folgt, wenn man {A.A') mit (BB') verbindet und die Schnittpunkte 
dieser Verbindunga geraden mit den drei Geraden aa', bb', cc' der Beihe nach mit 
«"6"e" beaeiehnet, dass (occV) ^= {phh'b") und ebenso {paa'a") = (occ'e") und 
somit auch {obb'b") = {oaa'a") ist. Es müssen sieh somit (I, Art. 36) die drei Ge- 
raden ab, a'b', o"ö"in einem und demselben Punkt Bohneiden, d. h. der Schnitt- 
punkt (CC^ liegt auf der Geraden 0, welche o"rait 6" verbindet. Ebenso umgekehrt. 

Den Funkt o nennt man das perspectivische Centrum und die Gerade die 
perspectivische Axe der beiden Dreiecke. 

62. „Jeder Pmikt in der Ebene eines KegelschniUes ist gemein- 
schaftliche Ecke fWr unendlich viele Dreiecke, von denen jedes sicJi 
selbst conjugiH ist. Alle diese Dreiecke haben die Polare jener gemein- 
sckaftlichen Ecke zw gemeinschaftlichen Seite. Die auf dieser Seite 
gelegenen Eckenpaare lüden die auf dieser Geraden dwrck den Kegel- 
scJmitt bestimmte Involviion conjiigirter Pole, und die durch die gemein- 
schaftliche Ecke gehenden Seitenpaare dieser Dreiecke bilden die an 
diesem Punkte auftretende Involution covjugirter Strahlen. 

Wählt man in dev Ebene eines Kegelschnittes K einen Punkt 
a, so ist dessen Polare eine durch ihn bestimmte Gerade Ä; es 
sei a' ein beliebiger Punkt von A, so wird dessen Polare A' nach 
Art. 56 durch a hindurchgehen, und der Schnittpunkt a" von A 
und A' ist nach demselben Artikel der Pol der Geraden A", welche 
a mit «' verbindet. Das Dreieck aaV (oder das Dreiseit -4^'i["} ist 
sein eigenes Polardreieek oder sich selbst conjugirt, da seine Seiten 
die Polaren seiner Ecken sind und umgekehrt. 

„In jedem solchen sich selbst eonjugirten Dreiecke sind die Seiten 
die Polaren der Gegenecken und umgekehrt; je zwei Ecken sind conjugirte 
Pole (weil jede auf der Polare der anderen liegt) wnd je zwei Seiten 
sind conjugirte Strahlen (weil jede durch deti Pol der anderen gellt)." 

Die Eckentripel sich selbst conjugirter Dreiecke werden als 
Tripel conjugirter Pole, und die Seitentripcl als Tripel conju- 
girter Strahlen beaeichnet. 
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Hält man a fest, so bleibt auch A fest, während a, a" auf A 
die einzelnen Paare conjugirter Pole und A', A", durch a gehend, 
Paare conjugirter Strahlen darstellen. Denkt man sich umgekehrt 
A als fest angenommen, A beliebig durch den Pol a von A gelegt, 
so wird der Pol «' auf Ä liegen und aa' oder A" die Polare des 
Schnittpunktes a" von Ä mit A' sein. Man hat also auch reciprok : 

„Jede Gerade ist gemdnsckaftlicke Seite für unendlich viele Drei- 
ecJce, von denen jedes sich selbst eonjugirt ist. Alle diese Dreiecke haben 
den Pol jener gemeiTischaftlichen Seite zur gemeinschaftlichen Eake u. s. w." 

Ura ein sieh seibat conjugirtes Dreieck zu bestimmen, kann 
man eine Ecke (Seite) beliebig und noch eine zweite Ecke (Seite) 
beliebig auf (durch) der (den) Polare (Pol) der ersten Ecke (Seite) 
annehmen. 

Da die Strahlenpaare A!, A" durch die Punktopaare a", a 
respective hindurchgehen, so hat man den Satz; 

„IHe Involutionen, welche ein Kegelschnitt auf einei' Geraden und 
auf deren Pol besümmt, sind perspectivisch", wodurch nur gesagt ist, 
dass jedes Paar der einen mit dem entsprechenden Paar der anderen 
perspectivisch liegt, während sich je zwei nicht perapeetivische Ele- 
mente perspectivisch liegender Paare als Pol und Polare entsprechen. 

Ist der Punkt a ein Punkt der Curye und somit A seine Tan- 
gente, so ist a' irgend ein Punkt dieser Tangente, A' ist die durch 
a gehende Polare von «', welche A in dem mit a zusammenfalienden 
Punkte a" schneidet, so dasa Ä" mit A identisch wird. 

„Wenn also von den Ecken (Seiten) eines sich selbst conjugirten 
Dreieckes eine ein Punkt (eine Tangente) der Curve mrd, so fällt noch 
eine sweite in diesen Punkt (diese Tang&ite)^ während die dritte beliebig 
auf {durch) der Tangente (den Berührmigspunkt) dieser beiden zusammen- 
fallenden gelegen ist (hindurchgeht)." 

Oder mit anderen Worten: jeder Punkt der Curve, doppelt 
gezählt, steUt mit jedem Punkte seiner Tangente ein sich eclbst con- 
jugirtes Dreieck dar; jede Tangente, doppelt gezählt, stellt mit jeder 
durch ihren Berührungspunkt gehenden Gteraden ein sich selbst 
conjugirtes Dreieck dar. 

In Artikel 33, 51 haben wir gesehen, dass das Diagonaldreieck 
(Dreiaeit) eines der Curve ein- (um-) geschriebenen vollständigen 
Viereckes (Viei'seits) die Eigenschaft besitzt, dass jede Seite des- 
selben die Polare der Gegenecke ist, es ist also sieh selbst eon- 
jugirt. 

„Das Diagonaldreieck (Dreiseit) eines eimm Kegelschnitte ein- (um-) 
! Visreckes (Vierseits) ist ein sich selbst conjugirtes Dreieck." 
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63. „DU sechs Ecken zioeier j „Die sechs Seiten swd&i' Drei- 

DreiecJce, von denen jedes sich selbst ', ecke von denen jedes sich selbst con- 
conjugirt ist, sind sechs Pimkte eine^- \ jugirf ist, sind sechs Tangenten einer 
und der selh&aCurve zweiten Grades." \ und derselben Cu/rvezweiienCh'adee.'' 

Oder mit andereii Worten: 

„Zwei siiA selbst conjugirte Dreiecke sind einer Cwve zweiten 
Grades eingeschrieben und einer anderen solchen Gurve vmgesehriehen." 

Es eeien a, a, a" die Ecken und A, Ä', Ä" die ihnen gegenüber- 
liegenden Seiten des einen, und ebenso b,b',b", B,B', S' Ecken und 
Seiten des anderen sich selbst conjugirten Dreieckes, dann ist 
der Schnittpunkt {AB) der Pol der Geraden ah und ebenso ist der 
Schnittpunkt {A E) der Pol der Geraden d b', somit ist die Ver- 
bindungsgerade dieser beiden Schnittpunkte die Polare des Schnitt- 
punktes o von ab mit a'b'. Nun sind aber aa', hh' zwei Paare con- 
jugirter Pole, daher ist der Schnittpunkt o' von ab' mit ab con- 
jugirter Pol zum Punkt o (Art. 61), und es raiiss somit o' auf 
gelegen sein. Betrachtet man nun die Punkte aa" a', bb" b' der 
Reihe nach als die Ecken 12 3-456 eines einfachen Sechseckes, so 
sind die auf der Geraden gelegenen drei Punkte {A' B'), { AB), 
o' die Schnittpunkte der drei Gegen Seiten paare 1 2, 4 5 ; 2 3, 5 6 ; 
34, FT, und somit ist das Sechseck ein Paseal'sches, und es liegen 
also die sechs Punkte 12 3 45 6 auf emer Curve zweiten Grades 
(Art. 29), wie zu beweisen war. Man sieht auch sofort, dass die 
sechs Seiten in der Aufeinanderfolge AÄ"A'BB"B' ein Brian- 
chon'schea Sechsseit I II III IV V VI bilden, für welches o der 
Brianchon'sche Punkt ist. Unter Zuhilfenahme des in der An- 
zu Art. 61 begründeten Satzes können wir leicht be- 



„Wenn zwei Dreiecke einem 
Kegelschnitte eingeschrieben sind, 
so sind sie immer einem zweiten 
Kegelschnitte umgeschrieben.' 



„Wenn zwei Dreiseite einem 
Kegelschnitte umgeschrieben sind, 
so sind sie immer einem zweiten 
Kegelschnitte eingeschrieben." 
Es seien einem Kegelschnitte K' zwei Dreiecke eingeschrieben ; 
die Ecken des einen mögen 12 3 und die ihnen gegenüberliegenden 
Seiten I U lU heissen, und ebenso sollen 4 5 6, IV V VI die Ecken, 
respective die ihnen gegenüberliegenden Seiten des zweiten Drei- 
eckes sein. Da die sechs Ecken der Curve K angehören, so bilden 
123456 ein Paseal'sches Sechseck und somit werden sich die 
Gegenseiten T2, 45 in einem Punkt m, ferner 23, ~56 in n und 
endlich 3 4, 6 1 in o schneiden und die drei Punkte m, n, o nach 
dem Pascarschen Satze in einer Geraden liegen. Es gehen somit 
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die drei Geraden 6 1, 4 3, mn durch den Punkt o, so dasa das Drei- 
eck m 1 4 perspectivisch ist mit dem Dreieck n 6 3, und es müssen 
somit die Schnittpunkte der entsprechenden Seiten «3 und j«4, 
3 6 und 41, nQ und m 1 in einer Geraden P liegen. Der erste 
dieser Punkte ist aber der Schnittpunkt von I mit VI, der dritte ist der 
Schnittpunkt von III mit IV, während sich der zweite als der Schnitt- 
punkt der Geraden, welche Punkt (I II) mit Punkt (IV V) ver- 
bindet, und der Geraden, welche Punkt {II III) mit Punkt (V VI) 
verbindet, darstellt. Das Sechsseit 1 11 III IV V VI hat somit die 
Eigenschaft, dass die Verbindungsgeraden seiner drei Gegenecken- 
paare sich in einem Punltte schneiden; es sind somit seine sechs 
Seiten Tangenten einer Curve zweiter Classe K" (Art, 40). 

Geht man umgekehrt von zwei einer Curve zweiter Classe K" 
umschriebenen Dreiseiten 1 11 III, IV V VI mit den Ecken 12 3, 
456 aus, so gilt für das Sechsseit III ... VI der Satz von Brianchon, 
welcher nichts Anderes aussagt, als dass P die Perspectivitätsase 
der beiden Di-eiecke m 1 4, «63 ist, wenn m und n die Punkte 
(III VI) respective (I IV) sind. Es müssen also die Geraden m n, 
1 6, 4 3 durch einen Punkt o (das Perspectivitätscentrura) hindurch- 
gehen. Aber die drei in gerader Linie liegenden Punkte m, n, sind 
nichts Anderes als die Schnittpunkte der Gegenseiten paare des Sechs- 
eckes 123 456; letzteres ist somit ein Pascal'sches, d. h. die 
sechs Ecken 1 2 34 5 6 liegen auf einer Curve zweiter Ordnung K'. 



„Jeder einem sich seihst con- 
jugirten Dr&tecke a a' a" wmecJme- 
bene Kegehclmitt K' eniliäU die 
Ecken von vnendlich vielen solchen 
Dreiecken, und zwar tst jeder PmiM 
von K' Ecke für ein solches Dreieck. " 



„Jeder einem sich selbst conju- 
t Dreiseite Aä' ä" eingeschrie- 
bene Kegelschnitt IC" berührt die Sei- 
ten von unendlich vielen solchen Drei- 
seiten, undzwar ist jede Tangente von 
K" Seite für ein solches Dreiseit." 
Wählt man nämlich auf dem, dem sich selbst conjogirten Drei- 
ecke aa a" umschriebenen Kegelschnitt K' einen beliebigen Punkt b 
und ist h' einer der Schnittpunkte von IC mit der Polare B von h 
bezüglich des Kegelschnittes K (bezüglich dessen aa' a" ein sich 
selbst conjugirtes Dreieck ist), so wird die Polare B' von b' durch 
b gehen und B in dem Pole b" der Verbindungsgeraden B" von b 
mit b' schneiden. Das Dreieck bh' h" ist ein in sich selbst con- 
jugirtes und seine Ecken müssen mit den Ecken des Dreieckes 
a a' a" auf einem und demselben Kegelschnitte liegen, welcher 
nothwendiger Weise K' sein muss, weil er mit K' fünf Punkte 
ari a" bb' gemeinschaftlich hat; es muss somit b" der zweite Schnitt- 
punkt von B mit E' sein. So ist also in der That jeder Punkt b 
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von K' eine Ecke für ein bezüglich K sich selbst conjugirtes, dem 
IC eingcschriebenee Dreiecis. 



Hätte man i-eciprok ei 
Dreiseite Ä Ä Ä" einen beli 
und ist J> der Pol irgeni 



sineni bezüglich Ä" sich selbst coiijugirten 
jen Kegelschnitt K" eingeschrieben 
■ Tangente B von K" bezüglich K, 
ferner B' eine der beiden durch b an K" gelegten Tangenten und 
h' ihr auf B gelegener Pol, so wird die Gerade hb' oder B" die 
Polare des Schnittpunkes 6" von B mit B' sein und BB'B" ist 
ein neues bezüglich K sieh selbst conjugirtes Dreieck. Die sechs 
Seiten ^ ^' j4", BB'B" dieser Dreiseite müssen einen Kegelschnitt 
berühren, welcher mit K" identisch sein muss, weil er mit K" die 
fünf Tangenten AA'A" BB' gemeinschaftlich hat; es muss somit 
B" die zweite durch i an K' gelegte Tangente sein, und ist so jede 
Tangente B von K" Seite für ein solches bezüglich K sich selbst 
conjugirtes dem K" umschriebenes Dreiseit. 

64. „Durchläuft ein Punkt ■p in der Ebene eines Kegehchniltes K 
einen beliebigen zweiten Kegelschnitt K', so gleitet seine bezüglich K be- 
stimmte Polare P als Tangente an einem dritten Kegelsdinitte K", 
welcher Kegelschnitt K" sugldch als Ort des bezüglich K bestimmien 
Poles einer variablen Tangente von K' auftritt." 

Sind nämlich a, b irgend zwei feste Punkte von K', A, B deren 
feste Polaren bezüglich K, ferner ap, bp oder X, Y die Ver- 
bindungsstrahlen des die Curve K' beschreibenden Punktes p mit 
a, b, und X, y die auf A, B reepective gelegenen Pole dieser Ver- 
bindungsstrahlen, so ist xy die Polare P von f. Bewegt sich nun 
f auf K", so ist Büschel (Z) A Büschel (7); aber es ist (Art. 56) 
Büschel (X) 7\ Reihe {x) und Büschel ( J) 7\ Reihe (y), somit auch 
Reihe (a:) 7\ Beihe {^), so dass xy oder P als die Verbindungs- 
gerade der sich entsprechenden Punkte x, y der auf Ä, B auf- . 
tretenden projecti vischen Reihen eine Curve zweiter Classe K" um- 
hüllen wird, wenn sich f auf K bewegt, was zu beweisen war. 

Sind p, q irgend zwei Punkte von K', P, Q ihre Polaren, also 
Tangenten von AT", so wird die Gerade p q oder M den Schnittpunkt 
m von P, Q zum Pole haben. Bewegt sich nun q auf K' gegen p, 
so wird sich Jtf der Tangente Tvon K' inj) nähern; zugleich wird sich 
auf K" Q der Tangente P und m dem BerUhmngspunkte t von K" 
mit P nähern, so dass also „der Pol der Tangente von K' in p der Be- 
rührungspunkt von K" mit P ist". Lässt man somit eine Taugente T 
längs K' hingleiten, so wird ihr Pol t die Curve K" beschreiben, 
„Solche zwei Cv/rven loie K', K" , von denen jede die Polaren der 
Ihinkte der andermi zu Tangenten hat, wahrend sie zugleich der Ort 
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der Pole der Tangenten der anderen ist, werden als zuiei besilgltch K 
redproke Polarcv/rven bezeichnet." 

Anmerkung. Durch einen gegebenen festen Kegelschnitt K 
ist in dessen Ebene eine wichtige Verwandtseiiaft, die sogenannte 
„Verwandtschaft der polaren Reciprocität" festgesetzt, wenn man 
jedem Punkte p dessen Polare P bezüglich K, und umgekehrt jedem 
Strahle P dessen Pol p als entsprechendes Element zuweist. Die 
Punkte (Tangenten) von Ä" haben die Eigenschaft, dass sie mit den 
ihnen entsprechenden Strahlen (Punkten) perspeetivisch liegen, da 
die Polare eines Curvenpunktes die in ihm berührende Curven- 
tangente ist. Sind ein Punkt und ein Strahl perspeetivisch, so sind 
auch der entsprechende Strahl und Punkt perspeetivisch (Art. 56). 
Den Strahlen eines Büschels entsprechen die Punkte einer Reihe, 
welche mit dem Büschel projectivisch ist (und umgekehrt). Den 
Punkten einer Curve zweiter Ordnang Ä" entsprechen die Tan- 
genten einer Curve zweiter Classe K", welche als die der ersten 
Curve entsprechende Curve zu betrachten ist; den Tangenten jener 
Punkte entsprechen die Berührungspunkte dieser Tangenten. Zwei 
conjugirteu Polen von K' entsprechen zwei eonjugirte Strahlen von 
K", und umgekehrt. Einem bezüglich K' sich selbst eonjugirten 
Dreiecke entspricht ein bezüglich K" sich selbst conjugirtes Dreiseit. 

Einem System von n Punkten mit allen ihren Vei'- 

bin dungsgeraden (vollständiges n-Eck) entspricht ein System von n 

Geraden mit allen ihren - 

Seit); einem einfachen ji-Eck entspricht ein einfaches n-Seit, und zwar 
entsprechen den Ecken und Seiten des ersten die Seiten und Ecken 
des zweiten. Einem einfachen Sechseck, dessen drei Gegenseiten paare 
sich in drei Punkten einer Geraden sehneiden (Paseal'sches Sechs- 
eck), entspricht ein einfaches Sechsseit, dessen drei Gegenecken paare 
auf drei durch einen Punkt gehenden Strahlen liegen (Brianchon 'sches 
Sechsseit). Zwei projectivischen Punktreihen, ihrer Direetionsaxe, 
ihrem Erzeugniss (Curve zweiter Classe) entsprechen zwei projecti- 
visehe Strahle nbüschel, ihr Directionscentrum, ihr Erzeugniss (Curve 
zweiter Ordnung). Einer Punktinvolution (conlocalevertauschungsfähig- 
projectivische Punktreihen) entspricht eine Strahlen in volution (con- 
iocale vertauschungstähig-projectivische Strahlenbüschel) ; den Doppel- 
punkten der ersteren die Doppel strahlen der letzteren u. s. w. 

In der Existenz dieser durch einen Kegelschnitt festgesetzten 
pokrreeiproken Verwandtschaft liegt auch ein Beweis des in I. 
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Art, 30 A) ausgesproeheneo Reciprocitätagesetzes für die Eben«. Ist 
IC irgend eine ebene Cui've von der n-ten Ordnung und m-tcn 
Classej d. h. eine Curve, welche mit einer Geraden n Punkte 
gemeinschaftlich hat und von deren Tangenten je m durch einen 
beliebigen Punkt hindurchgehen, so wird die zu ihr bezüglich des 
(Fundamental-) Kegelschnittes ^ polar Reciproke K", d.h. dieEnve- 
loppe der Polaren, welche den einzelnen Punkten von K' entsprechen, 
und zugleich der Ort der den einzelnen Tangenten von K' zukommen- 
den Pole eine Curve von der )i-ten Classe und m-ten Ordnung sein. 
Denn die Zahl der Punkte von K", welche auf einer Geraden liegen, 
ist gleich der Zahl der Tangenten von K', welche durch den Pol dieser 
Geraden gehen, weil ja jene Punkte diesen Tangenten entsprechen, 
und diese Zahl ist m; und die Zahl der durch einen Punkt gehen- 
den Tangenten von K" ist gleich n, weil sie ja den n Schnittpunkten 
von E" mit der Polare jenes Punktes entsprechen. Das heisst: 

„Die Polarreoiproke einer Owrve n-ter Ordnung und m-ter Glosse 
ist eine Curve n-ter Glosse und m-ter Ord/iiung." 

Da jedem Punkte von K die augehörige Tangente von K als 
Polare zukommt, so erkennt man sofort die Richtigkeit des Satzes : 

„ Wenn zwei Gv/riien in Bezug auf einen Kegelschnitt K polar- 
reciprok sind, SO sind die Tangenten des Kegelschnittes K in dessen 
Schnittpunkten mit einet' der beiden Gu/t'ven, Tangenten der anderen, 
wid die BerUhrujigspunkte des Kegelschnittes K mit den ihm und einer 
d&r beiden ötz/rven gem&inschaftlichen Tangenten sind Pwiikle der anderen 
Cwve." 

65. Mit Rücksicht auf den voj-letzten Artikel können wir nun 
sofort die dortigen Sätze folgen de rmassen ergänzen : 



„Einem Kegelschnitte K' , wel- 
chm- ein^n bezüglich K si-ch seihst 
conjugirten Dreiseite AA Ä' ein- 
gesdirieben ist, Icann man unend- 
lich viele solche Dreiseite umschrd- 
ben. Die Kclcen (dler dieser Drei- 
seite sind Punkte eines und des- 
selben Kegelschnittes K' , welcher 
die zu K" bezüglich K -^olaii-eci- 
proke Cui've darstellt." 
Die beiden Kegelschnitte K K" sind in der gegenseitigen Be- 
ziehung, dass es unendlich viele Dreiecke ad a" , bb'b",... gibt, 
welche dem Kegelschnitte K' eingeschrieben und zugleich dem 
Kegelschnitte K" umgeschrieben sind; jedes dieser Dreiecke ist 



„Einem. Kegelschnitte K' , 
eher einem, bezüglich K ddt selbst 
conjugirten Dreiecke a' a" a'" um- 
geschrieben ist, kann man unend- 
lich viele solche Dreiecke einschrei- 
ben. Die Seiten aller dieser Drei- 
ecke sind Tangenten eines wnd des- 
selben Kegdsdinittes K',, loelAer die 
zu K' bezüglidi K polarredproke 
Gurve darstellt." 
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boaügüch K ein sich selbst conjugirtes Dreieck und von den Curvcn 
K', K" ist jede die aur anderen bezüglich K polaiTcciproke, 

Es möge bemerkt werden, .daas man, abgesehen von der polar- 
reciproken Verwandtschaft, den Satz beweisen kann : 

„Wenn es ein Dreieck g^i, loclches einem Kegelschnitte K' ein- 
geschrieben und einem zioeiten Kegelschnitte K" umgeschrieb^i ist, so gut 
es unendlicJi viele solehe Dreiecke, imd zwar ist jeder Punkt von K' 
Ecke eines solchen Dreieckes und jede Tangente von K" ist Seite für 
ein solches Dreieck, welches K' ein- und K' timgeschrieben ist." 

Es seien aa'a" die auf K' gelegenen Ecken und AA' A" die 
ihnen gegenüberliegenden, K" berührenden Seiten eines Dreieckes, 
welches dann wirklich dem K' ein- und dem K" umgeschrieben ist. 
Zieht man von einem beliebigen Paukt b des Kegelschnittes K an 
K" die beiden Tangenten B', B", welche K' in &", b', respective 
zum zweiten Male schneiden mögen, so hat man zwei Dreiecke 
aa'a", bb'b", welche einem Kegelachuitto K' emge schrieben sind; 
ihre sechs Seiten müssen nach Art. 63 Tangenten eines zweiten 
Kegelschnittes sein, welcher jedoch mit K" identisch sein muss, 
weil er ja mit K" fünf Tangenten gemeinsam hat, nämlich die drei 
Seiten des Dreieckes aa' a" und die zwei Seiten bb', bb" des anderen 
Dreieckes. Es muss also die Gerade b'V oder B auch eine Tan- 
gente von K" sein, und wir haben ein neues Dreieck bb' b", welches 
dem K' ein- und dem K" umgeschrieben ist, und zwar gibt es imr 
dieses, welches & aur Ecke hat. Ebenso erkennt man, dass jede 
Tangente B von K" Seite für ein solches Dreieck ist, dessen zwei 
anderen Seiten die durch die Schnitte b', b" von K' mit B an K' ge- 
legten Tangenten B", B sind, welche sich nach Art, 63 in eurem auf K' 
gelegenen Punkte b (der dritten Ecke des Dreiseits) schneiden müssen. 

Zwei in dieser bemerkenswerthen Beziehung befindliche Kegel- 
schnitte erhält man, wenn man irgend ein Dreieck wählt, durch 
seine drei Ecken einen beliebigen Kegelschnitt K hiudurchlegt und 
einen zweiten Kegelschnitt K" so construirt, dass er alle drei Seiten 
des Dreiecks zu Tangenten hat. Man wird also für K' noch zwei 
beliebige Punkte, durch welche K' hindurchgehen soll, und für K" 
noch zwei beliebige Tangenten, die K" berühren soll, wählen können, 

Anmerkung. Die Ti'ipel der Eukan aller äer dem K' eingescliriebeneii 
Dreieoke bilden eine einfache UnendliclikBit von dreipnnktigea (dreielementigen) 
Gruppen, von denen jede vollkammen und unzweideutig beätimait ist, wenn man 
legend einen ibrer Punkte {eines ihrer Elemente) kennt. Sowie man eine einfache 
Unendiiohkeit von Elenientenpaaren, welche diese Eigenschaft besitzt, als eine 
quadratische Involution (Involntion aweiten Grades) beaeichnot (I, Ai't. 103), so 
nennt man eine einfache Unendlichkeit von Tripeln von Punkten eines Kegel- 
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sehn tte= vcn deupo jpüp Im h Pina i bp ler 1 lukt 11k nnifn I f ti ii t tt 

eine cubiBuhe Involution (Involut on lutten Qndex) 

Projioirt man je diei Punkte von K wekhe ein Tripel bilden (die Ecken 
eines dem K uuLchriebenen ind K emgescb lebeien Dreiecl es bilden) aus 
H^end einem testen Punkte o vm K so erfklt man iie Stnhlentnpel eiuei 
fetralilenmvoluti ii dritten Giades am Punkte o 

Ebenso biHec die beitentiipel aller dei Dieiecke welche K eingeBohneben 
und K nm^eschneben ainl eine cubisehe Tangenteninvolution auf K welche 
jede Tangente in einer geiiden cnbistben Pi nktinvolution schneidet 

Wenn man le zwei Elemente welche einem Tripel aagehöien als emandei 
ent'^iechende beseichnet so sieht man sntort dass jedem Elemente x 6-wei Ele 
mente i, i, entspipchen Dem x amd t, x nnd dem x Bind a. i. ils pi tsj-iechenl 
augewiesen Das Tripel o-c a, ist in sich geschlossen Die letzten batze beweisen 

Eine ubuH-ke Inw/fiitum tat durü eicei hehelnq qei hlie Tripel aa a bb f 
volllayaanev, heataamt 

Eme cvMache MoohOtoi ist diaek em Tr pd aa a ind bb> F a l Ii 
eaispi ei-hender Elemente vallhonimen beatimimt 

Denn lenkt man sich die Involution ala Punktinvilution auf einem Ke^el 
schnitte K s) beshminen im ersten Falle die Seiten der beiden Dieiecke au a 
bf b ind im aweiten Falle die drei Seiten des Dieieckes aa a mit den Ewei 
Geraden fb c -ih Tangenten les Kegelschnittes K (les Iii% olutionsk-gel 
Schnittes) diesen vollständig: 

D e einem beliebigen Punkte e von K eiiUpreobende [mit ihm a n Tniel 
billenden) Punkte a, e eihalt man als dK "si-hnitte v a K mit den i vei duiib 
a Ti ff „elend n Taif,e tu i 



Sechstes Kapitel. 

Projectivische Punkt- und Tangentensysteme an Kegel- 
te chuitten. 

66. Da die beiden Büschel, welche man erhält, wenn irgend 
zwei Punkte eines Kegelschnittes K mit allen übrigen durch Gerade 
verbunden werden, projectiviech sind, so ist der Werth des Doppel- 
verhältnisses (AB CD) der vier Strahlen, welche irgend vier feste 
Punkte a, b, c, d von K mit irgend einem fünften Punkte s von K ver- 
binden, nicht von der Lage des Punktee s auf K, sondern nur von 
der Lage der vier Punkte n, h, c, d auf K abhängig. Diesen für alle 
Lagen von s auf K Constanten, nur von a, i, c, d abhängigen Werth 
nennt man das Doppelverhättnias der vier Punkte a,b,c,d des 
Kegelschnittes K und bezeichnet diesen Werth symbolisch mit 
(abcd). Man hat also (ahcd) ^ (ÄBCD), wenn diese vier Sti-ahlen 
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jene vier Punkte mit einem beliebigen fönften Punkt von K ver- 
binden. 

Ist der Werth dieses Doppel Verhältnisses (aJcd) = — 1, so 
werden die beiden Piinktepaare ab, cd als zwei harraonisehe Fuakte- 
paare oder die vier Punkte a, &, c, (^ als vier harmonische Punkte 
desKegelschnittes bezeichnet. Es sind also vier harmonische Punkte 
eines Kegelschnittes solche, welche aus jedem Punkte s dieses Kegel- 
schnittes durch vier harmonische Strahlen projicirt erscheinen. Fällt 
der Punkt s mit einem der vier Punkte, z, B. mit a zusammen, so 
geht sa, d. i, Ä, in die Tangente der Curve im Punkte a über. 

„Sind a&, cd zwei harmonisGhß Punktepaare eines Kegdschiütes 
K, so sind die Geraden ah, cd, loelcke diese Punktepaare enthalten, 
conjugirte Strahlen bezüglich K" (d. h. jede dieser Geraden geht dwch 
den Pol der anderen hindv/rch). 

Projicirt man nämlich diese vier harmonischen Punkte einmal 
aus a und das andere Mal aus i, so erhält man im ersten Falle vier 
harmonische Strahlen ABCD, von denen der ersteh die Tangente 
von a istj und im zweiten Falle vier harmonische Strahlen Ä' E C U, 
von denen der zweite E die Tangente von i ist, während der 
Strahl ah im ersten Quadrupel B und im aweiten A' heisst. Wir 
habena[9o:(A£CÜ) = (d'£'C'i>') = ~ 1; nun ist (siehe I, Art. 14) 

{B-A-C-D') = ^7^^^ =^ = -'^' ^o"^" (ÄßCD) = 
(^E A' C D"), und ia. in diesen dop pelverhältn issgleichen Büscheln der 
gemeinschaftliehe Strahl B ^ A' sich selbst entspricht, so müssen die 
Punkte, in denen sich die übrigen drei Paare sehneiden, also {A B'), 
(CC), {DD') in gerader Linie hegen (I, Art. 33, 4), d. h. der Schnitt- 
punkt der Tangente A von a mit der Tangente E von h Hegt auf 
der Greraden cd, so dass diese durch den Pol von a h goht, was zu 



Der Werth des Doppelverhältnisses der vier Punkte a, b, c, d, in 
welchen vier feste Tangenten A,B, C, D einer beliebigen fünften Tan- 
gente 5 von jS" begegnen, ist nicht von dieser letzteren, sondern nur 
von den vier ersteren Tangenten abhängig, da ja die aämmthchen Tan- 
genten von /rauf je zwei (also auf allen) projectivische, d. h. doppel- 
verhältnissgl eiche Reihen bestimmen. Diesen constanten Werth be- 
zeichnet man als das Doppelverhältniss der vier Tangenten 
A,B,C,D von .ffsymbolischmit(-4 5CI>); es ist also {ABCD) = 
(ahcd), wenn diese vier Punkte die Schnittpunkte jener vier Tangenten 
mit einer beliebigen fünften Tangente von ,ff sind. Wenn (ABCD) 
= — 1 ist so nennt man die vier Tangenten harmonisch; 
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solche viür harmonische Tangenten schneiden jede fünfte Tangente 
■5 von K in vier harmonischen Punkten. 

Fällt S mit A zusammen, so ist der Schnittpunkt von B und 
Ä durch den Berührangspunkt der Tangente A dargestellt. 

„TFenw A^, CD zwei hai'moniaclie Tangentenpaare eines Kegel- 
scknittes K sind, so sind die heiden PiMikte (AB), (CD), in denen dch 
die Tangentem je eines Paares schneiden, conjiigirte Pole hesüglidi 
K" (d. h. jeder dieser Punkte liegt auf der Polare des anderen). 

Werden nämlich die vier harmonischen Tangenten Ä, B, C, D 
mit A in. den Punkt a,b,c,d, und von B in den Punkten a,b',c',d' ge- 
selinitten, wobei a und h' die Berülirangsp unkte von A, respectlve 
B sind und b oder a' den Schnittpunkt von A mit B darstellt, so 

ist (ah cd) =r (a'h'e d') = — 1; da jedoch (b'a'c'd') = — — - — — = 

{ah cd) 

= — 1 ist, so bat man (ah cd) ^ (b'a'c'd) und wegen h = a' 

müssen die drei Geraden ab', cc, d. j. C, und dd', d. i. D durch den- 
selben Punkt geben, so dass also der Schnittpunkt von C und D 
auf der Verbin dungsgeraden ab' der Berilhi-ungspunkte von A und 
B liegt oder: es liegt (CD) auf der Polare von (AB). 

Aus Art. 34, sowie aus Art. 52 folgt unmittelbar: 

„Das Dojypelverhältniss von irgend vier PHm^iten ahcd eines Kegel- 
schnittes und das DoppeloerhlUtniss der in diesen Punkten berührenden 
vier Tangenten AB CD hohen gleichen Werth, d. lt. es ist (AB CD) 
= (ab od)." 

Inabesondere : 

„Die Tangenten in vier harinonischen Punkten eines Kegelschnittes 
sind harmonisch, wnd umgekehrt." 

67. Soll ein Kegelschnitt K durch fünf Punkte a, h, c, d, s hin- 
durchgehen, so ist er vollkommen bestimmt; zugleich ist auch der 
Weilh des Doppelverhilltnisses der vier Strahlen s (a, h, c, d) ') 
gegeben, und wenn sich der Punkt s auf K fortbewegt, so bleibt 
dieser Werth unverändert. 

„Man kann also einen durch vier Punkte hindwchgehenden Kegel- 
schnitt als den Ort eines solc/ien Punktes betrachten, loelcher mit jenen vier 
Punkten vier Strahlen von unveränderlichem Doppelverliältniss bestimmt.'^ 

') Mit s {a, h, c, d) aollen die vier Strahlen bezeichnet werden, welche den 
Punkt g mit den Paukten a, b, e, d verbinden; dasselbe Symbol kann anoh zur 
Bezeichnung ctea Doppel Verhältnisses dieser vier Strahlaa henütat werden. Ebenso 
sollen mit S (Ä, B, O, D) die vier Pnnkte, in denen S von A, B, O, D geschnitten 
wird, oder daa Doppelverhältniss dieser vier Punitte bezeichnet werden. 
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Sind die vier Punkte a, b, c, d und der coustante Doppeiverhältnisa- 
werth k gegeben, so ist auch der Kegelechnitt K vollkommen and 
eindeutig bestimmt; denn rückt auf dem fi'aglichen Kegelscbnitt s 
nnendlich nahe zu d, so geht sd in die Tangente ö von d über, 
während sa, sb, sc in da, db, de übergeben. Es gibt jedoch nur 
einen Strahl D, welcher als vierter mit den Strahlen da, db, de 
ein Doppelverhältniss von gegebenem Werthe k liefert. (I, Art. 15). 
So erscheint die Tangente des Kegelschnittes im Punkte d und da- 
durch auch der Kegelschnitt selbst eindeutig bestimmt. Ertheilt 
man dem k alle reellen positiven und negativen Werthe, so erhält 
man die sämmtlichen durch a,h,c,d hindurchgehenden Kegelschnitte. 
Wenn k=o wird, so muss (siehe I, Art. 13) entweder sa mit sc 
oder sb mit sd zusammenfalJen, d. h. der Punkt s hegt entweder 
auf ac oder auf b d, so dass dem Werth k = o das Geradenpaar 
ac, bd als zugehöriger Kegelschnitt entspricht. (Siehe Artikel 28.) 
Ebenso erhält man für 7c ^ + oo das Geradenpaar ad, bc, 
weil entweder sa mit sd oder sb mit sc ziusammenfallen muss; und 
wenn endlich k den Werth + 1 annimmt, so muss entweder s c 
mit sd oder sa mit sb zusammenfallen und man erhält das Ueraden- 
paar ab, cd als zugehörigen Kegelschnitt. Wird k := — - 1, so sind 
die vier Strahlen s (abcd) harmonisch und der entsprechende Kegel- 
schnitt wird als ein harnaonischer Kegelschnitt bezeichnet. Die 
vier Punkte a, b, c, d sind auf diesem Kegelschnitte vier harmonische 
Punkte. 

„Dwch vier Pimkte a, b, c, d kann man drd harmonische Kegel- 
schnitte legen." 

Auf dem einen werden ab, cd, auf dem anderen werden ac, 
bd, und auf dem dritten werden ad, bc zwei harmonische Punkte- 
paare sein. Diese drei harmonischen Kegelschnitte zusammen sind 
als Ort eines Punktes zu betrachten, welcher mit den vier Punkten 
verbunden vier Strahlen liefert, die in irgend einer Aufeinander- 
folge harmonisch sind. 

In derselben Art „kann man einen vier Gerade A, B, C, D be- 
rührenden Kegelschnitt als Umhüllende aller Geraden S betrachten, 
welche von jmien vier G&raden in vier I\mkten a, b, c, d von timver- 
änderlidiem Doppelverhältmssto&i'the k = (abcd) geschnitten werden." 

Allen reellen Werthen von k entsprechen alle dem Vierseit 
ABCD ein geschi-i ebenen Kegelschnitte, und zwar bestimmt der 
Werth von k den zugehörigen Kegelschnitt eindeutig, da man 
seinen Berührungspunkt d mit D eindeutig (I, Art. 15) durch 



y Google 



^2 Steinte. K.pit.i. 

die Bedingung erhält, dass er a!s vierter Punkt mit den Schnitt- 
punltten von T> und A, B, C das Doppelverliältniss Ic liefern soll. 

Den Werthen o, r^z■>^, 1 entsprechen die Punktopaare [A C), 
(BD); {AD), (ßC); (AB), (CD) als dem Viereeit ABCD ein- 
geschriebene Kegelschnitte. (S. Art. 47.) 

Endlich erhält man einen harmonisch dem Vieraeit ein- 
geschriebenen Kegelschnitt für & =: — 1, auf welchem AB 
und CD zwei harmonische Tangentenpaare darstellen. „In ein Vier- 
sen kann man drei harmonische Kegelschnitte einsehreiben", je nachdem 
man entweder AB und CD, oder AC und BD, oder AD und BC 
als zwei Paare harmonischer Tangenten gelten lässt. Diese drei 
harmonischen Kegelschnitte ausamraen sind als Enveloppe jener Ge- 
raden zu betrachten, welche von den vier festen Geraden A, B, C, D 
in irgend einer Aufeinanderfolge in vier harmonischen Punkten ge- 
schnitten wird. 

68. „Wmn drei Funkte (Tangenten) eines gegebeiien Kegelschnittes 
u>nd der Werth des DoppelverhäÜnisses, welchen ein vierter Pwnkt (Tan- 
gente) mit den drei ersten iestimmt, gegeben sind, so ist der vierte 
Punkt (die vierte Tangente) eindeutig hestimint." 

Es sei K der Kegelschnitt, a, b, c drei gegebene Punkte des- 
selben und k der gegebene Werth des Doppelverhältnisses (abcd); 
ist s irgend ein Punkt von K, so ist s (a, h,c,d) = k, wodurch der 
Sti-ahl sd und somit auch der Punkt d eindeutig bestimmt erscheint. 
Ebenso reciprok. Da man nach dem in I, Art. 14 gegebenen Ver- 
fahren jedes der vier ein Doppeiverhältniss bildenden Elemente 
ohne den Verhältnisswertb zu ändern an die letzte Stelle bringen 
(zum vierten machen) kann, so sehen wir; 

„Ein Pwnkt (eine Tangente) eines gegebenen Kegelschnittes ist 
vollkommen und eindeutig bestimmt, wenn man den Werth des Doppel- 
v^hältnisses kennt, welches der Punkt (die Tangente) mit drei anderen 
gegebenen Punkten (Tangenten) des Kegelschnittes liefert." 

69. Wählt man einen beliebigen Punkt s eines Kegelschnittes 
K zum Scheitel eines Strahlenbüscbels, so wird jeder Punkt w von 
^in einem Strahle sx oder X des Büschels liegen und jeder Strahl 
X des Büscheis enthält ausser s iioch einen Punkt x der Curve K. 
Wenn wir awei solche Elemente x, X als entsprechende betrachten, 
so können wir das Strahlenbüschel s als perspectivisch mit dem 
Punktsystem auf Z'bezeichnen. Sind a, 6, c, ^ irgend vier Punkte 
von K und A, B, C, D die durch sie gehenden Strahlen des Büschels, 
so ist nach Früherem (ahcd) = (ABCD) zu setzen. Selbstverständlich 
entspricht dem Scheitel a als besonderer Lage von x die Tangente 
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S von K in 3 als Strahl des Büschels. Lässt man s auf K fort- 
rücken, so erhält man nnendlich viele Strahleiibiischel, welche alle 
mit demselben Punktsystem auf K perspectiviech und in der That 
auch (Art. 21) untereinander projectivisch sind. 

Ebenso kann man das Tangentensystem eines Kegel- 
schnittes -ST in perspectivische Beziehung mit der Punktreihe 
setzen, welche irgend eine Tangente S" zur Axe hat, wenn man 
jeder Tangente X' jenen Punkt x' von S' als entsprechenden zu- 
ordnet, welcher mit X' perspectivisch ist (d. h. x' ist der Schnitt- 
punkt von S' mit X'). Der Tangente S' entspricht selbstverständlich 
ihr Berührungspunkt s'. Sind A' B' C D' irgend vier Tangenten imd 
a'h' c d' ihre Schnittpunkte mit S', so ist nach Früherem (Ä' ^ CD') 
= (a' h' c d') zu setzen. Lässt man S' rariiren, so erhält man unend- 
lich viele Punktreihen, welche mit demselben Tangentensystem von 
K perspectivisch und in der That (Art. 41) untereinander projec- 
tivisch sind. 

Die Punkt- und Tangenten Systeme an Kegelschnitten kann 
man als Elementensysteme an Kegelschnitten bezeichnen. 
Die Kegelschnitte sind die Träger der Systeme. Jedes solche 
System ist mit einfach unendlich vielen untereinander projectivischen 
Grundgehilden erster Stufe perspectivisch ; und zwar ein Punkt- 
system mit den sämratlichen Strahle nb lisch ein, deren Scheitel die 
einzelnen Punkte des Systemes sind, und ein Tangentensystem mit 
den sämmtlichen Punktreihen, deren Axen die einzelnen Tangenten 
des Systemes sind. 

10.' „Sind auf zwei Kegelschnitten K, K' zwei Elementensysteme: 
2 auf K und S' auf K' , dwck irg&nd welche geometrische Beziehung 
in eine solche Verwandtschaft gesetzt, daaa jedem Elemente eines der 
beiden Systeme ein und nur einziges dwrch dasselbe iestimmte Element 
des anderen Systemes entzieht, so ist das Doppelverhältniss von irgend 
vier Elementen des einen Syst^nes gleich dem. Do^elverhUUnisse der 
vier entsprechenden Elemente des anderen Systemes. Zwei solche Systsme 
bezeichnen wir als projectlvische ElemenUmysteme auf den Kegel- 
schnitten K, K'." 

Denn ist irgend eines der mit Z, und G' irgend eines der 
mit 2' perspecti vi sehen Grundgebilde erster Stufe, so folgt aus der 
Eindeutigkeit des Entsprechens der Elemente von 2 und 2' sofort 
die Eindeutigkeit, d. h. Projectivität oder Doppelvcrhäitnissgleiehheit 
der Gebilde G, G' (1, Art. 94), und da man unter dem Doppel- 
verhältniss von irgend vier Elementen von 2 das Doppelverhältniss 
der vier mit ihnen perspecti vischen Elemente eines zu 2 perspecti- 
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vischen einstufigGii G-rundgebildes G zu vci'stelion Iiat, so erkennt 
man sofort die Doppel verhält nissgleichheit zwischen entsprechenden 
Elementenquadrupeln der Systeme S und S'. 

Nach Art. 68 ist die Eindeutigkeit der Verwandtschaft zwischen 
2 und 2' eine unmittelbare Folge der Doppelverhältnissgleichheit. 

Nach I. Art. 37 und 38 hat man sofort: 

„ Wenn in einer Reihe von Elemewtensyatemen, von denen jedes 
auf einem beliebigen Kegelschnitte, gegebm ist (diese Keqelschmtfe Jumnen 
beliebig im Baume veHheilt sein), das erste ^rojectivisch ist mit dem, 
zweiten , dieses mit dem dritt-en, dieses mit dem viet tm, it s m , so sind 
je swm. von ihnen tmd inshesondere ist audi das emto mit dem hl~fe}> 



Dabei müssen selbstverständlich solche Elemente \on zwei in 
jener Reihe durch ein System getrennten Systemen als einander 
Entsprechende betrachtet werden, welche einem und demselben 
Elemente des sie trennenden Systemes projectivisch entsprechen. 

„IHe projectivische Beziehung zwisdten zwei Elementensystemen an 
Kegelschnitten ist vollkommen bestimmt, wenn man diese Kegelschnitte 
(Träger) und drei Paare entspreche^idei' Elemente Jcennt." 

Sind K, K' die als Träger der Systeme S, 2' aufti'etenden Kegel- 
schnitte, a, ß, Y irgend drei Elemente von 2, denen die Elemente 
«', ß', y' ■^on S' entsprechen, so wird das einem Elemente ^ von 2 ent- 
sprechende Element ^' von 2' definirt und eindeutig bestimmt durch 
die Doppelverhältnissgleichheit {a'^' ■^'%') = (a.^-^i^). 

Was die Vervollständigung der beiden Systeme 2, 2', d. i. 
die Construction entsprechender Elemente betrifft, so ist dieselbe in 
dem Vorangehenden erledigt. Sind nämlich G, G' irgend zwei von den 
Grundgebilden erster. Stufe, die mit S, 2' respective perspectivisch 
sind, und a, 6, c die mit o, ß, 7 perspecti vischen Elemente von G, sowie 
a', b', c die mit a', ß', y' perspecti vis chen Elemente von G', so ist durch 
die drei Elementenpaare aa', hh', cc' die projectivische Beziehung 
zwischen den Grundgebilden erster Stufe G, G' (das sind gerade Punkt- 
reihen oder Strahlenbüschel) vollkommen gegeben und man wird sie 
nach den in I, Art. 39 — 41 gegebenen Methoden leicht vervollständigen 
können. Um zu einem Elemente ^ von 2 das Entsprechende zu finden, 
hat man nur zu dem mit | perspecti vis chen Elemente ce von G das 
in G' projectivisch entsprechende a: aufzusuchen, so wird jenes 
Element 5' von 2', welches mit x' perspectivisch ist, das Gesuchte sein. 

71. In einzelnen Fällen lässt sich die Vervollständigung von 
2, 2' direct. auf die Vervollständigung perspecti vis eher Grandgebilde 
erster Stufe zurückführen : 
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1) Wenn zwei pi-ojeetivische Punktsysteme 2,2' auf Kwci in 
derselben Ebene gelegenen Kegelsebnitten K, K' durch drei Paar 
eotsprechender Punkte, ahc auf ^, a'h'd sxd K' gegeben sind und 
vervollständigt werden sollen, so verbinde man awei entsprechende 
Punkte, z. B, a und a durch eine Gerade, bestimme den zweiten 
Schnittpunkt s von aa mit K und ebenso ihi'en zweiten Schnitt- 
punkt s' mit K' (wenn K, IC nicht gezeichnet vorliegen, sondern 
nur durch je fünf Punkte gegeben sind, so ist nach Art. 30 vor- 
zugehen). Das mit 2 perspeutivische Strahlenbüschel G, welches s 
zum Scheitel hat, ist mit dem zu 2' perspectivischen Büschel G', 
weiches s' zum Seheitel hat, nicht nur projectivisch, sondern per- 
speetivisch, weil zwei einander entsprechende Strahlen sa, s'a zu- 
sammenfallen. Die Perspectivitätsaxe ist die Verbindungsgerade des 
Schnittes von sb und s'b' mit dem Schnitte von sc und s'c', und 
es wird dem Punkte w von K der Punkt x von K' entsprechen, 
wenn sich die Geraden scc, s'x in einem Punkte der Perspectivitäte- 
axe schneiden. 

2) Ist S das Tangentensystem eines Kegelschnittes K und 2' 
das Tangenten System eines zweiten in derselben Ebene gelegenen 
Kegelschnittes K', und ist die Projectivität der Systeme durch 
Angabe der irgend drei gegebenen Tangenten A, B, C von K ent- 
sprechenden Tangenten A', B', C von IC bestimmt, so bringe man 
irgend zwei entsprechende Tangenten, z. B. Ä und Ä' zum Durch- 
schnitte, lege durch diesen Punkt (ÄA') an K die zweite Tangente 
iS und an K" die zweite Tangente jS' und betrachte G und G' als 
die Punktreihen, welche von 2, 2' auf S, S' respective bestimmt 
werden. Diese Punktreihen sind perspectivisch, weil sich der ihnen 
gemeinschaftliche Punkt (SÄ) ={8' A') ~ (SS') selbst entspricht. 
Das Perspectivitätscentrum erhält man als den Schnittpunkt der 
Geraden, welche {SB) und (8' B') verbindet, mit der Geraden, 
welche (SC) mit (S'C) verbindet, und es wird der Tangeute X 
von K die Tangente X' von IC entsprechen, wenn die Gerade, 
welche (XS) mit (X' S') verbindet, durch jenes Perspectivitäts- 
centrum hindurchgeht. 

3) Ist 2 ein Punktsystem auf -ff und S' ein ihm projectivisches 
Tange nteneystem auf dem mit K in derselben Ebene gelegenen Kegel- 
schnitte -ST', sind ferner (s,&,c irgend drei Punkte von 5" und A', B', C 
die ihnen entsprechenden Tangenten von K', so verbinde man a 
mit dem Berührungspunkte von A' durch eine Gerade, welche K 
in s und IC in »' zum zweiten Male schneiden möge. Das Büschel 
G, welches s zum Scheitel hat und mit 2 perspectivisch ist, ist 
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zunächst projectiviach mit der Panktrcihe G' , welche 2' auf der mit 
Ä' zusaminenfancnden Tangente 8' bostinirat, aber diese ist wieder 
perspectivisch mit dem Büschel, das man erhält, wenn man diese 
Punktreihe aus s' projicirt, so dass dieses letzte Büschel projec- 
tivisch mit dem Büschel s ist. Beide Büschel sind überdies per- 
spectivisch, weil, wie man leicht erkennt, der gemeinschaftliche Strahl 
ss' sich selbst entspricht, indem sa durch den Berührungspunkt 
A' h' ^ 1 g ht (M 1 "tt b wei perspectivischen 

p g g k ) 



E E e bei eh g m Ea n e be 

K u Panktsysten e iid nun 

e SQ je 1er zie e ninde 

P I ( m Alljem« n.) . nS 

R dl n I egelbchn Cte u. e ne 

E E E b 1 ng gerale r tsj e 

im s e n t dre Dopj alta 

e beheb g ra Eaiime gp 

K E zeagn sse de selben u 

ngeuten m Allg me ea 

E L pgen ednoh de be de 

äg E m ntle t de b liD ttp nkte 

T ertör d ung m t dre 

D E 

2 K d h Vereinigung zweier 

g r g Ä p erstellen, so können 

wit ihn einmal als K zum Ttagei emes Elementensystemes 2 und 
dann als K' zum Träger eines projecti vischen Elementen sy stein es 2' 
machen. So erhalten wir an einem und demselben Kegelschnitte 
zwei projectivisehe Eiementensysterae 2, S', welche wir als conlocal 
bezeichnen. 

Einen speciellen Fall conlocalcr projecti vi scher Elementen- 
systeme haben wir bereits kennen gelernt. Jedem Punkte x eines 
Kegelschnittes ist seine Tangente Z in a; eindeutig zugeordnet; in 
der That konnten wir in Art. 66 zeigen, dass das Doppel verhaltniss 
von irgend vier Punkten von K gleich ist dem Doppelverhältnise 
der zugehörigen vier Taugenten, d. h. also nach unseren jetzigen 
Bezeichnungen : 

„Die Punkte eines Kegelschnittes bilden ein System, tvelches pro- 
jedivisch ist mit deni System der in diesen Punkten berührenden 



y Google 



Wgüii man auf einem Kegelschnitte K zwoi pro] ectivi sehe 
Elomcntensysteme betrachtet, so sind sie entweder gleichartig (beide 
Punktsysteme oder beide Tangen tensyateme) oder ungleichartig 
(eines ein Punkt- und das andere ein Tangentensystem). Das 
System der Punkte von K und das mit ihm projectivische System 
der in diesen Punkten berührenden Tangenten kann man überdies 
als perspectivisch beaeichnen, weil je zwei entsprechende Elemente 
(Tangente und Berührungspunkt) in perspectivischer Lage sind. 

Sind die projectivischen Elementensysteme t, S' auf K gleich- 
artig, also beide entweder Punkt- oder Tangenten Systeme, so muss 
man jedes Element (Punkt, respective Tangente) doppelt zählen, 
einmal als zum Systeme 2 gehörig, dann möge es x heissen, und 
dann als zum Systeme 2' gehörig, wo es y' genannt werden möge 
[y'^^Lx). Die entsproch enden Elemente x' und y werden im All- 



gemeinen 



und von einander verschieden sein. Wenn das 



einem Elemente cc entsprechende Element x' mit ersterem zusammen- 
föllt (dann ist wegen y' ^,x auch y ^ x'), so erhalten wir ein „sich 
selbst entsprechendes Element" oder ein Doppelelemant der 
beiden gleichartigen projectivischen Systeme. Nach I., Art. 56 haben 
wir auch hier sofort den Satz : 

„Zwei conlocale gleichartige projectivische Systeme hesitzen zwei 
reelle oder imaginäre oder zusammetifaUeiide Dopfelelemenie." 

In der That, denkt man sich irgend eines der Elemente als 
Träger für zwei (also conlocale") Grundgebilde erster Stufe G, (?', 
welche mit den beiden projectivischen Systemen £, Ü' perspectivisch 
sind, so erhält man zwei conlocale projectivische Gebilde G, G', in 
denen (I,, Art. 56) zwei und nur zwei gleichzeitig reelle oder gleich- 
zeitig imaginäre oder zusammenfallende Doppelelemente auftreten. 
Jedes dieser Doppclclemente stellt zwei entsprechende zusammen- 
fallende Elemente von (?, G' dar, so dass also das mit diesem 
Doppelelemente perspectivische Element von S und S' zwei ent- 
sprechende Elemente der beiden Systeme in sich vereinigt, also ein 
Doppelelement der beiden Systeme darstellt. 

Zugleich erkennt man, wie diese Doppelelemente construirt 
werden können. Handelt es sich 

1) um zwei auf dem Kegelschnitte Ä' auftretende projectivische 
Punktsysteme, deren Beziehung durch drei Paare entsprechender 
Punkte aa', bb'j cc' auf K bestimmt erscheint, so projicire man 
diese Punktepaare aus einem beliebigen Punkte s von K, wodurch 
die drei Strahlenpaare AÄ', BB', CG' entstehen, durch welche die 
Projectivität der beiden concentrischen Büschel G, G' am Scheitel s 

Weyr. Goometaie. JI. Heft. 7 
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bestimmt erscheint. Construirt man nach L, Art, Ö7, die beiden 
Doppelstrahlen E, F dieser Büschel^ so werden sie K in zwei 
Punkten e, / schneiden, von denen jeder sich selbst entspricht: 
e' = e, /' be/. Es möge bemerkt werden, dass die Vervollständi- 
gung der beiden Büschel zugleich die Vervollständigung der beiden 
Punktsjsteme ist, da je zwei entsprechende Strahlen X, X' den 
Träger Ä" in awei entsprechenden Punkten x, x' der Systeme schneiden. 
Je nachdem die Doppel strahlen E, F reell, imaginär oder zusammen- 
fallend sind, sind es auch die Doppelpunkte e, /. 

2) Wenn auf einem Kegelsclinitte K die Projectivität zweier 
Tangenten Systeme durch Angabe dreier Paare entsprechender Tan- 
genten AA', BB', CC gegeben ist, so bringe man eine beliebige 
Tangente S von K mit den beiden Systemen zum Durchschnitt, wo- 
durch auf S zwei conlocale projeetiviscbe Punktreihen G, G' ent- 
stehen, deren Projectivität durch die drei Schnittpunkte paare aa', 
66', CC von Ämit ÄA'^ BB% CC bestimmt erscheint. Diese Punkt- 
reihen besitzen (I., Art. 57) zwei sich selbst entsprechende Punkte 
(Doppelpunkte) e, f, durch welche an K die beiden Tangenten B, 
F gelegt werden können, von denen jede sich selbst entspricht: 
E' = E, F" = F. Die durch irgend zwei entsprechende Punkte x, 
X der projectivischen Punktreihen auf B an K gelegten Tangenten 
X, X sind einander entsprechende Tangenten in den beiden pro- 
jectivischen Systemen. Je nachdem die Doppelpunkte e, / auf 8 
reell, imaginär oder zusammenfallend sind, sind es auch die Doppel- 
tangenten E, F der beiden conlocalen projectivischen Tangenten- 
systeme auf K. 

3) „ Wenn swei ungleichartige frojectiviscke Elementensystenie conlocal 
sind, so gibt es in jedem Systeme zwei reelle oder imaginäre Eleinente, 
ivelcke mit den Urnen entsprechenden Elementen des anderen Systemes 
perapeativisch liegen." 

Mit anderen Worten: Wenn das Punktsystem S eines Kegel- 
schnittes mit dem Tangenten System 2' desselben Kegelschnittes in pro- 
jectivischer Beziehung ist, so gibt es zwei Tangenten, welche den Kegel- 
schnitt in den ihnen entsprechenden Punkten berühren. Denn das Tan- 
gentensystem 2 ist projectivisch mit dem System 2 " der zugehörigen Be- 
mhrungspunkte, so dass auch die beiden conlocalen Punktsysteme 2 und 
S" projectivisch sind; in diesen werden zwei Doppelpunkte auftreten 
welche offenbar die im Satze ausgesprochene Eigenschaft besitzen. 

„ Wenn zwei gleichartige p'ojecttviscke Elementen^ steme eines Kegel- 
schnittes drei sich selbst entsprechende Elemente (Doppelelemente) besitzen, 
80 ist jedes Element ein sich selbst entsprechendes (ein Doppelelemenf)." 
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Denn in den beiden eonlocalen projectivischenGrundgebilden G, 
Q' erster Stufe, welche man erhält, wenn man irgend ein Element der 
Systeme als Träger für zwei mit den Systemen perspeetivisehe 
Grnndgebüde erster Stufe wählt, werden drei und daher lauter sich 
selbst entsprechende Elemente enthalten sein (I., Art. 51), woraus der 
obige Satz sofort folgt, dessen Richtigkeit man auch direct erkennt. 
Denn, sind e, /, g die drei Doppelelemente, ao dass also e' = e, 
f =.f, g' = g ist, so entspricht dem Elemente x das Element x', 
wenn (e' f g' x') =: (ef gx) oder also {^f gx') ^ {ef gx), woraus 
folgt, dass x' mit x identisch sein muss (x' ~x), weil zwei von 
einander verschiedene Elemente mit denselben drei Elementen ef g 
nicht zwei gleichwerthige Doppel Verhältnisse liefern können (Art. 68). 
Aus (I., Art. 51) schliesst man sofort: 

„Das DoppelvefrhäUnüSf welches irgend tubbI einander entsprechende 
Elemente x, x' gleidiartiger ■projecttvisoher 8y steine auf einem Kegel- 
schnitte mit den beiden ßoppelelemenien e, f bestimmen, hat einen con- 
stanten Werth: (efxx') ^ const." 

73. „Wenn in zuoei gleichartigen eonlocalen projectivischen Ele- 
mentensystemen 2, 2' ein Paar vertauschv/agsfähig sich entsprechender 
Elemente auftritt, so gut die Vertausehungsfähigkeit in allen Paaren, so 
swar, dass jedem Elemente, ob man es zu 2 oder 2' rechnet, immer 
ein wid dasselbe andere Elem&iit zv,gem-dnet erscheint. Die sämmilichen 
Paare entsprechender Elemente wm'de7i von den zwei Dop^elelementm 
harmonisch getrennt: (efxx') ■= — 1. Zwei solche Systeme werden als 
involutonsch oder als eine Involution bildend bezeichnet. Die sich selbst 
entsprechenden Elemente e, f stellen die Doppelelemente der Involution 
dar. Jedes Paar entsprechender Elemente tdrd von dem Doppelelenienten- 
paare harmonisch getrennt. Es stellt sich somit eine Involution (oder: 
Invohition von Elementenpaaren) als die Gesammth^it aller Elementen- 
paare xx' dar, welche ein mid dasselbe Elementenpaar e, f harmonisdi 
trennen. Je nachdem die Elemente Ihfnkte ode)' Tangente^i sind, werden 
wir an den Kegelschnitten Punktinvolutionen oder Tangenteninvolutionen 
zu betrachten haben. Jede Punktinvolution auf K hat zwei reelle oder 
iTnaginäre Doppelpunkte, welche m.it je zwei ent^reehenden Punkten 
zwei harmonische Pitnktepaare bilden; jede Tangenteninwlution hat zwei 
reelle oder imaginäre Doppeltangenten, welche mit je zwei entsprechenden 
Tangenten zwei harmonische Tangentenpaare bilden." 

Sind nämlich auf dem Kegelschnitte K zwei projectivische 
Punktsysteme 2, S', und entsprechen sich die zwei Punkte a, a' ver- 
tauschungs fähig, so dass, wenn man a als b' betrachtet, dann b mit 
a' identisch wird, so werden in den zwei coneentri sehen projec- 
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tivischen Strahl enb tische In, welche man erhalt, wenn man die Punkt- 
systeme 2, S' aus einem beliebigen Punkte s von K projicii't, die bei- 
den Strahlen sa, sa ein Paar vertäu seh ungsfahiger Strahlen dar- 
stellen, woraus (I., Art. 76) die Vertauschungsfähigkeit in allen 
Strahlenpaaren X, X' und die Harraonität der Doppeletrahlen E,-F 
und irgend eines Strahlen paar es X, X' folgt. Hieraus ergibt sich 
aber wieder sofort die Vertauschungsfähigkeit zwischen je zwei 
entsprechenden Punkten x,x' der beiden Systeme 2, S', so dass, 
wenn x' mit y bezeichnet wird, der Punkt x mit y' bezeichnet 
werden muss. Aus {EFXX') = — 1 folgt (üfxx) == — 1. 

Genau so für Tangenteninvolutionen. Werden die beiden ein 
vertäu schungs fähiges Tangentenpaar Ä, A' enthaltenden projectivi- 
schen Tangentensysteme 2, 2' des Kegelschnittes Ä^ mit irgend einer 
Tangente S zum Durchschnitte gebracht, so entstehen auf der 
letzteren Kwei conlocale projeetivische, mit einem Paar vertauschungs- 
iabig sich entsprechender Punkte a,a' ausgestattete, somit eine 
Punktinvolution auf S bildende Punktreihen (I., Art. 70). Aus der 
Vertauschungsfähigkeit in diesen Punkti-eihen folgt sofort die Ver- 
tauschungsfähigkeit in den Systemen 2, 2', und aus der Harmonität 
(efxx') = — 1 zwischen den Doppelpunkten und jedem Puiikte- 
paare der Involution auf S folgt die Harmonitat {EFXX') = — 1 
zwischen den Doppeltangenten und jedem Tangentenpaaro der Sy- 
steme S, 2' auf K. 

„Eine Punkt- oder eine Tangenteninvolution auf einem Kegel- 
schnitte ist durch zwei Paare entsprechender Memente bestimmt." 

Von diesen Paaren kann man jedes durch ein Doppelelement 



Ist M, a' ein aus verschiedenen Elementen bestehendes Paar, so 
kann man a' mit o bezeichnen und hat a als c' zu betrachten. 
Wenn nun h, b' das zweite gegebene Paar ist (wobei auch 5' mit b 
zusammenfallen kann, ein Doppelelement bildend), so hat man durch 
die drei Pa^re aa', bb', cc' die Projectivität festgesetzt und kann 
nun zu jedem Elemente x das entsprechende x' aufsuchen. Die 
zwischen a, d bestehende Vertauschungsfähigkeit bedingt dann von 
selbst die Vertauschungsfähigkeit der Elemente x, x' eines jeden 
Paares. 

Wären die zwei Doppelelemente e, f gegeben, so ist dadurch 
die Involution auch vollständig bestimmt, da zu einem Elemente x 
jenes x' als entsprechendes gehört, welches [efxx") =: — 1 macht, 
d. h. welches zu x beziigÜch des Elementen paai'es e, / harmonisch 
conjugirt ist. 
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74. „Verbindet man je ztrei einander entsprechende Pumkte x, x' 
einer Pwnkfiwool'uUon auf einem Kegfäschnitte K, so gehen die so er~ 
haltenen Verixifidungsg&raden xx' alle dv/rch einen und denselben Pihiikt, 
nämlidi durch den Pol p der Verbindungsgeradenderbeiden DuppelpunJcte." 

Sind e,/ die Doppelpunkte der Involution, so ist {efxx') ^= — 1 
und folglich sind die Geraden ef, xx' conjugirte Strahlen bezüglich 
K (Art. 66), und es muBs daher xx' durch den Pol p der Geraden 
e/ hindurchgehen. Da je zwei ein Paar bildende Punkte mit diesem 
Punkte p in gerader Linie liegen, so kann man denselben in gewisser 
Hinsicht als das perspectivische Centrum oder kurz Centrum der 
Punktinvolution a u f .ff bezeichnen (also in ganz anderem Sinne 
als der Centralpunkt einer involutorisehen Punktreihe, s. L, Art, 71). 
Der obige Satz ist umkehrbar und lautet nach der Umkehrung: 

„Die durch einen Punkt p hindurchgehenden Strahlen schneiden 
einen Kegdschnitt in Punldepaaren x, x ' , loelcke eine Involution bilden." 

Denn alle durch p gehenden Geraden xx' sind conjugirte 
Strahlen au der Polare P von p, so dass alle die Punktepaare x,x' das- 
selbe Punktepaar, nämlich jenes, in welchem P den Kegelschnitt 
trifft, harmonisch trennen. 

„Die Doppelpunkte der Involution, welche die dwch einen Punkt 
P gehenden Strahlen auf einem Kegelschnitte K bestimmen, sind die 
Berührungspunkte e, f der beiden durch p an K gelegten Tangenten 
(oder was dasselbe ist, die Schnittpunkte von K mit der Polare P von p)." 

Dies folgt, weil immer: (efxx') = — 1 ist, wenn xx' dui-ch 
p geht; ausserdem sieht man direct, dass die beiden Punkte x, x' 
zueammenfallen, wenn die Gerade xx' eine der beiden durch p ge- 
henden Tangenten von K wird. 

„Um eine durch zwei Punktepaare aa', bh' auf K bestimmte 
Involution im vervollständigen, hat man nwr aa' mit b b' in p xtim Dm-ch- 
scknilte zu bringen; irgend einem Pimkte x von K entspricht dann in- 
volutorisch der zweite SchnittpunJct von K mit der Geraden p x. Die 
Beriihrungspmkte der durch p an K gelegten Tangenten, oder die 
Schnittpunkte von K mit der Polare P von p dnd die beiden Doppd- 
pwnläe der Involution." 

Dies folgt unmittelbar aus dem Vorangehenden; zugleich ist 
hiemit die Aufgabe gelöst: „Auf einem Kegelschnitte K sind zwei 
Punktepaare aa', bb' gegeben, man soll jenes Punktepaar e, f finden, 
welches die beiden Punkt&paare gleichzeitig harmonisch trennt." 

Die Involution auf K kann durch awei reelle, ein reelles und 
ein imaginäres Punktepaar oder zwei imaginäre Punktepaare be- 
stimmt werden. 
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Ein imaginäres Puiiktepaar «, a auf K kann als das Paar der 
Doppelpunkte einer Involution mit gegebenem Centrum p^. »nf- 
gefaast werden, wobei p„ der Pol der Geraden aa' ist. Sind nun 
durch zwei solche Punkte p„, pi, zwei reelle oder imaginäre 
Punktepaare auf K gegeben, so bestimmen sie eine Involution, 
deren Centrum der Schnittpunkt p der Polaren Pa, Ph von p^, pj, ist- 
üm also zu einem Punkte x den entsprechenden Punkt x' in einer 
durch imaginäre Punktepaare p^, ph bestimmten Involution zu er- 
halten, hat mau nur den zweiten Schnittpunkt x' von px mit Z" auf- 
zusuchen. 

Weiter erkennt man: 

„Die Doppelpuiikte einer Involution auf K sind reell oder ima- 
ginär, je nachdem das Gentrum p der Involution ausserhalb oder inner- 
halb des Kegelschnittes K gelegen ist. Die Verhindungsgerade P der 
heideji Doppelpunkte ist als die Polare eines reellen Punktes p immer 
reell." 

75. „Die Schnittpunkte einander entsprechender Tangenten X, X' 
einer auf einem Kegelschnitte K auftretenden Tangenteninvolution liegen 
auf einer tmd derselben Geraden, nämiich auf der Polare P des Schnitt- 
punktes der beiden Doppeltangmiten." 

Sind K, F die beiden Doppeltangenten, p ihr Schnittpunkt, so 
muss, weil {EFXX') = — 1 ist, der Schnittpunkt von X und X' 
ein zu p conjugirter Pol sein, und somit auf der Polare P von p 
liegen. Die Gerade P, auf welcher sich je zwei ein Paar der 
Involution bildende Tangenten X, X' schneiden, kann man als die 
Ase der Tangenteninvolution auf ff bezeichnen, 

„Die aus den einzelnen Puniden eitler festen Geraden P an einen 
Kegelschnitt K gelegten Tangentenpaare X, X' bilden eine Involution." 

Denn, sind E, F die Tangenten, welche K in dessen Schnitt- 
punkten mit P berühren, so ist {EFXX') = — ■ 1, weil die Punkte 
(EF) und (XX) conjugirte Pole von ff sind; somit trennen alle die 
Paare X, X' das feste Paar ff, ff gleichzeitig harmonisch, 

„Die Doppeltangent&n der Involution, welchä aus den Tangenten- 
paaren besteht, die man dwch die mizekien Punkte einer festen Ge- 
raden P an ff legen kann, sind die den Trüger K in dessen Schnitt- 
punkten mit P berührenden Tangenten (oder, was dasselbe ist, die durch 
den Pol p von P an K gelegten Tangenten)." 

Es ist nämlich, wenn der Punkt (XX') auf ff liegt, immer 
(EFXX') ^= — 1; ausserdem erkennt man eofort, dass X' mit X 
zusammenföllt, wenn der Punkt (XX") in einen der beiden Schnitt- 
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punkte von K und P zu liegen kommt. Aus dem Vorhergehenden 
folgt sofort: 

„Um eine divrcli zwei Tangenienpaare A A' , B B' eines Kegel- 
schnittes K bestimmte Involution zu vervollständigen, hat man nur den 
Henkt (Ä Ä') mit dem Punkte (BB') durch die Gerade P zu iierhiiiden ; 
irgend einer Tangente X entspricht dann die ztv^e aus ihrem Schnitt- 
fwnkte mit P an K gelegte Tangente X'. Die in den Schnittpunkten 
von P mit K an letzteren oder durch dm Pol p von P an K gelegten 
Tangenten E, F sind die DoppeUangenten der Involviion." 

Hiedurch ist zugleich die Aufgabe gelöst: „Zwei Tangenten- 
paare AA', BB' eines Kegelsclmittes K sind gegeben; man soll jenes 
Tangentenpaar E, F finden, welches die beiden gegebenen gleichzeitig 
harmonisch trennt." 

Weiter erkennt man : 

„Die Doppeltangenten einer Involution auf K sind reell oder 
imaginär, je nßchdem die Axe P der Involution mit dem Träger K 
zwei reelle oder imaginäre Pufikte gemeinschaftlich hat. Der Schnitt- 
punkt p der beiden Doppeltangenten ist als der Pol einer reeUen Ge- 
raden P immer reell." 

Legt man in den zwei Punkten x,x' von K, welche mit einem 
festen Punkte p in gerader Linie liegen, an K die Tangenten X, X', 
80 schneiden sieh diese in einem Punkte der Polare P von p 
(Art. 54), d. h.: 

„Die in den einzelnen Punktepaaren einer PunJctinoolufion an IC 
gelegten Tang&ntenpaare bilden eine Tangenteninvolution; und umgekehrt 
bilden die Beriäirum.gapunhtepaare der Tangentenpaare eine/r Tangenten- 
invohtUon auf K eine Punktinvolution. Das Centrum der Panktinvolu- 
tion und die Axe der Tangenteninvolution sind Pol und Polare bezüg- 
lich K. Die Berührungspunkte e, f der Doppeltangenten sind die Doppel- 
punkte." 

76. Es möge an dieser Stelle Folgendes bezüglich des Ver- 
haltens eines Kegelschnittes zu den Geraden und Punkten seiner 
Ebene bemerkt werden. 

Wenn eine Gerade P, welche wir uns nach L, Art 8 als eine 
in sich geschlossene Linie denken können, den Kegelschnitt K in 
zwei reellen Punkten e, f schneidet, so wird sie durch dieselben in 
zwei Theile getheilt: in eine endliche Strecke ef und in den übrigen 
im Unendlichen zusammenhängenden Theil. Wenn ein Punkt die 
ganze unendliche Gerade P durchläuft, so pasairt er in e und / 
den Umfang der Curve K und wird bei einem solchen Durchgang 
entweder aus dem Aeusseren der Curve in das Innere oder umge- 
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kehrt übergehen, denn die Punkte der Curvc, durch welche zn- 
sanimenfaliende Tangenten an die Curve gelegt werden können, 
trennen die Punkte, durchweiche reelle Tangenten gehen (äussere), 
von den Punkten (inneren), durch welche keine reellen Tangenten 
an die Curve gelegt werden können, Ist nun der bewegliche Punkt 
beim Durchgang durch e aus dem Äeuseeren (Inneren) in das In- 
nere (Aousscrc) getreten, so wird er bei der fortgesetzten Bewegung 
in demselben Sinne beim Durchgange durch / aus dem Inneren 
(AeusserenJ in das Aeussere (Innere) treten. Es enthält also der 
eine der beiden Theile, in welche P durch e und / zerlegt wird, 
lauter äussere Punkte und der andere lauter innere Punkte, und 
aollen diese zwei Theile als der äussere und der innere Theil der 
Geraden P beiÄeichnet werden. Durch jeden Punkt des äusseren 
Theiles von P (welcher jedoch ebensowohl der unendliche Theil, 
als auch die endliche Strecke ef sein kann), gehen an K zwei 
reelle Tangenten und durch jeden Punkt des inneren Theiles zwei 
imaginäre Tangenten. Die in e und f an K gelegten Tangenton E, 
F schneiden eich in dem Pole j) von P und bilden am Punkte p 
zwei Paar Scheitelwinkel; jede durch p gehende Gerade liegt ent- 
weder in dem einen oder dem anderen Scheitelwinkel paar und soll 
als ein innerer oder äusserer Strahl bezeichnet werden, je nachdem 
ihr Schnittpunkt mit P ein innerer oder äusserer Punkt bezüglich 
K ist. Jeder innere Strahl schneidet K in zwei reellen Punkten, 
während ein äusserer Strahl mit K keinen reellen Punkt gemein- 
schaftlich hat. Denn ist Y etwa ein innerer Strahl, so ist sein 
Schnittpunkt y' mit P ein innerer Punkt und der zu y' bezüglich 
e,f harmonisch eonjugirte Punkt y wird somit ein äusserer sein, 
durch welchen an K zwei reelle Tangenten X, X' mit den Be- 
rührungspunkten WjX' gelegt werden können. Nun müssen x, x' auf 
einer durch p gehenden, zu py bezüglich E, F harmonisch con- 
jugirten Geraden liegen, welche offenbar mit Y identisch ist, so 
dass X, x' die reellen Schnittpunkte von K und Fsind. Der äussere 
Strahl fy oder Y' wird ebenso K in den zwei Punkten treffen, 
welche als die Berührungspunkte von K mit den zwei durch y' ge- 
henden Tangenten auftreten; da jedoch y' ein innerer Punkt ist, 
so sind diese Tangenten und somit auch die Schnittpunkte von K 
mit Y' imaginär. 

„Sind die beiden durch einen Punkt p an einen Kegelschnitt 
gehenden Tangenten reeU, so bilden sie am Punkte p zwei Paare von 
Scheitelwinkeln; alle Strahlen, itehhe dem einen dieser Paare angehören, 
schneideji die Curve in reellen Pu/nkten, alle Strahlen, die in dem «weiten 
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Sckdtelmnkelpaare gelegen sind, haben mit der Curve keinen reellen 
I^mkt gemeinschaftlich." Mit anderen Worten: „Die Geaammfhdt der 
reellen Punkte der Owrve (die Oii/rve seihst) Hegt in dem von einem 
der ieiden Scheitdwmkelpaare bedeckten Theil der Ebene." 

Ist der Punkt p ein innerer Punkt, d. h., sind die durch ihn 
gehenden Tangenten E, F imaginär, so hat die Polare F von p mit 
K keinen reellen Punkt gemeinschaftlich, und es müssen die sämmt- 
lichen Punkte von P äussere Punkte bezüglich K seia. Denn bringt 
man F mit irgend einer Tangente X von K zum Durchschnitte, so 
wird durch diesen Schnittpunkt noch eine zweite Tangente X' an 
K gehen, und die beiden Tangenten Z, X' bleiben reell, wenn ihr 
Schnittpunkt die ganze Gerade P durchläuft, da er nie ein Punkt 
von K werden kann, somit die beiden Tangenten nie zusammen- 
fallen and daher auch nicht imaginär werden können. 

„Jede durch einm inneren Punkt eines Kegelschnittes gehende Ge- 
rade schneidet den Kegelschnitt in zwei reellen von einander verschie- 
denen Punkten." 

Denn eine durch den inneren Punkt p gehende Gerade Y be- 
sitzt einen auf der Polare Pvon p liegenden Pol y, durch welchen, 
weil er nach Früherem ein äusserer Punkt ist, zwei reelle Tan- 
genten an K gehen, deren Berührungspunkte auf Y liegen und 
somit die Schnitte von Y mit K sind. 

77. Aus den letzten Betrachtungen folgt: 

„Von den drei Ecken eines sich seihst conjugirten Dreieckes ist 
eine immer ein innerer Punkt und zwei sind äussere Punkte bezüglich 
des Kegelschnittes; zwei von den drei Seiten des Dreieckes schneiden 
die Curve in reellen Punkten, die dritte Jedoch nicht." 

Eine Ecke kann man beliebig wählen, die beiden anderen sind 
dann irgend zwei auf der Polare der ersten gelegene conjugirte 
Pole. Ist nun die erste Ecke ein innerer Punkt, so sind die 
beiden anderen nach Früherem äussere Punkte; ist die erste Ecke 
ein äusserer Punkt, so schneidet seine Polare die Cui-ve in zwei 
reellen Punkten e, f, und da die beiden anderen Ecken von e, f 
harmonisch getrennt sind, so ist die eine zwischen e und/ und die 
andere ausserhalb e und / gelegen und der erste Theil des Satzes 
auch für diese Annahme bewiesen. Der zweite Theil ist eine un- 
mittelbare Folge des ersten Theiles. 

78. Jeden Punkt p in der Ebene eines Kegelschnittes K kann 
man als Centrum für eine Punktinvolution und jede Gerade P als 
Axe für eine Tangenten Involution auf K betrachten; ist P die 
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Polare von p, so berührt jedes Tan gen teii paar der Kweiton Involu- 
tion K in einem Punktepaare der ersten. 

Sowie man die Punkte und Strahlen der Ebene von K in 
Paare conjugirter Pole und Polaren (Art. 56) eintheilt, so kann 
man auch die ihnen entsprechenden Involutionen (deren Centren, 
respectivo Axen sie sind) in conjugirte Involutionen auf K 
eintheilen, und erkennt sofort, dass zwei Punkt- (Tangenten-) Involu- 
tionen auf K conjugirt sind, wenn die Doppelelemente der einen 
mit den Doppel elementen der anderen zwei harmonische Elementen- 
paare auf K darstellen. 

Endlich könnte man die sämmtlichen Punkt- (Tangenten-) 
Involutionen auf K in Tripel von conjugirten Involutionen 
eintheilen, wenn man drei solche Involutionen als ein Tripel bildend 
bezeichnet, deren Centren (Axen) die Ecken (Seiten) eines bezüg- 
lich K sich selbst conjugirten Dreiecks sind. 

„Zwei heUebige auf K handliche Pimkt- (Tangenten-) Involu- 
tionen haben ein Paar entsprechendem- Pmikte (Tangenten) gemein- 
schaftlich." 

Sind nämlich f, q [P, Q) die Centren (Axen) der beiden 
Involutionen, so ist das auf der Geraden pg liegende Punktepaar 
(durch den Punkt (PQ) geLende Tangentenpaar) von K das den 
beiden Involutionen gemeinsame Eiern entenp aar. 

„ W&im von den zwei Involutionen auf K die eine reelle und die 
andere imaginäre Doppelelemente besitzt, oder.w&im beide Involutioiien 
imaginäre Doppeldemente besitzeii, so ist das ihiien gemeinschaftliche 



Denn in diesem Falle ist (wenn wir vms zwei Punktinvolu- 
tionen auf K denken) entweder das Centrum p der einen ein äusserer 
und das Centrum g der anderen ein innerer Punkt von K, oder es 
sind beide Punkte p, q innere Punkte ; in beiden Fällen ist jedoch 
p q eine Gerade, welche, das Innere von K durchsetzend mit K ein 
reelles Punktepaar gemeinschaftlich haben muss. 

„Haben beide Involutionen reelle Doppelelemente, so kann das 
ikiien gemeinschaftliche Elementenpaar ebensowoM reell als auch ima- 
ginär sein , erste^-es tritt (une wir spät&r sehen werden) immer ein, wenn 
die Elemente des einen Paares durch die Elemente des anderen Paares 
nicht getrennt sind, toogeg&n im entgegengesetzten Falle das gemein-, 
schaftliche Elementenpaar imaginär wird. Die Verbindungsgerade, re- 
spective der Durchsehnittspunkt des gemeinschaftlichen Elementenpaares, 
ist jedoch immer redl/' 
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Wenn das Centram p einer auf K befindlichen Punktinvohi- 
tion in einen Punkt von K fällt, so ist die Involution eine degenerirte 
(siehe I., Art. 102), und in der That bestehen in diesem Falle die 
einzelneu Puiiktepaare aus dem Cetitrura p und den einzelnen Punkten 
von K. Ebenso degenerirt eine Tangenteninvolution, wenn ihre Axe 
P den Träger K herührt; und zwar stellt Pmit den einzelnen Tan- 
genten von K die Paare der Involution dar. 

79. „Die Paare entBprechmd&r Strahlen X, X' einer StraUen- 
involution schneiden jeden durch dm. Scheitel s derselben hindurchgelegien 
festen Kegelschnitt K in Punhtepaa/ren m, x', welche auf K eine Punkt- 
invokition bilden, so dass also die Gerade x x ' durch einen festen Punkt 
p der Ebene Mncker<Jigeht." 

Denn aus der Doppel verhältnissgleichheit von irgend vier 
Strahlen X und der entsprechenden Strahlen X' folgt auch die 
Doppel verhältnissgleichheit zwischen den beiden Quadrupeln der 
Punkte X und x', welche auf diesen Strahlen liegen; und aus 
der Vertausch ungsfähigkeit von X und X' folgt auch jene von x 
und x' , so dass auf K in der That eine Punktinvolution entsteht. 

Die in I., Art. 86 gegebene Construction kann somit bei der 
Lösung der Aufgabe: „eine dnrck zwei Strahlenpaare AA' , BB' gege- 
bene Strdhleninvolution am Scheitel s ist au vervollständigen^' in der 
Art verallgemeinert werden, dass man durch s einen beliebigen Kegel- 
schnitt Ä^ legt (welcher in I., Art. 86 ein Kreis war), der von AA', 
BB' in den Punkten aa', hb' geschnitten werden möge; der Schnitt- 
punkt p von aa.' mit bb' ist das Centrura der auf K auftretenden 
Punktinvolution, Um nun zu einem Strahle X den entsprechenden 
X' zu erhalten, bringe man K mit X in aj und dann mit px m x' 
zum Durchschnitte, so ist sx der gesuchte Strahl X'. Die durch 
■p an K gelegten Tangenten berühren .K'in zwei Punkten e, / (in 
denen K auch von der Polare P des Centrums p geschnitten wird), 
und es sind dann se, sf oder E, F die Doppelstrahlen der Strablen- 
involntion. 

Läast man die Involution am Seheitel s eine rechtwinklige 
werden, so sind xx' die Hypothenuscn der rechtwinkligen Drei- 
ecke xsx', und wir können sagen; 

„Die Hypothenusen aller rechtmnkUgen Dreiecke, welche den 
Scheitel des rechten Winkel gemeinschaftlich haben wid einem (selhet- 
verständlich diesen Sc^itel enthaltenden) Kegelschnitte eingeschrieben 
sind, gehen durch einen festen Punkt." Oder mit anderen Worten: 
„Dreht sich ein rechter Winkel um seinen Scheitel, so bestimmen seine 
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Schenkel auf einem durch den Scheitel gehenden Kegelschnitte Punkte, 
deren Verhindungsgerade dwrdi einen festen Punkt hindurchgeht." 

„Dieser feste Punkt liegt auf der im Scheitel der rechten Winkel 
zum Kegelschnitte (d. h. zu' dessen Tangente) errichteten Senkrechten 
(auf der im Scheitel construirten Kegelschniitnormale)." Denn geht 
die Gerade sx in die Tangente von Ä" in s über (indem x auf K 
unendlich uahe zu s rückt), so geht sx' in die durch s zur Tan- 
gente senkrecht Gezogene, d. h. in die Normale von s über, welche 
hier offenbar auch die Gerade xx' darstellt (da x' in s Hegt). 

Hieraus ergibt sich eine Normalenconstruetion in einem 
Punkte s eines Kegeischnittes: man ziehe durch s irgend zwei 
Sehnen sx, sy und dann die zu ihnen senkrechten Sehnen sx', sy 
respective, ao schneiden sich die Geraden xx', yy' in einem Punkte, 
welcher mit s verbunden die Normale von s liefert. 

Wird die Involution am Punkte a eine solche, welche zwei 
zu einander rechtwinkelige Doppelstrahlen besitzt, so sind X,X' 
Strahlenpaare, welche diese Doppel strahlen zu gemeinschaftlichen 
Winkelhalbirenden besitzen (I., Art, 77). Wenn man also durch s 
eine beliebige Gerade H und dann solche Strahlenpaare X, X' legt, 
dass die Strahlen eines jeden Paares mitiJbeiderseits gleiche Winkel 
bilden, so werden diese Strahlenpaare auf einem durch s gehenden 
Kegelschnitte K Punktepaare x, x' bestimmen, deren Verbindungs- 
geraden durch einen festen Punkt hindurchgehen. Oder: 

„Construirt man an einem Punkte s eines Kegelschnittes K als 
Scheitel solche Winkel, welche eine gemeinschaftliclie HalbirungsUnie H 
iesitzen, so sehneiden die Sclienkelfaare X, X' dieser Winkel Kin Punkte- 
paaren x,x' einer Involution, so dass die Geraden xx' durch einen 
festen Punkt hindurchgehen. Dieser feste Punkt liegt auf der Tangente, 
welche Kin dessen zweitem Schnittpunkte h mit H beriihrt." 

Denn weil H ein Doppelstrahl der Involution der Paare X,X' 
ist, so ist h ein Doppelpunkt der Involution auf K; der zweite 
Doppelpunkt ist der Schnittpunkt h' von K mit der durch s zu Jf 
senkrechten Geraden H'. Jener feste Punkt, durch welchen xx' 
geht, wird somit auch auf der Tangente von k' Hegen. 

Es sei P irgend eine Gerade, e, f ihre Schnittpunkte mit K 
und X, x' irgend ein Paar der Involution conjugirter Pole auf P, so 
ist (efxx') =^ — 1. Die Strahlenpaare, welche einen Punkt s von 
Kmit den Paaren x, x' verbinden, bilden (I., Art, 79) eine Strahlen- 
involution, welche se, sf zu Doppelstrahlen hat. Sind also y, y' 
die Schnittpunkte von K mit sx, sx' , so bilden y, y' auf K eine 
Punktinvolution, welche ö, / zu Doppelpunkten hat, und es wird 
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somit die Gerade yy' durch den Schnittpunkt der in e, / an Ä" ge- 
legten TaDgenteii, d. h. durch den Pol y von P hindurchgehen. 

„Proßdrt man die Paare der' auf einer Geraden P auftretenden 
Involution conjugtrter Pole mies Kegelschnittes aus irgend einem Punkte 
des Kegelschnittes auf denselbtm, so erhält man Punktepaare, deren Ver- 
bindungsgerade durch den Pol f von P hindurchgehen." 

80. „ Wenn ein Kegelschnitt K' die Äxe S einer Punktinvolution 
zur Tangente hat, so bilden die durah die einzelnen Punktepaare x, x' 
der Involution an K gelegten Tangenten X, X' an K eine Tangenten- 
involution, so dass der Schnittpwnkt (XX') auf einer festen Geraden 
P gelegen ist." 

Beweis ebenso wie im letzten Artikel. 

Bei der in I., Art. 87 gegebenen Vervollständigung einer Punkt- 
involution und der Conetruction ihrer Doppelpunkte wird man also 
den dort verwendeten Kreis durch einen beliebigen die Axe der 
Involution berührenden Kegelschnitt K ersetzen, und so die Con- 
strnction allgemeiner gesttdten können. 

Trägt man von einem Punkte e einer Geraden S beiderseits 
gleiche Strecken auf, so bilden die Endpunkte paare x, x' derselben 
eine Involution, welche e und den unendlich weiten Punkt /« von S 
au. Doppelpunkten hat, da die zwei Punktepaare ef^, xx' immer har- 
monisch sind, Ist nun K irgend ein die Gerade K berührender Kegel- 
schnitt und legt man durch die Endpunkte x, tc' jeder Strecke, welche 
e zum Halbirungsp unkte hat, an K die Tangenten X, X', so bilden 
diese eine Involution, für welche die durch e gehende und die 
durch /™ gehende, d. h. zu S parallele Tangente die Doppelele- 
mente darstellen : 

„Die S<A,mttfunkte der Tangentenpaare, welche man an einen 
Kegelschnitt K aus den Endpwnktenpaaren aller auf einer seiner Tan- 
genten gelegenen, denselben HaHnrungspunkt besitzenden Strecken ziehen 
kann, liegen auf einer wnd derselben Geraden; diese Gerade verbindet 
den BerUkrungspuiikt der zu den Strecken parallelen Tangente mit dem 
BerUhrungs^nkte der zweiten durch den gemeinschaftlichen Halbtrungs- 



Wenn der Kegelschnitt K eine Parabel wird, so ist die er- 
wähnte Gerade parallel zu der Parabeiaxe, was man auch fol- 
gendermassen aussprecheu kann: 

„Wird einem Dreieck eine Parabel eingesdirieben, so ist die Ver- 
bindungsgerade einer Ecke mit dem Berührungspunkte der zweiten durch 
den Halbirungsjpunkt der Gegenseite gehenden Parabeltangente parallel 
zur Parabeiaxe." 
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Es sei K eine Pavabel, d. h. ein die unendlich weite Gerade S« 
berührender Kegelscliiiitt, X irgend eine Tangente, welche S« in x,. 
schneiden möge; die zu X senkrechten Gei'aden gehen durch einen 
Punkt x'« von S«, welcher zu xa in Bezug auf die beiden ima- 
ginären Kreispunkte i, i' harmonisch conjugirt ist (L, Art. 61). Durch 
x'^ geht eine Parabeltangeute X' (die zweite durch x'„ gehende 
Tangente von K ist /Soo), und es wird X.' auf X senkrecht stehen. 
Weil nun die Panktepaare x,.x\ auf S» eine Involution mit 
den Doppelpunkten i, i' bilden, so stellen auch die Tangenten paare 
X, X' eine Involution auf K dar, und ihr Schnittpunkt {XX') wird 
auf einer Geraden P liegen, welche die Berührungspunkte der durch 
i, i' an K gelegten Tangenten I, T verbindet. Diese Tangenten /, 
F schneiden sich im Brennpunkte /, der Parabel (Art. 59), und 
P wird somit die Polare des Brennpunktes /, sein. Die Polare eines 
Brennpunktes wird (aus später zu entwickelnden G-ründen) als eine 
Leitlinie oder Direetrix des Kegelschnittes bezeichnet. Während 
ein Kegelschnitt K im Allgemeinen, den zwei Brennpunktepaaren 
/t/if/i'/a' (siehe Art, 59) entsprechend, zwei Paare von Leitlinien 
besitzt, hat man bei einer Parabel, dem einzigen im Endlichen ge- 
legenen Brennpunkte f^ entsprechend, nur eine Leitlinie zu be- 
trachten. Das Obige kann nun so ausgesprochen werden: 

„Zu jeder Tangente X einer Parabel steht eine zweite Tangente 
X' senkrecht. Die Paare senkrechter Tangenten bilden eine Involution 
auf der Parabel, so dass der Ort der Schnittpv/nkte derselben eine Ge- 
rade sein mnss. Diese Gerade ist die Direetrix der Parabel, d. h. die 
Polare jenes Punktes (BrennpunMes), an welchem die Parabel eine recht- 
winkelige Involution conjugirter Strahlen bestimmt." 

Dem letzten Satze des vorangehenden Artikels entspricht der 
folgende : 

„Die durch einen Punkt f gehenden Paare conjugirter Strahlen 
bestimmen auf irgend einm' Tangente 8 des Kegelschnittes Punktepaare, 
diM'ch ^welche an ihn Tangentenpaare gehen, deren Schnittpunkte der 
Polare P jenes Punktes f angehören." 

81. Sollen zwei auf einem Kegelschnitte Xdurch drei Paare ent- 
sprechende Punkte aa', bb', cc' bestimmte projectivische Punkt- 
systeme 2, 2' vervollständigt, und ihre Doppelpunkte e, /aufgesucht 
werden, so kann man durch folgende Betrachtung zu einer symme- 
trischen Lösung dieser Frage gelangen. Es seien xx', yy' irgend 
zwei Paare entsprechender Punkte; wir projiciren das System S' 
aus dem Punkte y und das System S aus dem Punkte y', so wird 
dem Strahle yx' der Strahl y' x entsprechen, während in den beiden 
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entstohenden projectivischen Bü3che]n mit den Scbeiteln t/ und */' 
der gerne in schaftlicLe Strahl yy' = y' y sich selbst entspricht und 
somit die Büschel perspectiviach sind. Es sei P die Axe der Per- 
spectivität, welche die Punkte enthält, in denen sieh yx ' wnd y' x 
schneiden, wenn x, x' durch die sämmtlichen Paare entsprechender 
Punkte ersetzt werden. Man sieht sofort, dass jeder Punkt, welcher 
dem Träger K und der Geraden P gemeinschaftlich ist, einen sich 
selbst entsprechenden Punkt der beiden Systeme darstellt, denn so- 
bald X in einen aolchen Punkt rückt, ist auch x' mit ihm vereinigt; 
die Gerade P schneidet somit K in den beiden Doppelpunkten : 

„Stfid xx', yy' irgend zwei Paare entsprechender Punkte zweier 
projectimscken Systeme auf einem Kegelschmüe K, so liegt der Schnitt- 
pwikt der weekselweiBen Verbindungsgeraden xy' x'y auf einer festen 
Geraden P, nämlick auf der Verhindungsgeraden der beiden Doppel- 
punkte e, f der projectwischen Systeme." 

Diese Gerade P kann man analog wie in I., Art. 40 als die 
Directionsaxo der beiden projeetivischen Punktsysteme auf K 
bezeichnen. 

Um also die gegebenen Systeme zu vervollständigen, bringe 
ab' mit a'b, ebenso ac' mit a'c und hc' mit h'e zum Durchschnitte; 
dies gibt drei Punkte, weiche auf einer Geraden P hegen. Diese 
Gerade trifft K in den beiden Doppelpunkten e, f. Um zu einem 
Punkte X von K den entsprechenden zu finden, verbinde man den 
Schnittpunkt von P und a'x mit dem Punkte a, wodurch eine Ge- 
rade entsteht, welche K in x' schneidet. (Statt a und a kann man 
b und b', oder c und c' u, s. w. verwenden.) Da man die drei 
Punktepaai'e aa', bh', cc' beliebig wählen kann, so hat man 
den Satz : 

„Sind aa', bh', cc' irgend drei Punktepaare eines Kegelschnittes, 
so liegen die d/i-ei Sc/inittpunkte ihrer wechselweisen Verhindungsgeraden 
ah',a'b; ac',a'e; bc', b'c in einer Geraden." (I., Art. 40 und 57 aj.) 

Hiedurch erscheint der Satz von Pascal über das einge- 
schriebene Sechseck 12345 6 neuerdings bewiesen; es genügt, die 
sechs Ecken der Reihe nach als die Punkte ab' ca' bc' jener drei 
beliebigen Paare zu betrachten. 

Je nachdem die Gerade P den Träger schneidet, berührt 
oder nicht schneidet, sind die Doppelpunkte e, f reell, zusammen- 
fallend oder imaginär. Da aber P immer als eine reelle Gerade auf- 
tritt, so können wir sagen: 

„Die Verbindungsgerade der Doppelpwnkte projectivisdier Punkt- 
systeme (Directiansaxs) auf einem Kegelsolmitte ist immer reell." 
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Wenn die beiden Punktsysteme insbesondere eine Involution 
bilden, so entsprechen sieh die Punkte x, x' eines jeden Paares 
vertäu seh an gsfäh ig, so dass man x' als z und x dann als z' be- 
trachten kann. Die Geraden xz', x' z, welche sich auf P achneiden 
mÜBsen, sind hier die Tangenten von Ä" in a; und x' und ihr auf 
P gelegener Schnittpunkt ist der Pol von xx'. Da nun die Pole der 
Geraden xx' auf einer festen Geraden P liegen, eo müssen die Go- 
raden xx' durch einen festen Punkt f, den Pol von P hindurch- 
gehen. So gelangen wir wieder zu den Betrachtungen des Artikels 74. 

Projieirt man die Punkte - x des Systemes 2 aus einem be- 
liebigen Punkte 8 von K durch Strahlen X und ebenso die 
entsprechenden Punkte x' von S' aus einem beliebigen Punkte s' 
von K durch Strahlen X' und betrachtet X, X' als einander ent- 
sprechenden Strahlen, so sind die beiden Büschel s, s' offenbar pro- 
jectiviseh; denn es ist System 2 perspectiviscb mit Büschel (X), 
System 2' perspeotivisch mit Büschel {X'), und da 2 7\ 2', so ist 
auch Büschel {X) 7\ Büschel {X'). Wird s' mit s identisch, so sind 
die beiden entstehenden Büschel concentriscb und ihre Doppel- 
strahlen E, F müssen durch die Doppelpunkte e, f der beiden Sy- 
steme 2, S' hindui'chgeben. Aber auch umgekehrt haben wir den 
Satz: 

„Zwei projectivische conplanare StraMenbiischet bestimmen auf 
jedem durch ihre Scheitel s, s' hindurdtguhend&n Kegelschnitte K zwei 
■pTojectivische Punktsysteme 2, 2'. Sind die Büschel concentrisch, so 
schneiden ikrß Dojpfdstrahlen E, F den Träger K in den Dofpel- 
straMen e, f von 2, 2'." 

Der Beweis ist im Obigen enthalten; denn aus; Büschel iX) A 
Büschel (X')'i 2 pcrspectivisch zum Büschel [X); 2' perspectivisch 
zum Büschel {X'), folgt 2 "A 2'. 

Bei der in I., Art. 57, a) gegebenen Vervollständigung pro- 
jectiviseher concentriacher Strahlenbüschel wird man somit den Kreis 
K durch einen beliebigen Kegelschnitt K ersetzen können, welcher 
durch den Scheite! s der beiden Büschel hindurchgeht. Ein solcher 
durch s gelegter sonst beliebiger Kegelschnitt wird von den drei 
die Projectivität bestimmenden Strahlen paaren AA', BB', CC in 
drei Punktepaaren oa', bb', cc' geschnitten; man construirt die Ge- 
rade P, welche die drei Schnittpunkte der wechselweisen Ver- 
bindungsgeraden ab', ab u. s, w, enthält. Wenn P den Kegel- 
schnitt ff in reellen Punkten e, / sehneidet, so sind se oder E und 
sf oder F die Doppel strahlen der beiden Büschel, um zum Strahle 
X den entsprechenden X' zu finden, bestimmt man den Schnitt- 
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punkt X von K mit X und verbindet den Schnittpunkt von P und 
a' X mit a, wodurch eine Gerade entsteht, welche ^in x' schneidet; 
sx'' ist dann X' . Statt a, a kann man b, h' oder c, c' u. s. w. be- 
nutzen. 

82. „Hat man auf K zwei projecfÄmsche Tangenten^ Sterne S, 2' 
wnd sind XX', YY' irgend zivei Paare entsprechender Tangenten, so 
geht die Verbindungsgerade der beiden weckselweisen Sdinütpunkte 
(XY'), (X' Y) durch diien festen Pmikt p, nämlidi dwch den Schnitt- 
punM der beiden Doppeltangenten E, F." 

Den Punkt p kann man wie in I, Art. 41 als das Diree- 
tionscentrum der beiden projecti viachen Tangenten Systeme auf 5" 
bezeichnen. 

Denn wird X' mit 2 und X mit 2' geschnitten, so entstehen 
zwei perspcctivieche Punktreihen, bei denen also die Ver- 
bindungsgerade entsprechender Punkte {XY') {X' Y) durch einen 
festen Punkt p hindurchgehen wird. Man sieht sofort, dass die durch 
P gehenden zwei Tangenten E, F die sich selbst entsprechenden sind. 

Denkt man sich die Projectivität durch drei beliebige Tan- 
gentenpaare AA', BB', CG' gegeben, so hat man den Satz: 

„Sind AA', BB', CC irgend drei Tangentenpaare eines Kegel- 
schnittes K, so gehen die drei Verbindungsgeraden der wechselweisen 
Schnittpunkte (AB')(A'B), (A C) (£~Cj, (B C) (B^C) dwch einen 
Punkt p hindurch." 

Betrachtet man irgend sechs Tangenten I, II, III, IV, V, VI 
von K der Reihe nach als die Tangenten A, B', C, A', B, C jener 
drei beliebigen Paare, so hat man von Neuem den Satz von 
Brianehoh nachgewiesen. Der Punkt p ist immer reell; d. h.: 

„Der Schnittpunkt d&r Doppeltangenten projecHviscker Tangenten- 
systeme an mnem Kegelschnitte ist immer reell." 

Soll zur Tangente X die entsprechende X' gefunden werden, 
so verbinde man p mit dem Schnittpunkte von X und J.'; dies 
gibt eine Gerade, welche A in einem Punkte trifft, durch welchen 
an K die Tangente X' zu legen ist. Statt A, A' kann B, B' oder 
C, C" u. s. w. benützt werden. 

Herrscht in den Systemen Vertausch ungsfahigkeit, so kann 
man X als Z' und X' als Z betrachten; die Punkte {XZ'), (X'Z) 
sind dann die Berührungspunkte von X und X' und ihre Ver- 
bindangsgerade ist somit die Polare des Punktes (XX'); und da diese 
Gerade durch einen festen Punkt p hindurchgeht, so liegt ihr Pol 
(XX') auf einer festen Geraden. So gelangt man wieder au den 
Betrachtungen des Artikels 75. 

Weji-, OeQinelrie. II. Heß. 8 
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Werden irgend zwei Tangenten S, S' von K mit den beiden 
Systemen S, S' reapectiye zum Durchschnitte gebracht, so entstehen 
projectivische Punktreihen; ist S' mit S identisch, so sind die 
Reihen coaxial und die Doppeltangenten E, F werden 8 in den 
Doppelpunkten e, / treffen. Ebenso umgekehrt: 

„Zwd projectivische Pmiktreihen iesHmmen an irgend einem ihre 
Axen 8, S' berührenden Kegelschnitte projectivische Tangenieitsyst&me, 
wenn man durch je zwei entsprechende Pwnkte x, x' der Reihen an K 
die einander enfsrprecJienden Tangenten X, X' legt; sind die Punhtreiken 
auf einer Axe gelegen (conloeal, S' ^ yS), so liegen ihre D&ppel/punkte 
e, f in den Doppeltangenten E, F von S tmd %'." 

Denn weil Reihe {x) perspectiv! seh mit System Z, Reihe {x') 
perspectivisch mit S' und endlich Reihe (ic) 7\ Reihe (x') ist, so 
ist auch System 2 7\" System 7.'. 

Sollen also zwei conlocale auf S gelegene projectivische Reihen, 
deren Beziehung durch drei Punktepaare aa', hh' , cc' gegeben ist, 
vervollständigt werden, so lege man bei-üLrend an 8 einen beliebigen 
Kegelschnitt K und durch jene Punktepaare an ihn die Tangenten- 
paare AA', BB', CC. Sind die aus dem Schnittpunkte p der drei 
Verbindungegeraden wechselweiser Schnittpunkte [A B'){A' £)u. s.w. 
an K gehenden Tangenten E, F reell, so schneiden sie S in den 
Doppelpunkten e,/d6r projectivisehen Reihen. Um au einem Punkt 
X von S den entsprechenden x' au erhalten, lege man durch x an 
K die Tangente X, construire wie früher die entsprechende X' 
mittelst des Punktos p, so wird X' die Axe 8 in x' treffen. (Vergl. 
I. Art. 64.) 

83. Der in I, Artikel 107 bewiesene Satz ergibt sich sofort, 
wenn man sich die beiden projecti vischen Systeme als Punkt- oder 
Tangenten Systeme auf einem Kegelschnitte K denkt. Sind z. B. 
aa'y hb' irgend awei Paare entsprechender Punkte (Elemente) für 
zwei projectivische Systeme 2, Z', so ist die Projectivität noch un- 
bestimmt, so dasa es unendlich viele Projectivitäten gibt, welche 
die Paare aa', hh' gemeinschaftlich besitzen. Die Gerade P, welche 
K in den Doppelpunkten e, f schneidet, muss aber durch den 
Schnittpunkt von ab' mit a'i hindurchgehen, so dass also in der 
That die Paare der Doppelelemente e, / aller dieser Projectivitäten 
eine Involution bilden, welche durch die beiden Elementen paare 
ai', a'b bestimmt erscheint. 

„ Unter den sämmtlichen Projectivitäten, welche zwei gegebene Paare 
aa', hh' entsfirechender Elemente besitzen, giht es zwei Projectivitäten, in 
denen die beiden D&ppeldemente ineinander fallen; wid zwar sind die 
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Doppelelemente der einen von diesen Projectioitltt&n in dem einen Doppel- 
elemente der dwch die zwei Paare ab', ah bestimmten Involution ver- 
einigt, während das andere Doppelelement der Involution die vereinigten 
Doppelelemente der zweiten Projectivitäi darstellt." 

Es entspricht dies den zwei Fällen, welche man erhält, wenn 
man P durch den Schnittpunkt von ah' mit a'b tangii-end an K legt. 

84. „Die ProjecÜvüät der heiden Systeme 2, 2' auf K ist auch 
voUkomTnen bestimmt, wenn man ein Paar eiiispreckender Elemente und 
die Directionsasce, respeetive das IHTecHonsceidrum, gegeben hat." 

Denn sind auf K die entsprechenden Punkte a, a' und die be- 
liebige Gerade P als Directionsaxe gegeben, so sind ja die Schnitt- 
punkte e, / von K mit P die Doppelpunkte e, /, so dass man im 
Ganzen wieder drei Elementenpaare ««', e = e', f=f' gegeben hat. 
Die beiden Doppelpunkte e, / können auch imagmär sein, (wenn 
P den Träger K nicht schneidet); doch wird die Vervollständigung 
der beiden durch ein reelles Elementenpaar a, a' und die beiden 
imaginären Doppelpunkte e, f bestimmten Systeme keine Aenderung 
erfahren. Um zu einem Punkte x den entsprechenden x' zu finden, 
verbindet man den Schnittpunkt von P und a'x mit a, wodurch eine 
Gerade entsteht, welche K in x' schneidet, 

Ist K ein Kreis und P die unendlich weite Gerade, ferner 
a, a' irgend zwei entsprechende Punkte, so muss, da ax' \\ a'x ist, 
der Bogen xx' = Bogen aa' sein; d. h. „in zwei projecti vischen Punkt- 
systemen auf einem Kreise, für welche die unendlich weiten ima- 
ginären Kreispunkte die Doppelpunkte darstellen, haben alle Bögen, 
welche von entsprechenden Punkten begrenzt sind, dieselbe (eon- 
stante) Länge". Man kann somit zwei solche Punktsysteme auf dem 
Kreise Ä" als congruente projecfcivische Systeme bezeichnen 
(I, Art. 53). 

?iÖ. „Sind auf eitlem KegelsdtnittelC zwei projectiviscke Punkt- (Tan- 
gentenr) Systeme 2, 2' gegeben, so ist die Enveloppe K' der VerJnndivngs- 
geraden entsprechender Punkte (der Ort K' der Sclmittpv/nkte ent- 
spredtender Tangenten) imeder ein Kegelschnitt, welcher den ersten K 
d(rppd^ berührt, d. li. welcher mit K zwei Punkte wnd in diesen Pwnkten 
die Tangenten gemeinschaftlich hat." 

Als Tangenten der gesuchten Enveloppe K' definirten wir die 
Verbindungsgeraden je zweier entsprechenden Punkte von Ä^; und da 
sieht man zunächst sofort, dass durch jeden Punkt von K zwei und 
nur zwei solche Verbindungsgeraden hindurchgehen. Bezeichnet 
man diesen Punkt einmal mit a; als zu S und dann mit y' als zu 
S' gehörig, so sind xx', y'y die beiden durch ihn gehenden Tangenten 
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von K . Aber auch aUgemein gehen durcli einen beliebigen Punkt 
j) nur zwei Tangenten von K. Verbindet man nämlich tc mit p, so 
wird fx K in einem Punkte x^ schneiden, und der Punkt Xy ist 
mit x' in projectivischer Beziehung, da x' mit x projectivisch und 
X mit Xy involutorisch (d. h, auch projectivisch) verwandt ist. Die 
beiden von x' und a^i beschriebenen projecti vischen Systeme haben 
zwei Doppelpunkte, so daae es also zweimal geschieht, dass x^ mit 
x' zusammenlällt j dann geht aber xx' durch p hindurch. 

„Es ist somit K eine Cii/rve zweit&i' Classe (Ordnung), d. b. ein 
Kegelscknüt." 

(Die reciproken Betrachtungen möge der Leser allein durch- 
führen.) 

Fällt der Punkt, den wir x und y' nannten, mit einem der 
beiden Doppelpunkte e,f von 2, 2' zusammen, eo fallt auch x' und 
y in diesen Doppelpunkt und die Tangente_von K in diesem Doppel- 
punkte stellt somit sowohl die Tangente xx\ als auch die Tangente 
y'y von K' dar, so dass K' durch jeden der beiden Doppelpunkte 
e, / hindurchgeht und daselbst die Tangente von K zur Tangente 
hat. Es berühren sich somit K und K' sowohl in e als auch in /, 

Ausser diesen Punkten e, / and deren Tangenten E, F haben 
die Kegelschnitte K, K' keine weiteren Punkte oder Tangenten ge- 
meinschaftlich, weil sie sonst (Art. 21, 43) zusammenfallen würden. 

Die doppelte Berührung (der doppelte Contact) von ^und 
K' wird als reell oder ideell (imaginär) bezeichnet, je nachdem die 
Doppelpunkte e, / der beiden Systeme 2,2' reell oder imaginär sind. 
Die Gerade ef oder P, welche immer reell ist, wird als die Be- 
rührungssehne der sich doppelt berührenden Kegelschnitte ff, .ff' 
und der Schnittpunkt f der in e, / an die Curven gelegten Tan- 
genten E, F wird als der Berührungspol von K und K' be- 
zeichnet. 

„Wenn sich sn,oei Kegelschnitte doppelt berühren, so scAijeidew die 
Tamgenten des einen den anderen in einander enisprecJwnden Pimkten 
projectivischer Punktsysteme, und die aus den f^ikten des einen an den 
anderen gelegten Tangenten sind enisprediende Tangenten projectiviscJier 
Tangentemysteme an diesem anderen Kegels<^mtie. Die Berührwng^unkte 
der Kegelschnitte sind die Doppelpwnkte und ihre Berührungstangenten 
sind die Doppeltangenten Jener Systeme." 

Sind K, K' die sich in e, f berührenden Kegelschnitte und E, 
F ihre Tangenten in e, f, so schneide man einen von ihnen, z. B. 
K, mit irgend einer Tangente des anderen in den zwei Punkten a, a' 
und betrachte die Enveloppe der Verbindungsgeraden entsprechender 
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Punkte X, x ' jener projeetivischen Systeme 2, 2' auf K, welche 6, f zu 
Doppelpunkten haben und in deneu a, a' ein Paar entsprechender 
Punkte sind. Diese Enveloppe (das Erzeugnise der projee- 
tivischen Systeme auf Ä^ mussü" sein. Denn es muss eine Curve 
zweiter Classe sein, welche E in e, Fmf und auch a«' berührt 
und somit mit K" identisch ist. Ee werden also die Tangenten von 
K' auf K die Punktepaare x,x' der Systeme S, 2' bestimmen, was 
zu beweisen war. Ebenso reciprok. 

Wenn zwei Kegelschnitte K, K' doppelten Contact besitzen, so 
chn 1 1 jede Tangente des einen den anderen in einem Pwnktepaare, 
w I he harmonisck getrennt erscheint von ihrem Berührungspunkte und 
k n Schnittpumkte mit der Berührungssehne der beiden Kegelschnitte." 

Es seien 3:,»;' die Schnittpunkte von Ä^ mit irgend einer Tangente 
von -ff', so sind x, x' entsprechende Punkte der beiden projee- 
tivischen Systeme 2, 2', welche die Tangenten von K' auf K be- 
stimmen. Rückt nun x um unendlich Weniges auf K weiter, etwa 
nach y, so wird auch x' um unendlich Weniges etwa nach y' auf .ff 
rucken und yy' wird eine zu xx' unendlich nahe Tangente von K' 
sein, welche xx' in dem Berührungspunkt ^ von xx' schneidet. 
Nun muss der Schnittpunkt ^' von xy' mit x'y auf der Directions- 
axe, d. h. auf der Berührungssehne P liegen, und aus dem voll- 
ständigen Vierecke xyx'y' folgt sofort, dass ^%', ■ 
monische Punktepaare werden, wenn yy' mit xx' z 
muss folglieh die Polare von 4' bezüglich K durch > 
gehen, in welchem K' von xx' berührt wird. 

Ebenso reciprok : 

„Haben zwei Kegelschnitte K, K' doppelte Berührung, so erscheinen 
die aus einem heliebigen Ihtnkte des einen an den anderen gezogenen 
zwei Tangenten harmonisch getrennt durch die Tangente dieses PwnMes 
und den nach dem Berükrtmgspol der beiden Kegelschnitte gehenden 
Strahle." 

Es enthält somit die Tangente eines Punktes von K' den Pol 
seiner Verbindungsgeraden mit dem Berührungspole p bezüglich 
des Kegelschnittes K. 

86. Durch die gewonnenen Kesultate sind wir in den Stand 
gesetzt, jenen Kegelschnitt K zu construiren, welcher durch einen 
gegebenen Punkt geht oder eine gegebene Gerade berührt und mit 
einem gegebenen Kegelschnitte K an gegebenen Stellen einen dop- 
pelten Contact besitzt. Sind zwei reelle Punkte e, f von Z" gegeben, 
in denen K den Kegelschnitt K berühren soll, so sind die in e, / 
an K gelegten Tangenten E, F zugleich Tangenten von K in e, /, 
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und man bat dann füi' K' drei Punkte und die Tangenten in zweien 
von ihnen, oder drei Tangenton und die Berührungspunkte zweier 
von ihnen, und kann K' nach fmher (Art. 21, 43) entwiekelten Metho- 
den entweder als Punktcurve oder als Tangenten cur ve construiren. 

Es kann jedoch auch eintreten, dass der Contact zwischen K 
vuid ^ ein ideeller ist ; der Contact wird bestimmt sein, wenn man 
entweder die ideelle Berühningesehne P oder den Berührungspol p 
kennt; da 'p, P Pol und Polare bezüglich K sind, so kann man F 
aus p und umgekehrt leicbt ableiten. 

Soll A eine Tangente von K' sein und ist A so gelegen, dass 
ihre beiden Schnittpunkte a, a' mit K reell sind, so wird man je 
zwei Punkte w,x' von K, für weiche ax' und a'aiaieli in einem Punkte 
von P sehneiden, miteinander zu verbinden haben, um nach Art. 85 
beliebig viele Tangenten xx' von K" zu erhalten. 

Soll K' durch einen Punkt « hindurchgehen und ist a ausser- 
halb K, so lege man dureh a au Ä^ die beiden Tangenten A, A' ; so 
ist K' nach Art. 85 der Ort des Schnittpunktes {XX') solcher Tan- 
genten X, X' von K, für welche die Verbindungsgevade von {AX') 
mit (A'X) durch p hindurchgeht. 

Soll K' eine Gerade A berühren, welche mit K keine reellen 
Punkte gemeinschaftlich hat, so kann man doch sofort ihren Be- 
rührungspunkt finden; ist a' der Schnittpunkt von A mit P, so wird 
A von der Polare von a' bezüglieb K im Berührungspunkte a ge- 
schnitten und man kann nun K' als den durch a gehenden, mit K 
die Be ruh rungs sehne P besitzenden Kegelschnitt aufsuchen, da die 
beiden durch « an .ff gehenden Tangenten reell sein müssen, indem 
x auf einer den Kegelschnitt Ä" nicht schneidenden, also ganz ausser- 
halb befindlieben Geraden A liegt. 

Ebenso verfährt man, wenn K' mit K die Berübrungssehne 
P haben und durch den innerhalb K gelegenen Punkt a hindurch- 
gehen soll. Verbindet man a mit dem Berührungspole p und construirt 
den Pol von ap bezüglich IC, so ist seine Verbindungsgerade mit 
a die Tangente von K' in a und da a innerhalb K gelegen ist, so 
wird seine Tangente K in einem reellen Punktepaare schneiden; 
und man kann nun K' als den Kegelschnitt aufsuchen^ welcher mit 
K den Berührungspol p besitzt und eine, K in reellen Punkten 
schneidende Gerade bei-ührt. 

„ Werm dU beiden Kegelschnitte K, K' eine, doppelte (reelle oder 
ideelle) Berühnmg besitzen, so liegt der eine ganz innerkalb (ausser- 
halb) des anderen,'^ 
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Arigünommeu, irgend eine Tangente A von IC schneide K in 
zwei reellen Punkten a, a', so kann man K' als Ei'zougniss der auf 
K aufti'etenden projectivischen Pnnktsysteroe betrachten, für welche 
a, a' ein Paar entsprechender Punkte und P die Directionsaxe ist. 
Man wird nun zu jedem Punkte von E, wenn man ihn einmal als 
X und dann als y' betrachtet, die entsprechenden Punkte x', y mit- 
telst P und a, a' als reelle Punkte erhalten, so dass die durch 
jeden Punkt a; = i/' von K &n K" gehenden Tangenten xx', y' y 
reeD sind; wenn also ein Punkt a von K ausserhalb K' Hegt (denn 
dann kann man durch a an IC die reelle Tangente A legen), so 
sind alle Punkte von K bezüglich K' äussere Punkte, d, h. K liegt 
ganz ausserhalb K' und somit K' innerhalb K. Es können also nur 
entweder alle Punkte von K ausserhalb oder alle innerhalb K' ge- 
legen sein. Wenn die Be ruh rungs sehne eine eigentlich e / ist, so 
berühren sich K und K' in e und/ wirklich; wenn man auf dem 
inneren (äusseren) der beiden Kegelschnitte sich gegen und über 
einen Berührungspunkt hinaus bewegt, so gelangt man aus dem 
Inneren (Äeusseren) kommend bis zu dem äusseren (inneren) Kegel- 
schnitte, kehrt jedoch, wenn dor Berührungspunkt überschritten ist, 
wieder in das Innere (Aeussero) des äusseren (inneren) Kegel- 
schnittes zurück, was sich beim Passiren des zweiten Berühi'ungs- 
punktes wiederholt. 

Ist P eine ideelle Berühi-ungssehne, so sind die Berührungs- 
punkte e, / imaginär, die Kegelschnitte haben keinen reollen Punkt 
gemeinschaftlich und der eine umschliesst den anderen vollständig. 
Ein Beispiel für den letzten Fall bieten zwei concentrische Kreise, 
welche eine doppelte Berührung in ihren unendlich weiten Punkten 
besitzen. (I. Art. 69.) 

87. Da eine Curventangente als die Verbindungsgerade zweier 
in ihrem Berührungspunkte unendlich nahe zusammongerückten 
Punkte, und ein Curvenpunkt als der Dm-chschnitt zwciei- durch 
ihn gehenden von seiner Tangente unendlich wenig verschiedenen 
Tangenten aufzufassen ist, so hat man die Tangente eines Berührungs- 
punktes zweier Curven als die zwei unendlich benachbarte, beiden 
Curven gemeinschaftliche Punkte verbindende Gerade, und den 
Berührungspunkt als den Durchschnitt zweier unendlich nahci-, bei- 
den Curven gemeinschaftlicher Tangenten zu betrachten. Es sind 
also im (einfachen) Berührungspunkte zweier Curven zwei von den 
Schnittpunkten der Curven vereinigt; ebenso stellt die Tangente 
des Berührungspunktes zwei unendlich nahe gemeinsame Tangenten 
der Curven dar. 
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„ Wenn also zwei Kegelschnitte K, K' doppelte Berührung hedtzen, 
so stellt jeder BerUknmgsiiwnkt zwei gemeinscJiaftUche Pumkte und jede 
ßerfihrungstangente stellt zwei genneinschaftliche Tangenten von K, K' dar. " 

Ausser diesen 2,2, d. i. 4 gerne inschaftlieten Punkten und 
Tangenten haben K und K' keine weiteren gemeinsamen Punkte 
oder Tangenten, da zwei Kegelschnitte, welche fünf gemeinsame 
Punkte oder Tangenten besitzen, identisch sind {Art. 21, 43). 

Den Kegelschnitt K' wird man mit K identisch machen, wenn 
man z.B. die Projectivität auf Ä" betrachtet, welche drei Doppelpunkte 
a = a', a = h', c = c' besitzt und daher (Art. 72) aus lauter solchen 
Doppelpunkten x'^x besteht. Die Geraden xx' sind die einzelnen 
Tangenten von K und das Erzengniss K' der beiden aus Doppel- 
punkten bestehenden Punktsysteme auf K ist somit K selbst. 

88. „ Wenn die B&i'ühningasehne P eine Tangente von K wird, so 
idrd der Berührungspol f der Berührungspunkt von P mit K, die 
Punkte e, f fallen mit p und ihre Tangenten E, F mit P zmammen, 
so dass P auch Tangente von K' in p wird. Die beiden Kegelschnitte 
besitzen nun in p vier unejidUch ncüie gemeinschaftliche Punkte und in 
P vier unendiich nahe gemeinschaftliche Tangenten. Die beiden Kegel- 
schnitte, vmi denen auch jetzt noch der eine ganz intierhalb des anderen 
gelegen ist, haben in p eisie viel innigere gegenseitige Berührung, welche 
man (wie später begründet tce]'den soll) als eine Berührtmg der dritten 
Ordnung bezeichnen kann." 

Soll ein Kegelschnitt K' construirt werden, welcher mit einem 
gegebenen Kegelschnitte K an einer gegebenen Stelle, d. h. in einem 
gegebenen Punkte p (mit der Tangente P) vier unendlich nahe 
Punkte (eine Berührung dritter Ordnung) gemeinschaftlich haben 
und durch einen gegebenen Punkt a hindurchgehen oder eine ge- 
gebene Gerade A berühren soll, so wird man seine weiteren Punkte 
oder Tangenten genau so wie in Art. 86 zu construiren haben, was 
dem Leser überlassen bleiben möge. 

89. Ist ein Kegelschnitt K gegeben und soll ein zweiter den 
gegebenen doppelt berührender K' gefunden werden, welcher eine 
gegebene Gerade Ä berührt, so kann K' als Erzeugniss zweier pro- 
jectivischen Punktsysteme S,S' auf Ä'aufgefasst werden, für welche die 
Schnittpunkte a,a' von Ä'mit A zwei entsprechende Punkte sind; hat 
K' noch eine zweite Gerade B zu berühren, so erhält man in dem 
Schnittpunktepaar von K mit B ein weiteres Punktepaar für S, 2'. 
Nun kann man aber den einen Punkt dieses Paares als b und den 
zweiten dann als b' betrachten, oder man kann umgekehrt den 
zweiten als zu S gehörig betrachten; dann so!! er 6, heissen und 
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dann ist <ler erste, nämlicli b mit 6,' zu bezeichnen. Die Berührungs- 
sehne P von K' mit K wird im ersten Falle durch den Schnitt- 
punkt ■»■ von ab' mit a'b hindurchgehen und im zweiten Falle durch 
den Schnittpunkt von ai,' mit a'fij, d. i. durch den Schnitt 7' von 
ai mit a'b'. Für K' kann man noch einen seiner beiden Berüh- 
rungspunkte e, f auf K wählen, z. B. e; der zweite / liegt dann für 
die erste Anordnung, weil P durch 7 gehen muss, auf f e oder für 
die zweite Anordnung auf 'i' e, so dass man zwei verschiedene 
Kegelschnitte K' erhält, weiche ^ in e und noch an einer anderen 
Stelle (/) berühren und zwei gegebene Tangenten A, B besitzen. 
Man kann also sagen (wenn auch die reciproke Betrachtung durch- 
geführt wird) : 

„Die sämmüicken Kegelschnitte K' , loeleke einen gegebenen Kegel- 
schnitt K doppelt berühren und zwei gegebene Gerade A, B zu Tan- 
genten besitzen (dweh zwei gegebene Pwnltte a, b hindv/fchgehen), zer- 
fallen in zwei Schaaren; die Berükrungsseknen von K mit den Kegel- 
schnitten jeder der beiden Schaaren gehen durch einen festen Punkt y, 
7'espective y ', welcher auf der Pola/re des Schnittes von A imd B liegt 
(die B&rilh,rungspole von K mit den, Kegelschnitten jeder der beiden 
Sckaa/ren Hegen auf einer festen Geraden F, respective I", weldie 
dwdi den Pol von ab hindwckgeht)." 

„Die beiden PumHe y, y' (die beiden Geraden F, F') WM^ con- 
jugirte Pole (conjugirte Strahlen) bezüglich K", denn sie sind ja 
Diagonalecken des dem K eingeschriebenen Viereckes aba'b'. 

„Es bilden somit die Be^-ühnmgspimktepaare von K mit den 
beiden Schaaren de)- doppeltberührenden Kegelschnitte zwei conjugirte 
Involutionen auf K." 

Die Punkte f, 7' sind immer reell, wenn die Geraden A, B den 
Kegelschnitt K in zwei reellen oder in zwei imaginären Punkte- 
paaren aa' , hb' schneiden. Im ersten Falle sieht man das sofort 
ein. Bezeichnet man mit m,m' die Schnittpunkte von A, B mit der 
Polare des Punktes, in welchem sich A und B schneiden, welche 
Polare -i, '{ enthält, und mit n, n die Schnittpunkte dieser Polare mit 
K, so ist aus dem Vierecke aa'bb' sofort (mm'TT') = — 1, und 
weil Yi t' conjugirte Pole von K sind: (kh'yt') = — 1. Es ist also 
Y, 7' das zu mm' und nn gleichzeitig harmonisch conjugirte Punkte- 
paar oder also das Paar der Doppel elemente der Involution, welche 
durch mm', nn' bestimmt ist. Wenn nun A und B die Curve K 
nicht treffen, so ist ihr Schnittpunkt ein ausserhalb K gelegener 
Punkt, somit sind nn' reelle Punkte, welche die ganze Gerade nn' 
in zwei Theile theilen; einer von diesen Theilen enthält lauter 
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innere und der andere lauter äussere Punkte bezüglich K, so dass, 
weil alle Punkte von A und B äussere sind, die Punkte m, m' noth- 
wendigerweiae einem und demselben Tlieile jener Geraden angehören 
Tnüasen. Es sind also % m' bezüglich der Strecke nn entweder beide 
innere oder beide äussere Punkte und somit ist das Paar f, y' reell 
{I, Ai-t. 72). 

Wenn dagegen eine von den beiden Geraden, z. B. A, in reollen 
und die andere B in imaginären Punkten von K geschnitten wird, so 
werden die beiden Paare mm', nn' diirch einander getrennt sein 
(Art. 76) und die Punkte YjT' ^^°^ imaginär. 

90. „Es gibt vier Kegdscknitte, walcJie di-et gegebene Gerade A, B,C 
berühren (dv/nih drei gegebeiie Punkte hindurchgehen) und mit einem 
gegebenen Kegelschnitt K do^elte BeriQirung besitzen." 

Die drei Geraden Ä, B, C sehneiden K in drei Punktepaaren; 
wenn man die awei Punkte eines jeden solchen Paares als einander 
entsprechende Punkte projectivischer Punktsysteme auf K betrachtet, 
so sind dieselben durch die drei vorliegenden Punktepaare bestimmt 
und ihr Erzeugniss wird ein Kegelschnitt K' sein, welcher K dop- 
pelt berührt und Ä, B, C zu Tangenten hat. Die Anordnung der 
Punkte kann man nun in viererlei Arten durchführen. Wenn man 
einen der Punkte, in denen K von A geschnitten wird, mit a, und 
den anderen mit a bezeichnet, so kann man, wie im vorhergehenden 
Artikel, das durch B auf K bestimmte Pimktepaar entweder b,b' 
oder i[, ö^' nennen, wobei b mit b,' und b^ mit h' identisch ist. 
Ebenso kann das durch C auf K bestimmte Punktepaar entweder 
c, c' oder «1, C|' sein, wobei c mit c,' und c, mit c' identisch ist. Nun 
haben wir auf K vier Projectivitäten. Die eine ist bestimmt durch 
die Punktepaare aa', bh', cc', die zweite durch aa', \b-y', cc', die 
dritte durch aa', bb', Cic/ und die vierte bestimmt durch die drei 
Punktepaare aa', b,h,', qc,'. Jeder dieser Projectivitäten entspricht 
als Erzeugniss ein dem Dreiseit ABC eingeschriebener, K doppelt 
berührender Kegelschnitt K', K", K'", K"" respective. 

Werden, so wie im letzten Artikel, mit ß, ß' die Schnittpunkte 
von ac, a'c, respective von ae, a'c' und mit a, a' die Schnitt- 
punkte von bc, b'c, respective von bc, b'c' bezeichnet und sind 
P', P", P", P"" die Berahrungssehnen von ^mit K', K", IC", K"", so 
enthält P die Punkte aß^, P" die Punkte a'ß^'- P'" ^ie Punkte 
a'ß'Y und P"" die Punkte aß'f'. 

Es bilden somit P', P", P'", P"" ein vollständiges Vierseit, in 
welchem aa', ßß', yy' die drei Gegen ecken paare sind. Da die Punkte 
Y,y' auf der Polare des Schnittpunktes von A und B liegen, so ist yy' 
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die Polare dieses Punktes (AB) ii. s. w. Somit ist das Diagonal- 
dreiseit des von den vier Berührungsselinen gebildeten Vierseits 
conjugirt zu dem Dreiseit ABC. 

Für den i-eciproken Fall bilden die vier Berührungspole ein 
Viereck, dessen Diagonaldreieck conjugirt ist zu dem Dreieck, durch 
dessen Ecken die den Kegelsebnitt K doppelt berührenden hindurch- 
gehen sollen. 

91. Wird von den drei Geraden A, B, C eine, z. B. C, eine 
Tangente von K, so ist ihr Bei-ühmngspunkt c zugleich Berühnings- 
punkt von K und K'. Construirt man nan aus A, B, wie im Art. 89, 
das Pnnktepaar -fT'j so ist entweder -^c oder y'c die Bei-ührungs- 
sehne, so, dass man in diesem Falle nur zwei Kegelschnitte K', K" 
erhält, welche A, B, C zu Tangenten haben und K doppelt berühren. 
Es absorbirt in diesem Falle jeder dieser beiden Kegelschnitte zwei 
von den vieren des allgemeinen Falles. Werden zwei von den Ge- 
raden A, B, G Tangenten von K, so stellen ihre Berührungspunkte 
auch die Berührungspunkte von IC mit K dar, und wir erhalten 
nur einen solchen Kegelschnitt Ä!'; wenn endlich A, B und CTan- 
genten von K sind, so wird K' mit K identisch. 

92. Wenn die auf K auftretende Projeetivität in eine Involu- 
tion übergeht, so wird der den Kegelschnitt K doppelt berührende 
als Erzeugniss der projecti vis eben Systeme eich ergebende Kegel- 
schnitt in einen doppelt zu zählenden Punkt, respective in eine doppelt 
zu zählende Gerade übergehen. Hat man auf K eine Punktinvolu- 
tion, so geht die Verbindungsgerade je zweier entsprechenden Punkte 
x,x' durch einen festen Punkt p hindurch. Die Enveloppe der Geraden 
xw' ist also der Punkt p, wobei jede Gerade doppelt zu zählen ist, 
da man x' als y und'ic dann als y' beti'achten kann. Es ist also 
der doppelt gezählte Punkt p das Erzeugniss der involutori sehen 
Punktsysteme auf K. Ebenso erhält man bei einer Tangenteninvolu- 
tion, wenn man sie als speciellen Fall projectivischer Tangenten- 
systeme betrachtet, die doppelt gezählte Axe P der Involution (den 
Ort der Schnittpunkte entsprechender Tangenten X, X") als Er- 



„Man kann also jeden Punkt p (jede Gerade P) in der Ebene 
eines Kegelschnittes K doppelt gezählt als einen den Kegelschnitt 
K doppelt berührenden (degenerirten) Kegelschnitt betrachten." 

Da die beiden Berührungspunkte die Doppelpunkte (ihre Tan- 
genten, respective Doppeltangenten) der auf K aufti-etenden pro- 
jectivischen Systeme sind, so hat man, im Falle, dass ein Punkt p, 
doppelt gezählt, als doppelt berührender Kegelschnitt auftritt, die 
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Berührungspunkte der durch p an K gelegten Tangenten als seine 
Berührungspunkte mit Kza betrachten, und wenu eine Doppelgerade 
P als doppelt berührender Kegelschnitt von K aufgefasst wird, so 
sind ihre Schnittpunkte mit K als ihre Berührungspunkte auf- 
zufassen. Zu solchen durch doppelt zu zählende Punkte (Gerade) 
dargestellten, den Kegelschnitt jE" doppelt berührenden Kegelschnitten 
gelangen wir, wenn die drei Geraden (Punkte) A, B, C in Art. 90 
als durch einen Punkt gehend (auf einer Geraden liegend) ange- 
nommen werden. Der Doppelpunkt p (die Doppelgerade P) vertritt 
alle vier Kegelschnitte K', K", K'", K"" des allgemeinen Falles. 

93. Wenn von den drei Geraden A, B, C, welche der den 
Kegelschnitt K doppelt berührende Kegelschnitt K' zu Tangenten 
haben soll, zwei, etwa A, B sich in einem Punkte von K sehneiden, 
welcher a heissen möge, während der zweite Schnittpunkt von Ä 
und K a' ist, so kann man den Punkt a entweder als Ö oder 
h,' betrachten, weil ja B durch ihn hindurchgeht; der zweite Schnitt 
von K mit B wird dann h', respective 6, sein. Im ersten Falle ent- 
sprechen einem Punkte (a ~ b) zwei von einander verschiedene 
Punkte a', &', woraus schon der Eindeutigkeit in der projectivischeu 
Beziehung wegen auf einen speci eilen Charakter derselben ge- 
schlossen werden muss. In der That zeigt die in Art. 81 gegebene 
Vervollständigung, dass dann jedem Punkte von ff, wenn wir ihn 
als ic' betrachten, der Punkt a = 6 als x entspricht. Die Directions- 
axe F der beiden Systeme verbindet in diesem Falle (Art. 81) den 
Punkt a mit dem Punkte c', wenn c, e' die Schnittpunkte von K 
mit C sind, und es entspricht jedem Punkte von K, wenn man ihn 
als X betrachtet, der Punkt c' als x'. Die projectivische Beziehung 
ist eine degenerirte mit a und c' als Doppelpunkten, von denen 
jeder mit jedem Punkte von K ein Paar entsprechender Elemente 
darstellt. (Wir erhalten diesen Fall, wenn wir in I, Art. 94 die Ver- 
wandtschaftsgleichung a^^' -\-b^-\- c^' -\- d:=o durch die ebenfalls 
lineare, aber specielle (^ — <() (^' — c') =o ersetzen.) 

Der Kegelschnitt K' ist nun die Enveloppe aller Geraden a;ai'; 
diese gehen aber alle entweder durch a oder durch c', so dass also 
das Punktepaar a, c als degenerirter Kegelschnitt einen der vier 
doppelt berühi-enden Kegelschnitte des allgemeinen Falles darstellt; 
da man c durch c ersetzen kann, so stellt das Paai- a, c noch einen 
zweiten doppelt berührenden Kegelschnitt dar, „so dass im, Falle, 
als sidi zwei von den Geraden A, B, C in etnem Punkte von K seimeiden, 
nw zioei eigentliche (nickt degenerirte) den KegelscJinitt K doppelt he- 
riäirende Kegelschnitte sich ergeben, welche A, B, C sm Tangenten haben". 
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Der ciüü entspricht der durch die drei Paare aa', hh', cc' 
und der andere der durch aa', iii]', c,c/ gegebenen Projeetivitätj 
wobei b^' =a, c, = c', c,' = c ist. 

Zugleich haben wir aber das Resultat: 

„Jedes einem Kegehclmitte K angehörende Punkte- (Tangenten) 
paar kann man als (degenerirten) den Kegelschnitt K doppelt berühren- 
den Kegelschnitt betrachten." 

Wenn sich nicht nur A und B, sondern auch A und C auf K 
schneiden, so wird dieser aweite Punkt a' sein und muss, wenn 
wir nicht zu einem degenerirten Kegelschnitt K' gelangen wollen, 
mite, bezeichnet werden, wobei a' = b^ und der a weite Schnitt von 
K mit C der Punkt c/ ist. Die einzige nicht degenerirende Pro- 
jectivität ist durch die drei Paare aa', 6| 5|', ciC|' gegeben; sie 
liefert den einzigen eigentlichen Kegelschnitt £", welcher 
A, B, C zu Tangenten hat und K doppelt berührt. Die drei 
übrigen Kegelschnitte K", K'", K"" des allgemeinen Falles er- 
scheinen hier durch die Punktepaare «c,', ac„ a'b^^ ersetzt. 

Die reciproken Betrachtungen möge der Leser selbst durch- 
führen. 

94, Liegen endlich alle drei Ecken es, i, c des Dreiseits ABC 
auf dem Kegelschnitte K, so stellen nach Früherem die drei Punkte- 
paare ab, bc, Ca drei von den vier Kegelschnitten des allgemeinen 
Falles dar; der vierte dem Dreiecke abc eingeschriebene eigent- 
liche und K doppelt bei"ührende KegeUchnitt K' ergibt sich als 
Erzeugniss der Projectivität , welche durch die drei Paare au', 
bb', cc' bestimmt ist, wenn man a' in h, h' in c und c in a 
verlegt. In diesem Falle haben wir jedoch eine cykiische Pro- 
jectivität mit drei olem entigen Gruppen vor uns (1, Art. 109). Die 
Directionsaxe (die Berührange sehne von K' und K) der durch das 
Tripel abc auf K bestimmten cyklischen Projectivität enthält die 
Schnittpunkte der Seiten des Dreieckes abc mit den Tangenten von 
Km den Gegeneeken. Es gibt dann unendlich viele Dreiecke, 
welche dem K ein- und dem K' umgeschrieben sind, und für alle 
hat die Beröhrungssehne dieselbe Bedeutung. (Ist K ein Kreis und 
abc ein eingeschriebenes gleichseitiges Dreieck, so ist die Directions- 
axe die unendlich weite Gerade und K' ist der dem Dreieck o,br, 
eingeschriebene Kreis.) 

95. Auf Grund der in I, Art. 108 durchgü führten Betrach- 
tungen können wir sofort Folgendes als bewiesen betrachten. 

„Sind K, K' zwei sich doppelt berührende Kegelschnitte, von 
denen K der ausserhalb K' gelegene seiu mag, und zieht man von 
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irgeiid einem Punkte x' von K an K' eine der beiden Tangenten, 
welche K in a;" sehneiden möge, ferner durch x" die weitere Tan- 
gente an K', welche K in x'" schneiden möge, durch x'" an K 
die Tangente x"' x"" u. s. w., so nähert man sich, wenn die Be- 
rührungspunkte von K und K' reell sind, immer mehr und mehr 
einem dieser Berührungspunkte; geht man bei dieser aus x' be- 
ginnenden, fortgesetzten Tangentenziehung an K' von der zweiten 
durch x' gehenden Tangente aus, so wird man sich dem zweiten 
Berührungspunkte nähern." 

Aus I, Art. 109 folgt: 

„Sind die Berührungspunkte von K und K' e, f und zieht 
man wieder durch x' die Tangente x'x" an Ä", durch x" die Tan- 
gente x" x'" u. s. w., bis man endlich nach K-maligem Tangenten- 
ziehen zu dem Punkte a;*" + *' gelangt, so beschreiben x',x",x' 
...ic <" + !', wenn sich x' auf K bewegt, untereinander projec- 
tivische Systeme mit gemeinsamen Doppelpunkten e, f, so dass alle 
die Geraden x^'^x^''^ Kegelschnitte umhüllen, welche K und K' in 
denselben zwei Punkten e, / berühren." 

„Wenn es einmal (d. h, für eine Lage von x') geschieht, dass 
man nach n-maligem Tangentenziehen wieder in x' anlangt, so dass 
also ai'" + ^' = ai', so geschieht es immer. In diesem Falle gibt es 
unendlich viele n-Ecke, welche dem K ein- und dem K' um- 
geschrieben sind. Wir haben eine cyklische Projectivität mit 
K-punktigen Gruppen vor uns." 

Wenn die n-Ecke reell sein sollen, so müssen die Berührungs- 
punkte e, /von Ä'und K' imaginär sein (I. Art. 110). Ohne uns auf 
die weitere Betrachtung cykliseher Projeetivitäten einzulassen, mögen 
nur noch zwei Bemerkungen gemacht werden, Dass für n ^ 4 
jede Gruppe aus zwei harmoniechen Punktepaaren bestehen muss 
(I, Art. 110), sieht man sofort. Denn ist a, b, c, d eine solche 
Gruppe auf K, so kann man b mit a', c mit 6', d mit c' und a 
mit d' bezeichnen, und da die Gerade ab' zugleich cd' ist und da 
sich ab', a'h und auch cd' und cd in der Directionsaxe Pechnei- 
den müssen, so müssen cd und a'h durch denselben Punkt von 
ac gehen; nun ist a'b die Tangente von K in b und c'd die Tan- 
gente in dy somit geht die Gerade ac durch den Schnitt der Tan- 
.genten von & und d, sodass ac, hd zwei harmonische Punktepaare 
auf K sind (Art. 66). 

Weiter bemerken wir: 

„Die Pttnktgmppen einer cyklisehen ProjecfÄvität auf einem Kreise, 
fWr welche die ■iMtendlich weiten itnaginären Krei^^unkte die Doppel- 
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punkte sind, dnd dargestellt dwrdi die Eckengiti/ppen der dem Kreise 
eingeschriebenen regulären n-Ecke." 

Ist nämlich x' x" x'" . . . x^'"' eine Gruppe der cylclischen Pro- 
jectivität auf K, welche die unendlich weiten Punkte des Kreises 
K zu Doppelpunkten besitzt, so ist nach Art. 84. arc. x' x" = are. 
w " x"' rzz: arc. x"' x"" . . . . = arc. x^''^ x', und da die Summe dieser 
n gleichen Bögen die ganze Kveiaperipherie ausmaehtj so ist jeder 
von ihnen gleich dem li-ten TheÜe der Kreisperipherie; was zu be- 
w eisen war. 

Projicirt man die einzelnen Gruppen dieser Projectivität aus 
irgend einem Punkte s des Kreises E, so erhält man st-strablige 
Gruppen, welche den reellen Winkel am Punkte s in 2)1 gleiche 
Theile theilen; d. h.: 

„Die n-strahligen Gruppen, welche den vollen Winkel wn einen 
Punkt in der Ebene in 2n gleiche Theile ßieilen, sind die Grwppen 
einer cykliscken Projectivität mit' n-elementigen Gruppen; die Doppel- 
straMen dieser Projectivität sind nach den unendlich weiten imaginären 
Kreispunkten gericJitet." 

96. „Es gibt 2'' + ' einfache r-Eche, loelche einem gegebenen 
Kegelschnitte K eingeschrieben sind wnd deren Seiten gegebene r den 
Kegelschnitt K doppelt berührende Kegelschnitte in gegebener Aufeinander- 
folge berühren." (Ebenso reciprok.) 

Die r gegebenen, den Kegelschnitt K an beliebigen verschie- 
denen Stellen berührenden Kegelschnitte seien in der Aufeinander- 
folge, in welcher sie von den Seiten des r-Ecks berahrt werden 
Bollen, K', K", . . . K^''. Wir ziehen durch einen beliebigen varia- 
blen Punkt x' von K an K' die beiden Tangenten und bringen sie 
mit K zum Durchschnitte; es sei x" einer der beiden Schnittpunkte, 
durch welchen wir an K" die beiden Tangenten legen, welche K 
in den Punkten x'" schneiden mögen u. a. w. Wir erhalten so zwei 
Punkte x", 2.2, d. i. 2^ Punkte x'", 2^ Punkte x"" u. s. w. und 
endlich 2'' Punkte a; *'' + ''■ Gehen wir von x' zu einem x", von 
diesem zu einem x'", von diesem zu einem x"" über u. s. w., so 
erhalten wir einen continuir liehen nicht geschlossenen Zug x'x'x'" 
. . . X' x^'' + ''- Nun ist auf K System x' '/\, System x" 7\) System 
x"' . . . ~/\ System x^'' + ^\ so dass auch System x' y\ System 
a;(«- + i)- Die Gerade a;'a!"' + " wird somit einen weiteren den Kegel- 
schnitt K doppelt bei-ührenden Kegelschnit £(>■ + ') umhüllen. Die 
beiden projeetivischen Systeme x' und a!<'+" haben zwei Doppel- 
punkte, von denen jeder einen geschlossenen Zug x' x" x" . . . x'^ x' 
liefert, und da wir 2'' Pankte a;'"' + " haben, so werden wir im 
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Ganzen 2.2'', d. i. S*' +i' solche geschlossene Polygone x'x" . . . x^' 
erhalten, welche dem K eingeschrieben sind und deren Seiten der 
Keihe nach die Kegelschnitte K", K" . . £W berühren. 

Für r ^: 2 iat 2 "■ + ' =8. Wir erhalten somit acht Zweiecke, 
welche dein K eingeschrieben sind und deren Seiten zwei den K 
doppelt berührende Kegelschnitte K', K" berühren. Ist nun x' at" 
ein solches Zweieck, so sind x', x" zwei Punkte von K von der 
Beschaffenheit, dass die erste Seite x' x" Tangente von K" und die 
zweite (mit erster identische) Seite x" x' Tangente von K" ist. Es 
ist somit ic'a;" eine den Curven K', K" gemeinschaftliche Tangente. 

Es erscheint somit jedes dieser Zweieeke zweimal gezählt; ein- 
mal als das Zweieek x'x"x' und dann als das Zweieck x" x' x'\ 

so dass im Ganzen nur ^ =^ 4 solche von einander verschiedene 

Zweiecke auftreten: 

„Ss haben also je zwei Keyelsclmiüe K', K", wdcJie etiieii und 
densdben Kegehchmtt K doppelt berüliren, vier gemeinschaftliche Tan- 
genten ; ebenso zeigt man reciprok, dass ztoei solche Kegelschnitte K', K" 
vier gem^nsekafäieke Punkte besitzen, und da die zioei Ihp^elelemente 
projectivischer Systeme nur gleichzeitig imaginär werden können, so folgt, 
dass die vier g&neinschaftlich&n Tangenten (Punkte) von K' und K" 
entweder alle vier reell sind, oder zwei reell und zwei imaginär oder 
alle vier imaginär." 



Siebentes Kapitel. 

Gemeinschaftliche Elemente zweier Kegelschnitte. 
{Bus(hel, Reihen) 

97, „II i <,! Keqelsdmüte welche -nei Punkte (Tangenten) gemein- 
schaftlicJi haben, bebitzen noch wei weite) e gemeinscJtaftlulie Punkte 
(Tangenten) " 

Es seien s, s' zwei den Kegelschnitten K, K, gemeinsame Punkte 
(Fig. 9) und «1 irgend ein Punkt von ^| , welcher mit s, s' verbunden 
zwei Strahlen »«j, s'a, liefert, die K in a, a' rcspective schneiden. 
Bewegt sieh a^ auf ff], so beschreiben sa,, s'a, zwei projectiviache 
Strahlenbüsehel und somit beschreiben a, «' auf K zwei projec- 
tivische Punlitsysteme. Wenn a, ein Punkt von K werden soll, so 
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müssen a, a zasamineafalleD, d. L. einen Doppelpunkt bilden, und 

umgekehrt: wenn a mit a zusammenfällt, so fällt mit beiden aucii 

a, zusammen. Die beiden Doppel- |^.^ ^ 

punkte e, f der zwei projectivi sehen 

Punktsysteme auf K, welche von a, 

a' beschrieben werden, wenn sich a, 

auf K bewegt, sind also die einzigen 

weiteren Punkte, welche den Curven 

K und Ä", gemeinsam sind. 

Ebenso reciprok; sind S, S' 
zwei den Kegelschnitten K, Ä", ge- 
meinsame Tangenten und A^ eine 
bewegliche Tangente von Kj, fenier 
A, A' die au Ä" gelegten Tangenten, 
welche durch die Punkte hindurchgehen, in denen S, S' von Ai ge- 
schnitten werden, so beschreiben A, Ä' auf K zwei projeetivische 
Tangenten Systeme, deren Doppelt angenten E, F die einzigen zwei 
weiteren K, Ky gemeinsamen Tangenten darstellen. 

Die beiden Kegelschnitte KK^, von deren gemeinschaftlichen 
Punkten (Tangenten) wir zwei als vorhanden annehmen, besitzen 
somit im Ganzen vier gemeinschaftliche Punkte (Tangenten). 
Es ist klar, daas zwei Kegelschnitte nicht mehr als vier gemein- 
same Punkte (Tangenten) besitzen können; denn sie werden iden- 
tisch, wenn sie fünf gemeinschaftliche Punkte (Tangenten) haben 
(Art. 21. 43). 

Zugleich erscheint die Aufgabe gelöst: 

„Zwei KegdscknitU hohen swei gegeheiie Punkte (Tangenten) ge- 
memschafilichf man soll die beiden anderen ihnen gemdnechaßUcketi 
Punkte (Tangenten) constrairen." 

Geben beide Kegelschnitte K, K^ durch die zwei Punkte s, s' 
und sind a, b, C] irgend drei Punkte von K^ (durch s,s', «,, hj, Cj ist 
Kl bestimmt), so werden die Strahlen ««[, so,, «c,, s'a^, s'b,, s'c, 
den Kegelschnitt K in den Punkten «, 6, c, a, &', c' schneiden und 
die Projectivität auf K, deren Doppelpunkte e,f die beiden gesuchten 
Punkte sind, ist durch die drei Punktepaare aa', bb', cc' bestimmt; 
sind also a, ß, Y ^'^ Schnittpunkte der wecbselweisen Verbindungs- 
geraden bc', b'c; ac, a'c] ab', a'b, so sehneidet die Gerade P, 
weiche a, ß, y enthält, K'm e, y, durch welche Punkte auch K^ hin- 
durchgehen muss. Diese beiden Schnittpunkte e, f von K und .ff, 
sind reell, imaginär oder sie fallen zusammen, je nachdem P die 
Curve K (und dann auch K^') in reellen oder imaginären Punkten 
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schneidet oder berahrt. Ihre Verbiiidungsgerade ej\ d. i. P, 
ist aber immer reell. 

Betrachtet mao das dem Kegelschnitte K eingeschriebene ein- 
fache Sechseck s ö r' s' i»' <;, so sieht man, dass J,, c,, a die drei Schnitt 
punkte seiner Gegeiiseitenpaai'e sind und somit nach dem Pas- 
cal'schen Satze in einer Geraden liegen müssen. Es liegt also et 
auf 6, C|, ebenso ß auf «j e^, und y auf a^ 6,. 

Aus dem Vierecke ahdV folgt Überdies, dass ■{ auf der Po- 
lare des Schnittpunktes von ah mit ah' liegt; ebenso liegt a auf 
der Polare des Schnittes von hc mit h' d und ß auf der Polare 
des Schnittes von ac mit a'c'. 

Diese Bemerkung erlaubt uns, die Gerade P auch dann zu 
construiren, wenn die Punkte s, s' auf K unendlich nahe zueammen- 
i-ücken, d. h. wenn K und K^ in einem Punkte s eine einfache Be- 
rührung besitzen; es werden in diesem Falle die Punkte a' , i', c 
mit «, h,<: respective identisch werden, so dass z, B, ah' und a'h 
mit ah u. s. w. zusammenfallen. Die Punkte a, ß, y sind somit hier 
die Schnittpunkte von hc mit 6, Cj, von ac mit a, c; und von aJ 
mit a, 5| ; die Gerade P ist somit die Perspec tivitätsaxe der beiden 
perspeetivischen Dreiecke ahc, «i^iC,, für welche der Berührungs- 
punkt s von K und K^ das Perspectivitätecentrum ist, d. h.: 

„ Wenn zwei Kegelschnitte K, Kj einen Bei-ührungsptmkt s besitzen 
wnd Tnan projidrt aus s irgend ein dem einen Kegelschnitte K^ ein- 
geschriehenes Dreieck a, 6^ c, auf den anderen K, indem man diesen 
mit den Strahlen sai, sh^, sCi in a, h, c, respective swm Durckschnitte 
hringt, so ist die Perspectimtätsaxe P der hetden Dreiecke ahc, a, ö^Cj 
die Verhindungsgerade der h^den ausser dem Berühning^punkte s noch 
auftretenden Schnittptmkte e, f von K mid K^." 

Mit anderen Worten: 

„Ist s d&r Beruhrwngspnnkt von Kund K^, und P die immer reelle 
Verbindv/ngsgerade der beiden ührigm Schnittpunkte e,f von K wnd Ä",, 
sind femer a, b irgend zivei Punkte von K und es, , 5, die Schnittpunkte 
von Kl mit sa, sb, so Hegt der Selmittpmikt von ah mit a^ 6, auf P." 

Lässt man « mit h und daher auch «, mit &i zusammenrucken, 
so werden ab, a^ ft, die Tangenten von K, K^ in a, «j respective, d.h. : 

„Sind a, a, zwei mit dem Berührting^mikte s von K und Ki in 
gerader Linie gelegene I\tnkte, von denen der &rste dem K und der 
ziveite dem Ky angeMrt, so schneiden sich die in a, a^ re»pective an 
K, K, gelegten Tangenten in einem auf P gelegenen Pwnkte." 

Es sind so die beiden Curven E, Ä", in eine einfache be- 
merke nswerthe Beziehung gebracht, und zwar mittelst s und P. 
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Wenn man zwei Punkte a, «j von K, K, als einander entsprechende 
betrachtet, sobald die Gerade aa^ durch s geht, und wenn man der 
Verhindnngsgeraden zweier Punkte a, h von K die Verbindnngs- 
gerade der entsprechenden Punkte a,, b, von Ki entsprechen lässt, 
so daas auch die 'JVngenten von K und K, in entsprechenden 
Punkten einander entsprechende (ierade sind, so druckt sieh die 
Verwandtschaft so aus; 

„3iitspyecliende Punkte liegen auf Strahlen dwch s; entsprechende 
G-ßrade schneiden sich in Funkten von P, imd inshesondere schneiden 
sich die Tangenten entsprechender Punkte auf P." 

Eine solche Verwandtschaft wird als „centrale Collineatton" be- 
zeichnet; s ist das Collineationscentrum, P ist die Collinea- 
tionsaxe. 

Ebenso reciprok: 

„Ist S die den Curven K, ff, im Punkte s gemeinschaftliche 
Tangente -4, B, C^ irgend ein dem K, umscliriebenes Dreiseit und ABC 
das dem K umschriebene Dreiseit, dessen Seiten durch die Schnitte von 
S mit Af Bi Cj , respective hindurchgehen , so ist das Perspectimtäts- 
centi-um p d&r beiden Drdseite ABC, A^BjC^ der Schnittpimkt dsr 
beiden ausser der Bei-iUirungstangente S noch auftretenden gemeinschafl- 
lichen Tangenten E, F von K und IC^." 

Auch hier kann man die zwischen K, Ky bestehende Ver- 
wandtschaft als centrale Collineation erkennen, wenn man den 
Schnittpunkt von E, F ais Collineationseentrum und die Berührungs- 
tangente S als Colli neationsaxe auffasst. Man hat nur jeder Tan- 
gente von X jene von K^, welche sich mit ihr auf jS sehneidet, als 
entspreehende zuzuordnen und dem Schnittpunkte irgend zweier 
Tangenten von K den Schnittpunkt der entsprechenden Tangenten 
von K^ entsprechen zu lassen, 

98. Hätten die beiden Kegelschnitte K, K^ ausser im Punkte 
s noch in einem zweiten Punkte gegenseitige Berührung, so wäre P 
die Tangente dieses zweiten Berührungspunktes, welcher zugleich 
den Punkt p vertritt. Lassen wir diesen zweiten Berührungspunkt 
p zum ersten s unendlich nahe rucken, so haben K und Ä", in s 
vier unendlich nahe Punkte und in S vier unendlich nahe Tan- 
genten gemeinschaftlich, weil F in S fällt (Beruhigung der dritten 
Ordnung; siehe Art. 88), so dass wir den Satz aussprechen können: 

„ Wmtn zwei Kegelschnitte K, K^ inn Pmikte s (mit der Tangente S) 
eine Berührung de)- dritten Ordnung mit einaiider eingehen, (d. h. an 
diesem' Stelle vier unendlich nahe Punkte und Tangenten gemeinsam 
haben), so haben je zum Dreiecke, von denen das eine dem einen, und 
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das andere d&m, andm'en Kegelschnitte eingeschrieben ist, und welche s 
zum Perspectivitätscentrum besitzen, die Gerade 8 zur Perspectivitäts- 
atce; und je zwei diesen Kegelschnitten timschnebene Dreiseite, ivelcJie 
S zwf Perspectiiniätsaxe besitzen, haben s siim Per^edimtätscentrum. 
Mit anderen Worten: sind a, «, die Schnitte von K, Ä", mit irgend 
einem durch s gehenden Strahle, und b, &, _die Schnitte von K, Ky mit 
einem anderen durch s gehenden Strahle, so liegt der Schnittpunkt von 
ab mit «16, auf S; und sind Ä, A, Tangenten vonK,Ki durch einen 
Punkt von S und B, Sj eh&n solche Tangenten durch einen zweiten 
Punkt vmt S, so geht die Verbindmigsge/rade von (AB) mit (A^ B,) 
durch s hindurch." 

Läset man die beiden durch s gehenden Strahlen aa,, bby unend- 
lich nahe zusammenrücken, so wird ab die Tangente von K in a und 
a, 6i die von K, in a,, d. h.: 

„Haben K, Ky in s eine Berührung der dritten Ordnung und 
sind a, «, irgend ztcei mit s in gerader Linie liegende Pu7ikte von 
K, Ky, so schneiden sidi ihre Tangenten in einem auf der Tangente 8 
von s gelegenen Punkte. Sind A, ^, irgend zwei durch einen Pwnkt 
von S an K, Ki gelegte Tangenten, so geht die Veründungsgerade 
ihrer BeriUirungspinkte dv^-ch s." 

Wir sind so neuerlich in die Lage gesetzt, die Aufgabe zu 
lösen : 

„Ein Kegelschnitt K und auf ihm ein Tunkt s (eine Tangente 8) 
ist gegeben man soll enen Kegelschnitt K constniu) en weichet durch 
einen gegebenen Punkt a, geht (eine f g lerw (j-eiale A^ hTuhrt) mid 
mit K an de> Stelle s (8) eine Leilßüunj de) djitten Oidnung 
besitzt." 

Um emen beliebigen anderen Punkt 5, von Ä zu linden, 
bringt man K mit '>a^ in a zum Dnri,hschnitt, verbindet e nen be- 
liebigen Punkt b von K mit s und a und bringt die Gerade s6 mit 
der Geradon zum Durchschnitte S,, welche a, mit dem Schnitt- 
punkte von S und ab verbindet; die Gerade, welche den ao ge- 
fundenen Punkt i, mit dem Schnitte von S und der Tangente von 
K in b verbindet, ist die Tangente von /i", in b^. 

Ebenso reciprok. 

lyLässt man in dem recvproken Falle die Gerade jIj mr unend- 
lich weiten Geraden werden, so erhält man die Parabel, welche mit 
einem gegebenen Kegelschnitte K in einem gegebenen Punkte s eine Be- 
rührung dei- dritten Ordnimg besitzt." (Die Gerade A wird die zu S 
parallele Tangente von K und somit gibt der von s nach dem 
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Berührungspunkte von Ä gerichtete Strahl die Ax eil rieh tnng dieser 
Parabel an.) 

99. „Wenn zmm Kegelschnitte K, K^ d/)-ei Punkte (Tangenten) 
sehaftlick haben, so haben sie noch tdnen vierten Punkt (Tan- 

) gemeinschaftlich, welcher litieal constrmrt werden kann." Folgt 
sofort aus Art. 97. 

Bezeichnet man von den gemeinschaftlichen Punkten zwei als 
s,s', den dritten als e, and sind a,, b, irgend zwei Punkte von K^, 
welche aus s und s' auf ^ projicirt die Punkte «5, ab' liefern, so hat 
man nur den Schnittpunkt t von ab' und a'b mit e zu verbinden; 
diese Gerade -fe ist P und schneidet K (und -^) zum zweiten Male 
in dem Punkte/, welcher beiden Kegelschnitten ebenfalls gemeinsam 
ist und nach Art. 30 so wie die Punkte a, i, a\ b' lineai conetruirt 
werden kann. 

Ebenso reciprok. 

"Wenn von den drei Schnittpunkten von K und E^ zwei etwa 
8 und s' unendlich nahe rücken, so dass K und K, m_s eich be- 
rühren, so wird ■( nach Früherem der Schnittpunkt von ah mit «^ Öj. 
Lässt man dagegen e und etwa s unendlich nahe zusammenrücken, 
so ist P die Verbindungsgerade von y mit s. 

Denken wir uns zwei Kegelschnitte K, E^, welche im Punkte 
s eine Berührung der ersten Ordnung besitaen, so dass also beide 
durch s hindurchgehen und in s dieselbe Tangente S besitzen. Der 
Punkt s gilt für zwei gemeinsame Punkte und die Tangente S stellt 
zwei gemeinsame Tangenten von E und K^ dai' (Art. 87). Es seien 
nun e, / die übrigen zwei Schnittpunkte und E, F die übrigen zwei 
gemeinsamen Tangenten von ü'und ff,. Denken wir uns nun, dass 
sich die Kegelschnitte so deformiren, dass einer der Schnittpunkte 
6, /, z. B. e, immer näher zu dem Berührungspunkte s rückt, so 
wird sich die Gerade s e immer mehr der Tangente S nähern. Wenn 
also e mit s zusammenMlt, so dass dann E und E^ in s drei un- 
endlich nahe Punkte gemeinsam haben, so wird au der zwei 
gemeinsame Tangenten darstellenden Geraden S die Gerade se als 
weitere den beiden Curven gemeinschaftliche, mit S zusammen fallende 
Tangente hinzutreten, so dass 5 auch drei unendlich nahe Tan- 
genten, welche E und K^ gemeinsam sind, darstellt. Ebenso zeigt 
man reeiprok, dass das Zusammenfallen von drei gemeinsamen Tan- 
genten das in ihrem Berührungspunkte erfolgende Zusammenfallen 
dreier gemeinsamer Punkte nach sich zieht. Von zwei solchen 
Kegelschnitten K, £j, welche in s drei unendlich nahe Punkte und 
daher auch in S drei unendlich nahe Tangenten (und umgekehrt) 
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gern ein schaftlicli haben, sagt man, sie besitzen in s (S) eine Be- 
rührung der zweiten Ordnung oder eine Oaculation der 
ersten Ordnung. 

Nun dürfte auch klar sein, warum wir in Art. 88, 98 von einer 
Berührung der dritten Ordnung gesprochen haben, und wir 
fügen nur noch hinzvi, dass man dieselbe auch ais Oaculation dev 
zweiten Ordnung bezeichnet. 

100. In den voran stehen den Betrachtungen sind die Mittel 
zur Lösung der Aufgabe enthalten: 

„Ein Kegelschnitt K ist gegeben, man soll einen zweiten Kegel- 
schnitt K^ constittiren, welcher in einem gegebenen Punkte s mit K eine 
Berühi'wng der zweiten (h'dnung besitzt und entweder durch zwei be- 
liebig gegebene Punkte a,, b^ kindui-chgeht oder zwei gegebene Gerade 
j4|, Bf 2M Tangenten hat." 

Soll K, durch a,, b, hindurchgehen und Ä" in s einfach oscu- 
lii'en, so ziehe man »«,, s6|, bestimme die Schnitte a, b dieser 
zwei Geraden mit K und bringe ab mit «, 5, in ■; zum Durchschnitte. 
Die Gerade ys wird nach Obigem K in dem vierten Schnittpunkte 
/ von K und K, schneiden. Nun ist K, bestimmt als Kegelschnitt, 
welcher durch die vier Punkte s, «,, bj, f geht und in s die Tan- 
gente S von K ebenfalls zur Tangente hat. 

Soll dagegen K^ die Geraden Ä^, B^ berühren, so wird man 
aus den Schnittpunkten von S mit Äi und JJj an K die Tangenten 
Ä, B legen und die G-erade S mit der Verbindungslinie der Punkte 
{AB), (Ä^B^) zum Durchschnitte bringen und aus diesem an iT die 
Tangente F legen, welche die vierte dem K und K^ gemeinsame 
Tangente ist; X, ist nun bestimmt als Kegelschnitt, welcher S, 
Ä,, B^, F berührt, und zwar S in s. 

Da die Osculation zweier Kegelschnitte dadurch entsteht, dass 
ein Berührungspunkt s mit einem weiteren Schnittpunkte e zusammen- 
fällt, so werden sich in einem Osculatlonsp unkte s die beiden Kegel- 
Bchnitte nicht nur berühren, sondern auch schneiden, d. h. jeder 
der beiden Kegelschnitte durchsetzt in s den anderen (ein auf K 
z. B. sich über s bewegender Punkt wird in s von der einen Seite 
von Kl auf die andere übergehen). 

Es möge noch erwähnt werden, dass nach Art, 97 die beiden 
sich in s osculirenden und in / noch weiter schneidenden Kegel- 
schnitte als in centraler CoUineation befindlich betrachtet werden 
können, und zwar kann man s als CoUineationscentrum und sf als 
CoUineationsaxe, oder 3 als Collineationsaxe und den Schnittpunkt 
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von S mit F (wenn F die vierte gemeiBsame Tangente der Kegel- 
schnitte ist) als C olline ationscentrum betrachten. 

101. Der durch drei unendlich nahe Punkte einer Curve hin- 
durchgeliende Kreis wird als der Krümmungskreis oder Oscula- 
tionskreis, sein Radius als der Krtimmungsradius und sein 
Mittelpunkt als der Kriimmungsraittelpunkt bezeichnet. 

Es möge bemerkt werden, dass wir im Vorhergehenden auch 
die Mittel besitzen zur Lösung der Aufgabe: 

„£111 Kegdschnitt K ist gegeb&i man soll den Ki-Ummvm.gskreü Ä^ 
desselbeti im PwikU s conslrutren." 

Wir werden den Krümmungskreis als jenen Kegelschnitt K^ 
bestinimen, welcher K ms oaculirt und durch die imaginären, unend- 
lich weiten Kreispunkte «i,&j hindurchgeht; scti, sh^ sind die Doppel- 
strahlen der rechtwinkligen Involution am Scheitel s (I., Art. 83), 
und diese bestimmt auf AT eine Punktinvolution, für welche a',b' die 
Doppelpunkte sind. Die Gerade a'b' ist also die Polare des Cen- 
trums p dieser Involution, welches wir (s. Art. 79) als den Schnitt- 
punkt der Hypothenusen mm', nn ii-gend zweier dem Ä!" eingeschrie- 
benen rechtwinkligen Dreiecke msm', nsn' erhalten, wobei beide 
Dreiecke bei s den rechten Winkel haben. 

Da ah die unendlich weite Gerade ist, so ist f der unendlich 
weite Punkt der Polare von f, und man wird somit durch s zu dieser 
Polare eine Parallele zu ziehen haben, welche A' in dem Punkte / 
schneidet, in welchem K auch von dem gesuchten Krümmungekreise 
K^ getroffen wird. Dieser Kreis K^ ist nun bestimmt als der Kreis, 
welcher durch s und f hindurchgeht und in s die Tangente S von 
K berührt. 

102. Der in den Artikeln 33 und 51 bewiesene Satz, dasa ein 
T an g'enten vier seit und das zugehörige Berührungspunkte vier eck eines 
Kegelschnittes ein und dasselbe Dreieck zum Diagonaldreiseit, re- 
speetive Diagonaldreieck besitzen, ist auch in folgender Hinsicht von 
grosser Fi-uchtbarkeit. 

Soll eine Cui-ve zweiten Grades, K, durch vier gegebene Punkte a, 
b, c, d hindurchgehen, so ist sie hiedurch noch nicht bestimmt, wird 
es dagegen sofort (Art. 21), wenn man in einem dieser Punkte, z. B. 
in a, die Taugente A festsetzt. Aus dieser Tangente erhält man auf 
Grund, des erwähnten Satzes die Tangenten B, C,D, in h, c, d, indem 
man die Punkte h, c, d der Reihe nach mit den Schnittpunkten von 
A rrnd P, Q, E verbindet, wobei P, Q, E die Seiten des Diagohaldrei- 
eckespg)- sind, welches dem Vierecke aJc(7 entspricht; die Punkte 
p, q, r sollen die auf den Seiten ab, ac, ad respective liegenden 
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Ecken und P, Q, R die ihnen gegenüberliegenden Seiten dieses Dvei- 
eekes sein. Lässt man a, h, c, d fest und dreht A um a, so wird 
sich der Kegelschnitt K verändern, indem er fortwährend durch 
die vier festen Punkte a, h, c, d hindurchgeht und die einzelnen 
Strahlen des Büschels a in a berührt. Ein solches System von un- 
endlich vielen Kegelschnitten, welche durch dieselben vier Punkte 
hindurchgehen, bezeichnet man als ein „Büschel von Kegelschnitten" 
und nennt die allen Kegelschnitten gemeinsamen Punkte die „Scheitel" 
dieses Büschels. Der Name „Büsche!" ist berechtigt, indem das 
System die Eigenschaft besitzt, daes durch einen beliebigen Punkt 
e der Ebene nur (ein einziges Element) eine einzige Curve des 
Systems, nämlich die durch die fünf Punkte «, h, c, d, e vollkommen 
bestimmte Curve zweiten G-rades hindurchgeht (sowie bei einem 
Strahlen büec hei durch jeden Punkt der Ebene nur ein einziges Ele- 
ment, ein einziger Strahl hindurchgeht). Nun schneidet aber die 
Tangente Ä die Tangenten B, C, D in Punkten der festen Geraden 
P, Q, R respective. Es beschreiben somit B, C, D, um b, c, d sich 
drehend, Strahlenbüschel, welche mit dem Strahlenbüschel, das von 
A beschrieben wird, perspectivisch sind, und zwar sind P, Q, R die 
Axen der Perspectivitäten : 

„Legt man an jeden derwi&idlich vielen durch dieselben vier Punkte 
gehenden Kegelschniüe dtP Tangenten in diesen Punkten, so erhält man an 
diesen vier PvnJUen Tangenfensti ahlenbüschel, laelche perapecHvisGit sind, 
wenn man je s«ei Strahlen welche Tangenten desselben Kegelschnittes 
nnd als nnandei entsprechende betrachtet. Die Perspectivitätsaxeje zweier 
diesem BUichel ist eine Setli des Diagonaldreieckes des von den m&r 
den Kegelschnitten gemeinsamen Ptmkten gebildeten vollständigen Vier- 
eckes, und Zitat ist sie gegenubei liegend jener Diagonalecke, welche auf 
der Ve^bwdmigsgetaden der ^uei betreffenden Scheitel gelegen ist." 

Da das Viereck abcd gleichzeitig allen Kegelschnitten des 
Büschels eingeschrieben ist, so ist das Dreieck pgr ein sich selbst 
conjugirtes Dreieck in Bezug auf jeden Kegelschnitt des Büschels, 
d. h. (Art. 62): 

„AUe Kegelschnitte eines Büschels besitzen ein gemeinsckafiHches, 
sich selbst conjugirtes Dreieck; es ist das Diagonaldreieck des uoji den 
vier ScJteiteln des Büschels gebildeten Viereckes." 

Unter den sämmtlichen Kegelschnitten des Büscheis gibt es, 
wie man sofort erkennt, drei degenerirte, d. h. durch Geradenpaare 
dargestellte Curven zweiter Ordnung; es sind dies die drei Gegen- 
seitenpaare des Scheitelviereckes abcd. 
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Man gelangt zu diesen Curven dea Büschels, ivenn man den 
Punkt e auf eine der Seiten des vollständigen Viereckes ahcd ver- 
legt (Art. 28). 

Jeder dieser degenerirten Kegels ehnitte besitzt einen Doppel- 
punkt, und diese drei Doppelpunkte sind offenbar die Ecken p, j, r 
des Diagonaldrcieckes. 

Betrachtet man irgend vier Kegelschnitte K, K' , K", K"' des 
Büschels und sind Ä, Ä', A", A'" ihre Tangenten in er, B, B' , B", B'" 
ihre Tangenten in b u. s. w., so ist nach Obigem (Ä Ä Ä" Ä'") = 
{BBB"B'") = {CC' C" C") = ip D' D" D'"); den gemeinschaftlichen 
Werth dieser vier Doppel Verhältnisse nennt man das Doppelver- 
hältniss der vier Kegelschnitte und bezeichnet ihn oft auch 
mit {KK'K-'E"-]. 

„ Wenn drei Kegelschnitte K, K', K" eines Büschels gegeien sind, 
und wenn weiter der W&i-tk a des Doppelverhältnisses (KK' K" K'") 
bekannt ist, welches ein vierter Kegelschnitt K"' desselben Büschels mit 
den drei gegebenen bestimmt, so ist aueh dieser vierte Kegelschnitt un- 



Denn sms (_K K' K" K'") = (AA'A- A"') = a foigt (I, Art. 15) 
unzweideutig die Lage der durch a gehenden Tangente A"' von 
K", wodurch auch diese Curve eindeutig bestimmt erscheint. 

103. „Haien zwei Kegelschnitte K, K' vier Punkte a, b, c, d gemein- 
schaftlich, so berühren die in diesen Purikten an K, K gelegten acht 
Tangenten A,B,C,D, A' ,B' ,C' ,If , eiiwn und denselben Kegelschnitt K^." 

Es" sei pqr, respective F QR das Diagonaldreieck des Vier- 
eckes ahcd in derselben Art wie oben conetruirt. Da sowohl der 
Punkt (AB) als auch der Punkt (A' B') auf P liegt, so muss 
(I, Art. 19) die Gerade, welche den Punkt [AB') mit dem l'unktc 
{A' B) verbindet, durch den Punkt gehen, welcher harmonisch con- 
jugirt ist bezüglich des Punktepaares a, b zu dem Schnittpunkte 
von ab mit P; dieser Pankt ist jedoch p. Es liegen also die beiden 
Punkte {AB'), (A'5) auf einer durch ^ gehenden Geraden. Durch 
denselben Punkt p geht nun auch die Gerade, welche {AA'), d. i. 
a mit (BB'), d. i. b verbindet, weiter liegen auch die Punkte (AC) 
und (BD) auf der durch p gehenden Geraden Q und (AD) und 
(BC) liegen auf der durch p gehenden Geraden E. Wir haben also 
auf ^ vier Punkte (^^'), (AB'), (AC), (AD), welche mit den vier 
auf5 gelegenen Punkten (5 ß'), (BA'), (BD), (BC) auf vier durch 
einen Funkt j> gehenden Strahlen liegen. Daher sind die Doppel- 
verhältnisse der beiden vierpunktigen Gruppen einander gleich. 
Nun ist nach (I, Art. 14) das Doppelverhältniss der zweiten Punkt- 
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gruppe auch gleich dem Doppelvei'hältniss der vier Punlctc (BA'), 
{BB'), (BC), (BD), so aass also die vier Geraden A',B',C,D auf 
A vier Punkte bestimmeü, welche dasselbe Doppelverhältniss be- 
sitzen wie die durch dieselben vier Geraden auf B bestimmten vier 
Punkte; somit sind (Art. 41} A, B, A', B', C, D sechs Tangenten eines 
und desselben Kegelschnittes. Es berührt also der Kegelschnitt Ky, 
welcher durch die Tangenten A,B,C,I>,A' bestimmt erseheint, 
von selbst auch die Tangente B' und daher ebenfalls die Tangenten 
C" und -0', was zu beweisen war, 

104. Eine Curve zweiten Grades ist durch fünf ihrer Tan- 
genten bestimmt; es gibt also unendlich viele solche Curven, welche 
vier gegebene feste Tangenten A,ß,C,D besitzen, d. h. welche 
dem festen Vierseit ABGD eingeschrieben sind. Ein solches System 
von Kegelschnitten wird als eine „KegeUcknittreihe" (Kegelschnitt- 
schaar) bezeichnet, für welche AB CD das „gemeiiischaftUche Tan- 
gentenviersetf' darstellt. Jede Gerade E der Ebene wird von einer 
und nur einer Curve des Syetemes berührt, welche durch die fünf 
Tangenten A, B, C, D, E eindeutig bestimmt erscheint. Unter den 
sämmtlichen Curven der Reihe gibt es drei degenerirte, welche 
durch die drei Paare von Gegeneeken des gemeinsamen Tangenten- 
vierseits dargestellt sind. Denn legt man E durch den Schnittpunkt 
von A und B, so zerfallt der durch A, B, C, D, E bestimmte Kegel- 
schnitt in die beiden Punkte {AB) und {CD) u. s. w. 

Man kann eine Curve der Reihe dadurch vollkommen be- 
stimmen, dasB man ihren Berührungspunkt mit einer der vier ge- 
meinschaftlichen Tangenten, z. B. den Berührungspunkt a von A 
angibt. Die Berührungspunkte i, c, d von B, C, D erhält man nach 
Art. 51 als die Schnittpunkte dieser Tangenten mit den Geraden 
ap, aq, ar^ wenn f, q, r die Ecken des Diagonaldreiseits PQE von 
ABCD sind, dessen Seiten P, Q, S der Reihe nach durch (AB), 
(AC), (AD) hindurchgehen. Lässt man a auf j1 fortrücken, so erhält 
man alle Kegelschnitte der Reihe und die Punkte b, c, d beschreiben 
auf B, C, D Punktreihen, welche mit der von a auf A beschriebenen 
Punktreihe perspectivisch sind, und zwar sind pj^fV die Perspec- 
tiv itätscenti-en : 

„Die Ridhen der Berührungspunkte der Curven eüier KegeUcknitt- 
reihe mit den vier genieinschaftlicheii Tangenten sind perspecUmsck, 
wenn man die von ein&ni Kegelschnitte hei-rührenden Beriihrwng^puiikte 
als einander mitsprechende betrachtet. Das P&rspecÜmtätscentrwn je 
zweier solcher Pivnktrdhen ist eine Ecke des Diagonaldrdseils, welches 
dem Vißi'seit der gemeinsamen Tangenten entspricht, und zwar jene 
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iJche der durch den tkhniltimnkt dei' beiden die Punkireihen 
gemeimamen Tangenten hindurchgehenden Diagonaheite gegen- 
iiierliegt." 

Weil das Vierseit der gemeinschaftlichea Tangenten allen 
Kegelschnitten umschrieben ist, so haben wir nach Art. 62: 

„Alle Kegelschnitte eiiier Reihe hesitzan ein gemeinsames, sich seihst 
conjugirtes Dreisett ; es Ist das Diagoiialdreiseit des von den vier ge- 
meinschaftlichen Tangenten gebildeten Vierseits." 

Wenn eine von den vier gemeinsamen Tangenten die unend- 
lich weite Gerade wird, so erhalte» wir die sämmtlichen Parabeln, 
welche einem festen Dreiseit eingeschrieben sind; das Diagonal- 
d reise it ist gebildet durch die Geraden, welche man durch die 
Ecken des Tange ntend reiß eits zu den Gegenseiten desselben parallel 
legt. Die Seiten der Dreiecke, deren Ecken die Berührungspunkte 
der drei festen Tangenten mit den einzelnen eingeschriebenen Pa- 
rabeln sind, gehen somit dnrch drei feste Punkte, nämlich durch 
die Ecken jenes Diagonaldreiseits, 

Für irgend vier Kegelschnitte K, K', K", K'" der Reihe hat man 
nach Obigem die zwischen den Berührungspunkten giltigen Be- 
ziehungen; (a a a a") = {h V h" h"") = (c c' c" c") = (d d' d" d'"); 
den gemeinschaftlichen Werth dieser vier Doppel Verhältnisse pflegt 
man das Doppelverhältniss der vier Kegelschnitte zu nennen 
und mit {KK' K" K'") zu bezeichnen. Auch hier erkennt man wie 
in den letzten zwei Artikeln die Richtigkeit der beiden Sätze: 

„Wenn drei Kegelschnitte K, K', K" einer Kegehchmttreihe ge- 
geben dnd, und wenn] weitet- der Werth a des Dopjielverkältnisses 
(KK' K" K'") bekannt ist, toelches ein merter Kegelschnitt K"' derselben 
Reihe mit den drei gegebenen bestimmt, so ist auch dieser merte Kegel- 
schnitt unzioeideuHg gegeben." 

„W^enn zwei Kegelschnitte K, K' dieselben vier Geraden A, B, C, D 
gleichzeitig berühren, so liegen die acht Berührungspunkte a, b, c, d, 
a\h',c',d' auf einem und demselben Kegelschnitte Ä",," 

105. Es seien a, b, c, d die Scheitel eines Kegel sehnittbüsch eis 
und A die Tangente eines Kegelschnittes K des Büschels im Punkte 
«, G irgend eine feste durch a hindiirehgehende Gerade, welche 
von K im Punkte a zum zweiten Male geschnitten werden möge. 
Betrachtet man a,b,c,d,a' als ein dem K eingeschriebenes . (_Pas- 
cal'sches) Sechseck: 123456, wobei« die Ziffern 1,2 trägt und 
A die Gerade 1 2 darstellt, so miiss nach dem Pascal'schen Satze 
der Schnittpunkt /// von A mit cd, der Schnittpunkt iF" von ah 
mit a' d und der Schnittpunkt V von b c mit G in einer Geraden 
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P gelegen sein. Lässt man nun K nach und nach in alle Kegel- 
schnitte des Büschels übergehen, was dadurch geschieht, dass man 
Ä um a rotiren lässt, so beschreibt 7/7 auf c d eine Punktreihe, 
welche perspectiv! seh ist mit dem Strahlenbüschel, welches P um 
den festen Punkt V sich drehend beschreibt, und dieses Büschel 
ist wieder mit der von IV auf ab beschriebenen Punktreihe per- 
spectivisch, welche wieder mit dem Büechei der Strahlen da und 
somit auch mit der Puiiktreihe, die a' auf G beschreibt, perspec- 
tivisch ist. Es ist somit das Büschel der Tangenten A projectivisch 
mit der Keihe der Punkte a' auf G; d. h, : 

„DoB Doppelvßrhältniss von irgend vier Kegelschnitt&ii eines Büschels 
ist gleich dem Doppdverhältniss der vier Paukte, in denen sie irgend eine 
dwcJt einen der vier Biisckelscheitel kindm-ehgehende Gerade sdmeiden. 
Oder mit anderen Wiyrten : Das Regelsehnittbüschel ist ■projectivisch mit der 
Pimktreike, in welcher irgend eine durch einen der vier Büschelscheitel hin- 
dii/rchgehende Gerade von den Kegelschnitten des Büschels geschnitten wird." 

Es sind somit die Reihen der Punkte a', (a'), weiche die Kegel- 
schnitte K des Büschels auf zwei Geraden G, (G), von denen jede 
durch einen Büschelscheitel geht, bestimmen, projectivisch; sie sind, 
wenn die Geraden G, (G) nicht durch denselben Büschelscheitel 
hindurchgehen, überdies perspectivisch, da der den beiden Reihen 
gemeinsame Punkt sich selbst entspricht (wie man sofort erkennt), 
und es werden also die Geraden a' (a') durch einen festen Punkt 
hindurchgehen. Dieser feste Punkt liegt, wie die Betrachtung der 
degenerirten Kegelschnitte ergibt, auf der Verbindungsgeraden jener 
zwei Büschelscheitel, durch welche weder G noch {<?) hindurch- 
geht. (Wir bemerken, dass die sich durch die degenerirten Kegel- 
schnitte ergebende Figur identisch ist mit dem Brianehon'schen 
Satze für ein Punktepaar; siehe I., Art. 41.) 

Wenn jedoch die beiden Geraden G, (G) durch denselben Büschel- 
scheitel hindurchgehen, so sind die Reihen der Punkte a', («') pro- 
jectivisch, aber nicht perspectivisch und die Geraden a' (a') um- 
hüllen somit einen Kegelschnitt, welcher G, ((?) zu Tangenten hat. 
Die Betrachtung der degenerirten Kegelschnitte lehrt sofort, dass 
dieser Kegelschnitt jenem Dreiseit eingeschrieben ist, dessen Ecken 
jene drei Büschelscheitel sind, durch welche die Geraden G und 
(G) nicht hindurchgehen. 

Wir bemerken, dass hiedurch neuerdings der Satz bewiesen 
ist (Art. 63): 

„Wenn zwei Dreiecke einem Kegelschnitte eingeschrieben sind, 
so sind sie immer auch einem (anderen) Kegelschnitte umgeschrieben." 
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Denn sind abe, a'i'c' irgend zwei dem Kegel sctnitte K ein- 
geschriebene Dreieclie, so ist K ein Kegelschnitt des Büschels, für 
welches a,b,c,c' die Scheitel sind, und a', h' sind die funkte, in 
denen K die durch c' gehenden Geraden c'a', c'V schneidet, 
so daas also a'h' die Tangente eines Kegelschnittes Ä' ist, weicher 
c'a, c'h' und die Seiten des Dreieckes ihf beiuhit d h die Diei 
ecke ahc, a'b'c' sind dem Kegelschnitte K unagesfhiieben 

„Ebenso erkennt man, dass eme Kegdsdimttsi eihe frojectivisch 

eherhältmssgleicli) )st mtt dem Btlsüiel der Tangenten, welchn 
aub iigend eviiem Funkle einet der vier ge 
sgen kann u s w 

Legt man aus zwei festen Punkten w eiche auf einei der viei 
gemeinschaftlichen Tangenten gelejien '■md m die Kegelschnitte dei 
Reihe die Tangenten, so bilden diese zwei projectivische Strahlen- 
büscbel und ihr Schnittpunkt wird somit einen Kegelschnitt erfüllen, 
welcher durch jene zwei festen Punkte geht und (wie man sofort 
erkennt) auch die Ecken des von den drei übrigen gemeinschaft- 
lichen Tangenten gebildeten Dreiseits enthält. Betrachtet man ins- 
besondere alle Parabeln, welche einem festen Dreiseit eingeschrieben 
sind, d. h. seine Seiten zu Tangenten haben, so bilden sie eine 
Kegelschnittreihe, da die unendlich weite Gerade auch eine gemein- 
same Tangente aller Parabeln ist; verlegt man nun jene zwei festen 
. Punkte in die unendlich weiten imaginären Kreispunkte, so werden 
sich die aus ihnen an ii-gend eine der Parabeln gelegten (imaginären) 
Tangenten in einem Punkte (dem Brennpunkte der Parabel, s. 
Art. 59) schneiden, welcher mit den imaginären unendlich weiten 
Kreispunkten und den Ecken des Dreiseits auf einem Kegelschnitte 
gelegen ist, welcher Kegelschnitt als durch jene Kreispunkte ge- 
hend ein Kreis sein muss, d. h. (was später noch direct gezeigt 
werden soll); 

„Die Brennpiimkie aller Parahebn, welche einem, festen Dredseit 
eingeschrieben werden können, liegen auf dem diesem Drmseite um- 



106. Bringt man mit einem Kegelschnittbüschel eine beliebige 
Gerade G in Verbindung, so wird jeder Kegelschnitt K des Büschels 
G in einem Punktepaare x, x' schneiden. Betrachtet man die Punkte 
eines jeden solchen Paares als einander entsprechende, so sieht man, 
dass jedem Punkte x von G ein einziger, durch ihn vollkommen 
bestimmter Punkt x' entspricht, da durch x nur ein Kegelschnitt 
K des Büschels hindurchgeht, welcher G in einem zweiten voll- 
kommen bestimmten Punkte x' schneidet. Zugleich erkennt man 
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die Vcrtauschuiigsfahigkeit der Punkte x,x', da jeder dem anderen 
in dei'selben Art zugeordnet ist. Schon hieraus kann man, auf Grund 
der in I, Art. 99 enthaltenen Auseinandersetzungen, schliessen, dass 
die Puuktepaare x, x' auf G eine Involution bilden. Man kann 
sieh jedoch auch direct in folgender Weise hievon überzeugen. Sind 
a, i, c, d die Scheitel des Büschels, K irgend ein Kegelschnitt desselben 
und X, x' seine Schnittpunkte mit G, so bezeichne man mit ß, ß', 
die Schnitte von G, mit den zwei Gegenseiten ab, ed des Vier- 
eckes« 6c {£, ferner mit -]-, Y die Schnitte von Giaitac, id und mit 
3, S' die Schnitte von G mit ad, h c respeetive. Die beiden Punkte- 
paare '(-[', SS' bestimmen eine Involution (I, Art. 72), und nun kann 
leicht gezeigt werden, dass x,x' auch ein Punktepaar dieser Invo- 
lution darstellen. Es ist nämlich, wenn man die vier Punkte cdxx' 
einmal aus a und dann aus h projicirt, das Doppel verhältniss der 
vier Strahlen ac, ad, ax, ax' gleich jenem der vier Strahlen be, 
bd, bx, ix'. Schneidet man nun diese zwei vier strahligen Gruppen 
mit G, so erhält man (-;hxx') = (fi'-^'xx'); nun wird ein Doppel- 
verhältniss nicht geändert, wenn man die Elemente des ersten Paares 
mit einander vertauscht und zugleich auch die des zweiten Paares 
(I, Art. 14), SO dass also auch (ytasx') ^ (j'h'x'x). Es entsprechen 
somit den Punkten fjhjXjx' projectivisch die Punkte i',h',x', x, 
wodurch bewiesen ist, daes x,x' der durch i";', SS' bestimmten In- 
volution angehören. Lässt man .ff in das Geradenpaar ab, cd über- 
gehen, so gehen x, x' in ß, ß' über, und wir erhalten wieder den Satz 
aus I, Art. 73 als enthalten in dem von Desargues herrührenden, 
durch vorstehende Betrachtungen bewiesenen wichtigen Satz: 

„IHe Pimikt&paare, in denen eine beliebige Gerade von den ein- 
zelnen Kegelschnitten eines Büschels geselmitten wird, bilden eine Invo- 
lution." 

Es möge bemerkt werden, dass man den Desargues'schen 
Satz auch so beweisen kann : sind «, ö, c, d und G gegeben, so wähle 
man auf G einen beliebigen Punkt, welcher mit a, 6, c, d einen Kegel- 
schnitt K bestimmt, der die Gerade G zum zweiten Male in x' 
sehneiden möge. Zur Constructiou von x' aus x bediene man sich 
(nach Art. 30) des Pascal'schen Satzes, indem man a,b,c,d,x,x' 
als die Ecken 1, 2, 3, 4, 5, 6 des Sechseckes betrachtet. Wenn sich 
dann x auf G fortbewegt, so beschreiben die Strahlen dx, ax' als 
einandei- entsprechende Sü-ahlen zwei projeetivisehe Büschel, für 
welche ds^ Directionscen'trum der Schnittpunkt IV von G mit b c 
ist, und da G durch dieses Directionscentrum geht, so gehören (I, 
Art, 70) X, x' einer Involution au. 
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Der in I, Art, 82 gegebene Satz: „dasa die durcli zwei feste 
Punkte gehenden Kreise jede Transversale in Punktepaaren einer 
Involution schneiden", stellt sich als besonderer Fall des De- 
sargues'schen Sataes dar, da mau ja jene Kreise, welche als solche 
doch die beiden unendlich weiten imaginären Kreispunkte gemein- 
schaftHch haben, als Kegelschnitte, die durch dieselben vier Punkte 
gehen, zu betrachten hat. 

Es bilden also insbesondere auch die Paare der unendlich 
weiten Punkte der Kegelschnitte eines Büschels eine Involution oder 
mit anderen Worten (s. I, Art. 79): 

„Zi4ikt man durch einen beliebigen Funkt zu den Äsym/ptoitaMpaaren 
der Kegelschnitte dttes Büschels Parallele, so efi'hält man Sbrahl&npaare 
einer Involution." 

Da jede Strahleninvolution ein immer reelles Paar zu ein- 
ander senkrechter Strahlen enthält (I, Art. 83), und da man eine 
Hyperbel mit zu einander senkrechten Asymptoten als eine gleich- 
seitige Hyperbel bezeichnet, so haben wir den Satz: 

„In jedem Kegdschnittbüschel gibt es eine gleidiseitige Hyperbel." 

Wenn eine Strahleninvolution zwei Paare rechtwinkliger 
Strahlen besitzt, so sind alle Strahlenpaare rechtwinklig (I, Art. 83) ; 
das heisst: 

„Wenn in einem Büschel von Kegelschnitten zwei gleichseitige Hy- 
perbeln vorkommen, so ist jeder Kegelschnitt des Büschels eine gldch- 
seiHge Hyperbel." 

Ein solches Büschel kann ais ein Büsche! gleichseitiger 
Hyperbeln bezeichnet werden. 

Die durch die gleichseitigen Hyperbeln eines solchen Büschels 
auf der unendlich weiten Geraden bestimmten Punktepaare sind 
harmonisch getrennt durch die beiden imaginären, unendlich weiten 
Kreispnnkte. Betrachtet man insbesondere irgend zwei Gegenseiten, 
z. B. ab und c d des von den Scheitehi a, b, c, d eines solchen 
Büschels gebildeten Viereckes, so stellen sie auch einen Kegel- 
schnitt des Büschels dar, und es müssen somit die unendlich weiten 
Punkte von ab und c d mit den imaginären, unendlich weiten Kreis- 
punkten ein harmonisches System bilden, d. h. es ist c d senkrecht 
auf ab (I, Art. 61). Ebenso muss bdA_ac und adl.bc sein, so 
dass d der Höhenschnittpunkt im Dreiecke abc ist. 

„Die Scheitel eines Büschels gleicliseitiger Hyperbeln Uegen so, 
dass jeder der Hökenst^mittpuvlct in dem von den drei 
deten Breiecke ist." 
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Ebenso erkennt man: 

„Jede Curve zweiter Ordnung, welche dv/rch die Ecken und den 
Hö}ienscknittpunkt eines Dreieckes hindurcligeht, ist eine gleickseiHge 
Hyp&rhel." 

Denn wir haben vor uns ein Kegelschnittbüachel, in welchem 
sich sofort drei gleichseitige (degenerirte) Hyperbeln darstellen, 
nämiich die degenerirten Curven des Büschels, von denen jede aus 
einer Seite und der zu ihr senkrechten Höhe des Dreieckes gebildet 
erscheint. 

Weiter erkennt man sofort: 

„Alle gleickseildgen Hyperbeln, welche man durch drei Punkte hin- 
durchlegen kann, gehen auch von seihst durch de? BöltenschnÜtpunkt 
des von jenen drei Punkten gebildeten Dreieckes." 

Durch die drei Punkte a, b, c kann man unendlich viele gleich- 
seitige Hyperbeln legen; man erhält irgend eine als den Kegelschnitt, 
welcher durch a, b, c und die beiden unendlich weiten Punkte der 
zwei Schenkel irgend eines rechten Winkels bestimmt erscheint. 
Irgend zwei solche Curven schneiden sich ausser in a, i, c noch in 
einem vierten Punkte d (Art. 99), und da nun durch a,b,c,d zwei 
(also auch unendlich viele) gleichseitige Hyperbeln gehen, ao ist 
nach Vorangehendem d der Höhenschnittpunkt des Dreieckes abc. 

107. Den letzten Satz kann man allgemein so aussprechen: 

„Alle KegdsdiTdtte, welche durch dieselben dred festen Punkte a, b, c 
und durch die einzelnen Punkte/paare x, x' einer Invokttion auf einer 
Geraden Q- hindwchgehen, schneiden sich gegenseitig noch in einem 
vierten festen Punkte d." 

Sind xx', yy' irgend zwei Punktepaare der Involution auf G, 
so ist diese hie durch vollkommen bestimmt. Die beiden Kegel- 
schnitte K, K', welche durch a,b,c und xx', respective yy' hin- 
durchgehen, schneiden sich noch in einem vierten Punkte d und 
die sämmtlichen durch a,h,c,d gehenden Kegelschnitte werden G 
in einer Involution sehneiden, welche mit der gegebenen identisch 
ist, weil sie mit ihr die beiden Punktepaare xx', yy' gemeinsam 
hat. Der Kegelschnitt K" nun, welcher durch a, b, c, d und einen 
Punkt z irgend eines di-itten Punktepaares z, z der Involution hin- 
durchgeht, wird G in dem zweiten Punkte z' dieses Paares schnei- 
den müssen; oder mit anderen Worten: der durch a,bjC und z,z 
gehende Kegelschnitt (d. i. eben K") geht auch durch d hindurch. 
Den Punkt d kann man leicht erhalten, wenn man die de- 
generirten Kegelschnitte des Büschels betrachtet. Sind nämlich 
a, ß, Y die Schnitte von G mit den Seiten des Dreieckes abc und 
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die ihnen auf G involutorisch entsprechenden Punkte, so 
sich die Geraden aa', öß', cf' im Punkte d schneiden. 
108. Die Involution, welche ein Kegelschnittsbüschel auf einer 
Geraden G bestimmt, besitzt zwei (reelle oder imaginäre) Doppel- 
punkte e,/, welche von jedem Punktepaare x, x' der Involution 
harmonisch getrennt werden. Es sind somit e,f conjugirte Pole in 
Bezug auf den Kegelschnitt K^ des Büschels, welcher G in x, x' 
schneidet, so dass also die Polare eines jeden dieser Punkte e,f 
bezüglich K^ durch den andea'en hindurchgeht. Da ein Doppelpunkt 
durch das Zusammenfallen der Punkte x, x' eines Paares entsteht, 
so sind e, f die Berührungspunkte von G mit zwei bestimmten 
Kegelschnitten iC„ Kf des Büscheis, Dies gibt die Sätze: 

„Irgend eine Gerade G ivlrd von zivei Kegelschnitten eines Büschds 
berührt; die Beffilhrungspirnkte e,f sind die Doppelpunkte der Involu- 
tion, in welcher die Kegelscimitte des Büschels die Gerade G schneiden," 
Hiedurch erscheint die Aufgabe gelöst: „Einen Kegelschnitt 
zu, construiren, welcher durch vier gegebene Punkte geht und eine ge- 
gebene Gerade zur Tangente hat." Die Aufgabe hat zwei Lösungen. 
Betrachtet man alle Kegelschnitte, welche zwei gegebene Ge- 
rade A, B in gegebenen Punkten a, h berühren, so hat man ein 
Bpecielles Kegelschnittbüschel vor sich, von dessen Scheiteln zwei 
in a und zwei in b zusammenfallen. Das Geradenpaar A, ß stellt 
den einen, und die Doppelgerade ab stellt die beiden anderen de- 
generirten Kegelschnitte des Büscheis dar. 

Das Büschel bestimmt auf jeder Geraden G eine Involution 
von Punkten, in welcher die beiden Schnittpunkte von G mit A, B 
ein Punktepaar und der Schnittpunkt von G mit der Doppelgeraden 
ab einen Doppelpunkt darstellt. Diese Bemerkung Uefert die Lö- 
sung der Aufgabe: 

„Einen Kegelschnitt zu construir&n, welcher dwch drei gegebene 
Punkte X, x' , x " geht und zwei gegebene Gtft'ode A, B zu Tangenten liat." 
Sind ffl, h die zu bestimmenden Berührungspunkte von A, B 
mit dem fraglichen Kegelschnitt, so muss die Gerade a h die Gerade 
xx in einem der beiden Doppelpunkte e,f der Involution treffen, 
welche durch die zwei Punktepaare xx', mm' bestimmt erscheint, 
wenn m,in' die Schnitte von xx' mit A^ B sind; dieselbe Gerade ah 
muss aber auch durch einen der Doppelpunkte e', /' der Involution 
gehen, welche durch die zwei Paare xx", nn" bestimmt ist, wenn 
n,n" die Schnitte von xx" mit A, B sind. Es ist also entweder ee' 
oder ef, oder e'f oder e'f als Gerade ah zu betrachten. Ist einmal 
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ah bestimmt, so ersclieiiit der gesuchte Kegelschnitt als gegeben. 
Da wir vier Lagen für ah erhalten, so erkennt man: 

„Es gibt vier Kegelschnitte, welche dtirch ß/rei gegebenon Punkte, 
gehen und zwei gegebene Gerade he/riüiren." 

Durch die Anfangsbetrachtungen dieses Artikels erscheint der 
Satz bewiesen: 

„Auf jeder Geraden G gibt es zwei Punkte, welche conjugirte 
Pole sind in Bezug auf jeden Kegelschnitt eines Büschels; es sind dies 
die Doppelpunkte e,f, der durch das Büschd auf G bestimmten Involution." 

„Die Polaren irgend eines festen Punktes e in Bezug auf die ein- 
zelnen Kegelschnitte eines Büschels, gehen alle durch einen anderen festen 
Punkt f, dessen Polarm sicJi loiederum in e schneiden." 

Denn ist Ke der Kegelschnitt des Büschels, welcher durch e 
geht, urid G seine Tangente in e, so wird G ausser von K^ noch 
von einem zweiten Kegelschnitte Kf in einem bestimmten Punkte 
/ berührt, und es sind e, / nach Obigem conjugirte Pole in Bezug 
auf alle Kegelschnitte des Büsehels, so dass also die Polaren des 
einen durch den anderen gehen, was zu beweisen war. 

Zwei solche Punkte e, f können als bezüglich des Büschels 
eonjugirt bezeichnet werden. 

Jedem Punkte e entspricht ein durch ihn Vollkommen und 
eindeutig bestimmter Punkt / als conjugirter, welchem wieder der 
erste eonjugirt ist. So erscheint durch ein Kegel sehnittbüschel in 
der Ebene eine eindeutige, vertauschungs fähige (involutorische) Ver- 
wandtschaft zwischen den Punkten (e, /) festgesetzt. Jeder der vier 
Scheitel des Kegelschnittbüschels entspricht sich, wie man sofort 
sieht, selbst, so dass also die Verwandtschaft vier sich selbst ent- 
sprechende Punkte (vier Doppelpunkte) besitzt. 

Ist pqr das Diagonaldreieck des Viereckes, dessen Ecken die 
Scheitel a, b, c, d des Büschels sind, so ist jede seiner drei Seiten 
P, Q, R die Polare der Gegenecke p, q, r in Bezug auf jeden Kegd- 
schnitt des Büschels, so dass jeder der drei Ecken p, q, r alle 
Punkte der gegenüberliegenden Seite P, Q, B nach jener Verwandt- 
schaft entsprechen. 

„Die Verbindungsgerade ef zweier entsprechenden Punkte wird 
in jedem dieser Punkte von einem Kegelschnitte des Büschels berührt." 
Folgt sofort aus Obigem. 

109. Lässt man die Gerade G zur unendlich weiten Geraden 
werden, so hat man sofort den Satz: 

„ Unter den sämmtUchen Kegelschnitten eines Büschels gibt es zioei 
(reelle od&r imaginäre) Parabeln." 
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Aus 1, Art. 83 folgt weiter: 

„Die AsymptotenriGhtwng&n der im Büschel vorkommenden gleick- 
sdtigen Hyperbel halbiren die Winkel def Äxeni'iehtwtigen der beiden 
im Büschel vorkommenden Parabeln." 

Ferner : 

„Wenn die vier Scheitel des Büsclieh auf einem Kreise liegen, so 
stehen die Axen der beiden im BüscJiel enthaltenen Parabeln aufeinander 
senkrecht, und umgekehrt." 

Denn dann gehören die beiden unendlich weiten imaginären 
Kreispunkte als Paar mit zu der Involution, welche das (einen 
Kreis enthaltende) Büschel auf der unendlich weiten Geraden be- 
stimmt; und da die Doppelpunkte der Involution jedes Punktepaar 
harmonisch trennen, so ist der Sata bewiesen. 

Aus dem SchiusssatB in I, Art. 77 folgt für ein solches 
Büschel : 

„ Wenn ein Kegelschnittbüschel einen Kreis enthält, so bilden die 
beiden Asymptoten eines jedefii Kegelschnittes des Büschels mit der Äxe 
jeder der beiden im Büschel enthaltenen Parabeln bdderseits glwhe 
Winkel." 

Oder mit anderen Worten, und wenn man die Halbiruiigs- 
strahlen der Winkel der Asymptoten eines Kegelschnittes als Axen 
des Kegelschnittes bezeichnet (siehe weiter unten Art. 128): 

„ Wenn in einem Kegelschnitthilschel ein Kreis vorkommt, so hohen 
alle Kegelschnitte des Büschels unter einander parallele Axen." 

Die Axen eines jeden Kegelschnittes des Büschels sind näm- 
lich nach Obigem parallel zu den Axen der beiden Parabeln, welche 
im Büschel vorkommen. 

110. Eine Parabel bildet als Curve mit zusammenfallenden 
unendlich weiten Punkten den üebergang zwischen den Curven 
mit reellen und jenen mit imaginären unendlich weiten Punkten, 
d. h. zwischen Hyperbeln und Ellipsen. Hieraus folgt: 

„ Wenn die beiden im Büschel vorkommenden Parabeln reell sind, 
so enthält das Büschel sowohl Ellipsen als auch Hyperbeln; die ersteren 
erscJieinen von den letzteren durch jene beiden Parabeln getrennt. Sind 
dagegen die beide^i Parabeln imaginär, so gibt es (weil kein Üebergang 
stattfindet) nw Curven einer Art im Büschel; und zwar offenbar nwr 
Hyperhein," da man ja durch jeden unendlich weiten Punkt der 
Ebene eine Curve des Büschels legen kann, welche nothwendiger 
Weise (weil einen und daher noch einen zweiten reellen unendlich 
weiten Punkt enthaltend) eine Hyperbel sein muss. 
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Man kann in derselben Weise alJgemein pagen: 

„Je nachdem, die heiden Kegelschnitte eines Büschels, vjelcke eine 
Gerade iet'ühren, reell sind oder nicht, enthält das Büschel sowohl Kegel- 
schnitte, loelohe die Gerade in reellen Punkten schneiden, als auch solche, 
welche die Gerade nidit schneiden, odßf es mthält nur solche Kegel- 
schnitte, welche die Gerade in reellen Punkten treffen." 

Die in einem Büschel gleichseitiger Hyperbeln enthaltenen 
zwei (imaginären) Parabeln berühren die unendlich weite Gerade 
in den unendlich weiten imaginären Kreispnnkten, weil diese die 
Doppelpunkte der durch das Büschel auf jener Geraden bestimmten 
Involution sind. 

m. Wir beweisen nochmals den vorletzten Satz des Art. 108, 
indem wir ihn zugleich folgen de rmassen erweitern: 

„IHe Polaren eines festen Punktes in Bezug auf die &.nzelnen 
Kegelschnitte eines Büschels bilden ein mit diesem letzteren projecti- 
visches Strahlenhiischel." 

Es seien a, h, c, d die Scheitel des Kegelschnittbüschels und e 
ein beliebiger fester Punkt; die Polare Pg von e bezüglich irgend 
eines Kegelschnittes K des Büschels erhält man, indem man etwa 
ea, eb mit Ä!" in a;, y respective zum Durchschnitt bringt und die 
au e bezüglich ax, ay respective harmonisch eonjugirten Punkte 
x',y' mit einander verbindet. Da (axea;') = ^ 1 ist, so ist nach 
Art. 14 {aexx') =1 — ( — 1) — 2, so dass also (nach I, Art. 51) 
bei veränderlichem K die beiden Punkte x,x' auf ea zwei pro- 
jectivisehe Punktreihen beschreiben, welche « und e zu Doppel- 
punkten haben. Ebenso werden y,y' auf eh zwei projectivische 
Punktreihen mit den Doppelpunkten b und e beschreiben. Nun sind 
aber die beiden Reihen, welche von x und y besehrieben werden, 
nach Art. 105 projectivisch, da sie es mit dem Kegelschnittbüschel 
aind; also ist auch Reihe («') projectivisch mit der Reihe (y'). 
Aber diese beiden Reihen sind überdies perspeetivisch ; denn lässt 
man iT durch e gehen, so fällt x und y in e, und da e sowohl auf 
ea, als auch auf eh ein Doppelpunkt ist, so fallt auch x' mit y' in 
e zusammen. Es geht somit die Gerade x'y' , d. i. die Polare P^ 
von 6 durch einen festen Punkt / hindurch, d. h. alle P^ bilden 
ein Strahlenbüschel mit dem Scheitel /. Dieses Büschel ist nun per- 
speetivisch mit der Reihe der Punkte x' auf ea, welche wieder 
projectivisch ist mit der Reihe der Punkte x, die wieder mit dem 
Kegelschnittsbüschel projectivisch ist. Dadurch erscheint der Satz 
bewiesen. 
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Sind also Pe, P/, P", P/" die Polaren eines Punktes e in Bezug 
auf irgend vier Kegelschnitte K, K', K", K'" eines Kegels chnitt- 
btischelB, 80 ist (P, P; P/' P/") = (KK' K" K"'). 

112. „Die Pole g ein&r festen Geraden G in Bezug auf die ein- 
zelnen Kegelschnitte einas Büschels erfüUmi ^«en durch G hestimmten 
Kegelschnitt Kg und bild&n auf diesem ein mit dem Kegelschnittbüschel 



Um den Pol g von G in Bezug auf irgend einen Kegelschnitt 
K des EüEchels zu erhalten, wählen wir auf G zwei beliebige Punkte 
e, e, und construiren ihre Polaren P,, P^^, welche sich nach Art, 56 
in g schneiden werden. Aendert sich K, so drehen sich Pe, Pj, um 
die zu e, ej bezüglich des Kegelschnittbüschels conjugirten Punkte /, 
/i, indem sie Strahlenbüschel beschreiben, welche mit dem Kegel- 
schnittbüschel und daher auch untereinander projectivisch sind. Es 
wird somit g einen Kegelschnitt Kg beschreiben, welcher durch /, 
/i hindurchgeht und wird auf ihm ein zum Kegelschnittbüschel projec- 
tivisches System bilden. Wir können, da Kg die Punkte /, /, ent- 
hält, auch sagen; 

„Derselbe Kegelschnitt Kg ist d&r Ort der Punkte fjf^^f^ . . . ., 
welche hezUglich des Kegelschnittbüschels zu den einzelnen Punkten e, 
e^, e^ . . . . von G conjugirt sind." 

Wenn also ein Punkt e eine Gerade G durchlauft, so be- 
schreibt der ihm in der durch das Kegelschnittbüschel in der Ebene 
festgesetzten involutorischen Verwandtschaft entsprechende Punkt/ 
den Kegelschnitt Kg. 

Den Pol einer Geraden erhält man als Schnitt der Tangenten 
in ihren Schnittpunkten mit dem Kegelschnitt. Wir können also 
auch sagen: 

„Legt man an jeden Kegelschnitt eines Büschels in den Punkt&n, 
in denen er eine feste Gerade G schneidet, Tangenten, so schneiden sich 
diese in Pttiikten eines bestimmten Kegelschnittes Kg" 

Geht ein Kegelschnitt K in ein Geradenpaar A, A' über, so 
wird die Polare P^ eines Punktes e bezüglich ff jener Strahl sein, 
welcher durch den Doppelpunkt von K, d. i. durch den Schnitt- 
punkt von Ä, A' hindurchgeht und bezüglich des Gevadenpaares 
A,A' harmonisch conjugirt ist au dem Strahle, welcher e mit dem 
Schnittpunkte {AA') verbindet. Denn dieser Strahl P^ enthält in 
der That alle Punkte, welche auf den durch e gehenden Trans- 
versalen durch A,A' von e harmonisch geti-ennt sind. 

Da die Polaren aüer Punkte in Bezug auf einen solchen in 
ein Geradenpaar degenerirten Kegelschnitt durch den Schnittpunkt 
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des Geradeiipaarcs gehen, so ist dieser letztere üls der Pol einer 
jeden beliebigen Geraden anzusehen, so dass seine Polare unbestimmt 
ist. Ebenso liegt der Pol einer Geraden in Bezug auf einen durch 
ein Puoktepaar dargestellten Kegelschnitt auf der Verbindungs- 
geraden des Puuktepaares und ist durch dieses von der Geraden 
harmonisch getrennt. Es ist somit die Polare eines jeden Punktes 
(als des Schnittes irgend zweier Geraden) die Verbinduiigsgerade 
des den Kegelschnitt darstellenden Punktepaares. 

Die Polo von G in Bezug auf die drei degenerirten Kegel- 
schnitte eines Büschels sind also die Doppelpunkte dieser Kegel- 
schnitte, d. i. die Ecken p,q,r des dem Seh eitelvie recke ab cd zu- 
kommenden üiagonaldreieckes, d. h,: 

„Der Kegelschnitt Kg ist dein Diagonaldreiecke pqr wngmcTiriehen." 

Der in I, Art, 75 bewiesene Satz ergibt sich als ein speeieller 
Fal! der gegenwärtigen Betrachtungen. 

Auf der Geraden G liegen zwei bezüglich des Kegelschnitt- 
büschels conjugirte Punkte e, f, und da Eg der Ort der au den 
Punkten von G eonjugirten Punkte ist, so muss Kg die beiden 
Punkte e,f enthalten: 

„Der Kegelschnitt Kg schneidet die Gerade G in den Doppel- 
punkten e,f der durch das Büschel auf G iesHm/mten Involution." 

Wird die Gerade G die unendlich weite Gerade G^, so ist ihr 
Pol g bezüglich K der Schnittpunkt der Asymptoten von K, d. h. 
der Mittelpunkt von K (s. Art. 24, 123) ; die obigen Resultate auf G^ 
angewendet, liefern sofort die Sätze: 

„Die Mittelpunkte der Kegelschnitte eines Büschels erfüllen einen 
Kegelschnitt, den sogenannten Mittelpunktskegelschnitt, welcher dem be- 
züglich aller Kegelschnitte des Büschels sich selbst eonjugirten Dreiecke 
umgeschrieben ist. Die wnendlicli weiten Punkte des Mittel/punktskegel- 
schnittes, sind die Berührungspunkte der unendUdi weiten Geraden mit 
den beiden im. Büschel vorkommenden Parabeln, d. h. die Asymptoten 
des Mittelpwnktskegelschnittes dnd zu den Äxen jmer zwei Parabeln 
parallel." 

„ Wenn also das Büschel einen Kreis enthält, so ist der Mittel- 
pmiktskegelschnitt eine gleichseitige Hyperbel." 

„Die Mittelpunkte eines Büschels von gleichseitigen Hyperbeln er- 
füllen einen Kreis." 

Sind a, b, c drei von den Scheiteln eines gleichseitigen Hy- 
pe rbelbüschel e, so ist der vierte Scheitel d der Höheiisehnittpunkt 
des Dreieckes abc und folglich sind die Ecken des Diagonaldrei- 
eckes pqr des Viereckes ahcd die Fusspunkte der drei Höhen des 
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Dreieckes ahe. Der durch diese drei Höhenfussp unkte hindurch- 
gehende Kreis enthält somit die Mittelpunkte aller durch a, h, c, d 
gehenden Kegelschnitte (gleichseitigen Hyperbeln). 

113, Die reciproken Betrachtungen liefern für eine Kegel- 
ßchnittreihe sofort die folgeüden Resultate: 

„Die Tangeyitenpaare, die man durch einen heliehigen Punkt s an 
die einzelnen Kegelschnitte einer Kegelschnitti-eilie legen kann, hUden 
eine Involution". 

So bestimmt die Kegelschnittrciho an jedem Punkte s eine 
Strahleuinvolution. 

Die drei degenerirten Kegelschnitte der Reihe, d. i, die drei 
Gegenecken paare des von den vier gemeinschaftlichen Tangenten 
gebildeten vollständigen Vieraeits, liefern mit dem Punkte verbun- 
den jene drei Strahlenpaare, von denen in I, Art. 80 bewiesen 
wurde, dasB sie einer Involution angehören. 

Da jede Strahleninvolution ein Paar rechtwinkliger Strahlen 
besitzt, so haben wir den Satz: 

„Unter den Kegelscknitien einej- Emke gibt es immer einen, an 
welchen durch einen beliebigen Punkt zwei zu einander rechtwinklige 
Tangenten gezogen werden können"; und da aus der Recbtwinklig- 
keit zweier Strahlenpaare einer Involution die aller übrigen folgt, 
so können wir den in I, Art. 84 bewiesenen Satz folgen de rmassen 
erweitern : 

„Die drei Kreise, welcJte die Verhlndungsgefaden der drei Gegen- 
eckenpaare eines vollständigen Vierseifs zu Durchmessern haben, schnei- 
den sich in denselben zwei Punkten ; die beiden aus irgend einem dieser 
zwei Punkte an irgend einen jenem, Vierseit eingeschriebenen Kegelschnitt 
gelegten Tangenten stehen aufeinander- senkrecht." 

114. „Alle Kegelschnitte, welche dieselben d/rei festen Geraden 
A,B, C berühren und die einzelnen Strahlenpaare X,'X' einer StraMen- 
involution mit dem Scheitel s zu Tangenten haben, berühren alle noch 
eine vierte feste Gerade D." 

Denn sind XX', YT, ZZ' irgend drei Strahlenpaare der vor- 
gelegten Strahlen Involution und K, K' die beiden Kegelschnitte, 
welche A, B, C, X, X', A, B, C, Y, Y' respective zu Tangenten haben, 
so besitzen sie ausser A, B, C noch eine vierte gemeinschaftliche 
Tangente D; und die aus s an alle dem Vierseit AB CD ein- 
geschriebenen Kegelschnitte gelegten Tangentenpaare bilden eine 
Strahleninvolution, welche mit der vorgelegten identisch sein muss, 
da sie mit ihr die beiden Paare XX', YY' gemeinschaftlich hat. 
Ist also K" der Kegelschnitt, welcher A, B, C, D, Z zu Tangenten 
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liat, .so wird die /woite durch s an ihn gelegte Tangente Z' sein 
milssen, so dass der durch die Tangenten A, B, C, Z, Z' bestimmte 
Kegelschnitt E" die Gerade D berührt. 

115. Die Strahl eninvolution, welche von den Tangenten paaren 
gebildet wird, die man durch einen Punkt s an die einem Vierseit 
ABCD eingeschriebenen Kegelschnitte legen kann, besitzt zwei 
Doppelstrahlen E,F\ d. h, es gibt zwei Kegelschnitte K^, Kf der 
Reihe, an welche durch b zusammenfallende Tangenten gehen, so 
dass s sowohl dem K^ als auch dem Kf angehören muss: 

„Dwrch irgend einen Pimkt s der Ebene gehen zwei Kegelschnitte, 
welche vier gegebene feste Gerade Ä, B, C, D bei-ühren (dem Vierseit 
ABCD &,ngesclineben sind); ihre Tangenten E, F in s dnd die Doppel- 
Strahlen der Involution, welche am Punkte s durch die Kegelsehnitt- 
reihe imt den -vier gemeinsamen Tangenten Ä,B,C,D bestimmt tcird." 

Hiedureh ist die Aufgabe gelöst: „Mnen Kegelschnitt zu con- 
struiren, welcher vier gegebene Tangenten besitzt und durch einen 
gegebenen Punkt geht." 

Ebenso wie in Art. 108 erkennen wir, dass die sämmtlichen 
Kegelschnitte, welche dieselben zwei Geraden A, B in denselben 
zwei Punkten a, b berühren, als eine Kegelschnittreihe aufzufassen 
sind. Die degenerirten Kegelschnitte sind: erstens das Punktepaar 
a, b und dann der Schnittpunkt von A und B als Doppelpunkt 
betrachtet und zugleich zweimal gezählt. 

Die Strahl eninvolution, welche diese Reihe an einem Punkte 
s bestimmt, hat den durch den Punkt {AB) gehenden Strahl zum 
Doppelstrahl und so, sh ist ebenfalls ein Sti'ahlenpaar der Involu- 
tion. Sowie am angeführten Orte erkennt man auch hier, wie sich 
die Lösung der Aufgabe: „einen Kegelschnitt zu constrmren, welcher 
drei gegebene Tangenten besitzt und dm-ch zwei gegebene Punkte geht", 
gestaltet, und dass man vier solche Kegelschnitte erhält. 

Da das Zusammenfallen der durch einen Punkt an einen Kegel- 
schnitt gehenden Tangenten den Uebergang bildet von dem Falle 
reeller zu dem imaginärer Tangenten (die Curvenpunkte trennen 
die äusseren von den inneren Punkten), so erkennt man sofort: 

„Ein PwnM liegt ausserhalb der sämmtlichen Kegelschnitte einer 
Beike, wenn die durch ihn gehenden zioei Kegelschnitte der Reihe ima- 
ginär sind; sind diese zwei Kegelschnitte reell, so bilden sie den Ueber- 
gang zwischen solchen Kegelschnitten der Reihe, fUr welche der Punkt 
ein äusserer, und solchen, für welche er ein innerer Punkt ist." 
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Sind X, X' die durch s gehenden zwei Tangenten irgend cioea 
Kegelschnittes K der Reihe, so ist (EFXX") = — 1 und es sind 
somit E, F zwei bezüglich K conjugirte Strahlen; d. h.: 

„Durch jeden Punkt s gehen zwei Strahlen, welche in Bezug auf 
jeden Kegelschnitt einer Seihe conjugirt sind; es sind dieselben zwei 
Strahlen E, F, d. h. die Tangenten der beiden durch den Pk^ikt s 
gehenden Kegelschnitte der Reihe." 

„Die Pole irgend einer festen Geraden E in Bezug auf die ein- 
zelnen Kegelschnitte einer Reihe liegen auf einer zweiten festen Geraden 
F deren Pole wieder auf E gelegen sind." 

Denn ist K^ der Kegelschnitt der Reihe, welcher E berührt, 
und s sein Berührungspunkt mit E, so wird ausser /£"„ noch ein zweiter 
Kegelschnitt K^ der Reihe durch s gehen und die Tangente F von 
Kf in s wird den Pol von E bezüglich eines jeden Kegelschnittes 
K der Reihe enthalten, weil E und F conjugirt sind bezüglich K. 

So erscheint durch die Kegelschnittreihe eine involutorische 
eindeutige Verwandtschaft zwischen den Geraden E, F der Ebene 
hergestellt, wenn man zwei Gerade E, F, welche in Bezug auf alle 
Kegelschnitte der Reihe conjugirt sind (von denen jede die Pole 
der anderen enthält), als einander entsprechende betrachtet. Sind 
P, Q, ß die Seiten und p, q, r die Ecken des Diagonald reise its, 
welches dem Tangenten vier seit AB CD gehört, so ist dieses Drei- 
seit nach Art. 62 ein sich selbst conjugirtes in Bezug auf jeden 
Kegelschnitt der Reihe, und es ist jede der Ecken p, q, r der Pol 
der Gegenseite P, Q, R respective in Bezug auf alle Kegelschnitte 
der Reihe. Da nun jede durch p gehende Gerade die Pole von P 
enthält, weil diese ja alle inj) vereinigt sind, so hat man alle durch 
eine Ecke des Diagonaldreiseits hindurchgehende Gerade als der 
Gegenseite entsprechend ku betrachten. 

Man erkennt sofort, dass nach dieser Verwandtschaft jede der 
vier gemeinschaftliehen Tangenten A, B, C, D sich selbst entspricht 
(vier Doppelstrahlen der Verwandtschaft). 

„D&i- SchmttpiMikt s zweier mitsprechenden Geraden E, F ist der 
Berührungspunkt jeder von ihnen mit je eine?« Kegelschnitt d&r Reihe." 
Aus Früherem sofort klar. 

Da man den Pol einer Geraden erhält als den Schnittpunkt 
der in ihren Schnittpunkten mit dem Kegelschnitt an diesen gelegten 
Tangenten, so können wir auch sagen: 

„Die Schnittftmkte der Tangentenpawe, welche die einzelnen 
Kegelschnitte einer Reihe in ihren Scimittpunktepaaren mit ein&r festen 
Geraden E berühren, erfilUen eine zweite feste Gerade F." 
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Wird. E die unendlich weite Gerade, so werden jene Tangentssii- 
paare die Asymptoten paare der einzelnen Kegelsclinitte und ihre 
Schnittpunkte die Mittelpunkte der Kegelschnitte (s. Art, 123), und 
wir haben somit den Satz: 

„D'h Mittelpunkte der Kegelschnitte einer Reihe erfüllen eine Ge- 
rade, die sogenannte Mtttelpunktsgerade der Seihe." 

Der Schnittpunkt von E mit F ist der Berührungspunkt von 
E mit dem die Geraden Ä, B, C, D, E zu Tangenten besitzenden 
Kegelschnitte ; wenn E die unendlich weite Gerade ist, so ist dieser 
Kegelschnitt die in der Reihe enthaltene Parabel, und da F die 
Mittelpunktsgerade wird, so sehen wir: 

„Die Mittelpiinktsgerade einer Kegehcknittreike geht durch d&n 
Berührungspunkt der unendlidi weiten Geraden mit der in der Reihe 
vorkommenden Parabel; d. h. die Mitielpu/nhtsg&rade ist zur Äxe der 
in der Reihe enthaltenen Parabel parallel." 

Der Pol einer Geraden in Bezug auf einen in ein Punktepaar 
degenerirten Kegelschnitt liegt auf der Verbindungsgeraden des 
Puüktepaares und erscheint durch dieses TOn jener Geraden har- 
monisch getreimt (Art. 112). Betrachtet man die drei degenerirten 
Kegelschnitte der Reihe, d. h. die drei Gegenecken paare des voll- 
ständigen Vierseits AB CD, so erhält man die Sätze aus I, Art. 81 
als in dem vorletzten Satze enthalten, und erkennen wir „die Mittel- 
punktsgerade ah jene, welche die Halbirungspimkte der Verhindungs- 
geraden der drei Gegeneckenpaare des Vierseits ABCD enthält." 

Da die in einer Kegelschnitt reihe vorkommende Parabel immer 
reell ist, und da die Parabel den Uebergang zwischen Hyperbel 
und Ellipse darstellt, so erkennt man sofort: 

„In einer Kegelschnittreihe gibt es wiendlich viele Ellipsen und 
unendlich viele Hyperbeln; dagegen nur eine einzige Parabel." 

116, Sowie in Art, 111 tur Büschel beweisen wir rccipi'ok für 
Reihen von Kegelschnitten: 

„Die Pole einer festen Geraden in Bezug auf die dnzelnen Kegel- 
schnitte einei' Seihe bilden eine mit der Kegelscknittreihe projectimsche 
(doppdverhältnissgleicke) gerade Punktreihe." 

„Die Polaren eines festen Punktes s in Bezug auf die Kegel- 
schnitte, welche einem festen Vierseit ABCD dngeschneben sind, um- 
hüllen einen Kegelschnitt K^, welcher dem Diagonaldreiseit PQR des 
Vierseits ABCD^ eingeschrieben ist, und bilden auf K^ ein mit der 
Kegelschnittreihe projecHvisches TangmHensystem." 
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Ks ist die, Miveloppe der G&raden F, 
F^,F^ . . ., ivelcke den durch s gehenden Strahl&n E, Ei, E.^ . . . hesUglich 
der Kegelschnittreihe conjugirt sind." 

„Die ftetdeii durch s an Kg gehenden Tangmien sind die Doppd- 
straJüen E, F d&>' am. Pimkte s durch die Kegelschnittridhe bestimviien 
Sirahleninvo luHon . " 

117. Der Satz von Desargues für Büschel, und sein reci- 
proker für Reihen von Kegelschnitten, gestatten die folgende Er- 
weiterung. Es seien a,,bj,Cf,df die Scheitel eines Kegelsehnitt- 
büschels und AT^ irgend ein Kegelschnitt desselben, welcher einen 
beliebigen festen, durch zwei der vier Scheitel, z. B. durch c, und 
d, gehenden Kegelschnitt E noch in den Punkten e, f schneiden 
möge. Betrachtet man die den Kegelschnitten K und Ki gemein- 
schaftlichen Punkte C|, d^ als die Punkte s, s' der in Art. 97 ent- 
haltenen Auseinandersetzung, so wird die Gerade ef durch den auf 
a, 6[ liegenden festen Punkt f gehen, in welchem sich die Geraden 
ab', a'h schneiden, wenn a,b,u',b' die zweiten Schnittpunkte von 
£" mit den Geraden c,a,, c^Ö^, d,a,,(^i5i bedeuten. Die variablen 
Punktepaare e,/, in denen die einzelnen Kegelschnitte Ä", des Bü- 
schels den festen Kegelschnitt K noch schneiden, liegen also so, 
dass ihre Verbindungsgerade durch einen festen Punkt hindurchgeht, 
d, h. sie bilden auf K eine Punktinvolution. 

„Die Kegelsdinitte eines BVschels schneiden jeden durdi zwei der 
vier Scheitel des Büschels hitidtirchgehenden Kegelschnitt in Panktepaaren 
eine)- Involution." 

Lässt man den Kegelschnitt K in die Gerade c^ (i, und eine 
beliebige andere Gerade G übergehen, so erhält man den Satz von 
Desargues als in dem letzten allgemeinen Satz enthalten. Wenn 
dagegen der Kegelschnitt K in zwei Gerade zerfällt, von denen die 
eine durch c, und die andere durch di geht, so ist der letzte Satz (da 
hier wegen des Wegfallens der Vertäu seh ungsfähigkeit von keiner 
Involution die Rede sein kann) durch den Satz des Art. 105 zu er- 
setzen. Wenn die zwei, dem Kegelschnitte K nicht angchörigen 
Punkte «i, b, von einander verschiedene unendlich weite Punkte 
sind (dann gehen die Kegelschnitte Ki durch die zwei auf K ge- 
legenen Punkte cj, c^, und besitzen zwei gemeinschaftliche Asymp- 
totenrichtungen), so ist die Gerade «j&i die unendlich weite Ge- 
rade, und da •( auf i^i^i liegt, so hat die Gerade ef eine constante 
Richtung. 

Den letzten Satz kann man in anderer Art aussprechen. Ist 
nämlich -fiT,' ein zweiter Kegelschnitt des Büschels, welcher K in 
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e',/' schneiden möge, so wird die Gefade e'/' oLenfalla durch f 
gehen. Wir habon nun K, K^, Kf", welche durch dieselben zwei 
Punkte Cj, i^, hindurchgehen; je zwei schneiden sich noch in zwei 
Punkten: K und Ky ine,/, K und Ä^Wn e%f, und K, und Ky' 
in «ijÄi, und die drei Geraden «[ft,, ef, e'f sehneiden 'sich in 
einem and demselben Punkte y: 

„GeJim drei Kegelschnitte durch dieselben swei Punkte, so hohen 
je zwei noch ein Pimktepaar gemeinschaftlich) die drei Verbindungs- 
geradßn dieser Rmktepaare schneiden sich in einem und demselben 
Punkt," 

Es möge bemerkt werden, dass der Satz: 

„Drei Kreise liefern, paarweise drei gemeinschaftliche Sehnen, welche 
sidt in einem. Punkte (Eadicalcentrum der drei Kreise) schneiden", in 
Obigem enthalten ist. 

Die beiden Doppelpunkte der Iiivolution, welche die Kegel- 
schnitte Ä'i des Büschels auf K bestimmen, rühren von solchen 
Kegelschnitten her, welche K berühren; d. h.: 

,)I)weh vier Punkte kann man zwei Kegelschnitte legen, welche 
einen, zwei dieser vier Pmikte enthaltenden Kegelschnitt berühren." 

Die reciproken Sätze lauten: 

„Die Tangentenpaare E, F, welche die einzelnen, einem festen Vier- 
seit eingeschriebenen Kegelschnitte mit dnem,, zwei Seiten des Viersetts 
berührenden festen Kegelschnitte ausser diesen beiden Seiten noch ge- 
meinschaftlieh hohen, bilden auf diesem festen Kegelschnitte eine Tan- 
gentminvolution." 

„Man kann einem Vierseit zw^ Kegelschnitte eiiischreiben, welche 
einen, zwei von den vier Seiten des Vierseits sm Tangenten besitzenden 
Kegelschnitt berühren." 

118. Es sei K ein fester Kegelschnitt, welcher durch drei von den 
vier Scheiteln a^, 6,, c,, d, eines Kegelschnittbüschels, etwa durch 
&i, Gl, dy hindurchgeht; ein Kegelschnitt ^"1 des Büschels, welcher 
in C| die Tangente ^besitzen möge, wird /C ausser in 6,, c-y, dy noch 
in einem Punkte e schneiden, den man nach Art, 99 erhält, wenn 
man sich Ä", als durch a^,h,, Cy, d^ und den auf T zu c, unend- 
lich nahen Punkt t, hindurchgehend denkt. Die Geraden c, ((, 5, t, 
schneiden K in (, t', wobei ( der zweite Schnitt von K mit T und 
(' der Punkt c, ist; bringt man nun die beiden Geraden at', a' t 
in w zum Durchschnitt, so wird die Gerade b , w den Kegelschnitt 
K in e schneiden. Verändert sich nun K, als Kegelschnitt des Bü- 
schels, so beschreibt IT ein mit dem Büschel projectivisches Strahlen- 
büschel; dieses ist perspectivisch mit dem Punktsystem, welches ( 
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auf K beschreibt, welches wieder mit dem sich um a' drehenden 
Strahl enb ÜB chel und daher auch mit dem auf c, a, sich fortbewe- 
genden Punkte w perspectivisch ist. Die Reihe der Punkte m; ist 
endlich mit dem Büschel der Strahlen b^w nnd daher auch mit 
dem von e auf K beschriebenen Punktsystem perspectivisch. So- 
mit ist das Kegelschnittbüachel projectivisch mit dem System der 
Punkte e auf K: 

„Die Kegelscknitte eines Büschels schneiden einen festen durch drei 
von den vier Scheiteln gehenden Kegelschnitt in Punkten, welche auf 
diesem Kegelschnitt ein mit dem Büschel projecHvisches (doppelverhäüniss- 
gleiches) System, bilden." 

Geht der feste Kegelschnitt über in die Gerade c^rf[ and eine 
beliebig darch b^ gelegte Gerade, so erhält man den in Art. 105 
enthaltenen Satz. Ebenso gilt reciprok: 

„Die Tangenten, welche die einem festem Vierseit eingeschriebenen 
Kegelschnitte mit einem festen, drei Seiten des Viersdts berührenden 
Kegelschnitte noch gemeinsam haben, bilden auf diesem festen Kegel- 
schnitte ein mit jener Reihe von Kegelschnitten projeetimsehes Tang&nten- 
system." 

119. Während wir bisher die Curven zweiter Ordnung und 
Clause nur aus reellen gegebenen Elementen (Punkten, Tangenten) 
eonstruirten, setzen uns die Betrachtungen des Artikels 97 sofort in 
Stand: „einen, Kegelschnitt K^ zu cotistruiren. welcher durch drei reelle 
gegebene Pmikte e, s', a^ und damn dv/i-ch jene zwei (imaginären) Punkte 
hindurchgeht, in denen eine gegebeiie Gerade P einen gegebenen Kegel- 
schnitt K, welcher durch zwei von jenen drei Punkten etwa durch s, s' 
hindurchgeht, schneidet." 

Man wird die zwei dem gegebenen Kegelschnitte angehörigen 
Punkte zu Scheiteln s, s' der beiden Büschel wählen und den dritten 
gegebenen reellen Punkt «, aus s, s' auf den gegebenen Kegel- 
schnitt K projiciren, wodurch auf ihm die beiden Punkte a, a' als 
seine Schnitte mit sa^, s'a^ respective entstehen. Ist nun b^ irgend 
ein weiterer Punkt des fragliehen Kegelschnittes K, so werden die 
Strahlen so,, s'i, den Kegelschnitt K in zwei Punkten b, h' 
schneiden, und es muss der Schnittpunkt -^ von ab' mit a'b ein 
Punkt von P sein (Art. 97). Wird also ■{ beliebig auf P angenommen 
und -ff" mit f «' in ö und mit -{ a in b' geschnitten, so ist der Schnitt- 
punkt J| von sh mit s'Ö' ein Punkt von K,. Ebenso löst man die 
reciproke Aufgabe. 

Man kann jedoch von dem Kegelschnitte AT, ganz unabhängig 
die folgenden Aufgaben lösen: 
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„Es sind drei neue Punkte «£, S,,c, gegeben; ferner ist eine 
Punktinvolution auf der Geraden P durch zwei Punktepaare mm', 
nn' bestimmt. Man soll den Kegelsdmitt K conatruiren, welcher durch 
«1, 5i, Cj v.nd die Doppelpunkte e, f der auf P gegebenen Involviion 
hindurchgeht." 

„Es sind drei reelle Geraden A^, Sj, C, gegäyen; ferner ist eine 
Sirahleninvolution am Punkte p durch zwei Strahlenpaare MM', NN' 
bestimmt. Man soll den Kegelsdmitt K consti-uiren, welcher Ä^, ßj, Cj 
und die DoppelstraUen E, F der am Punkte p gegebenen Involution zw 
Tangenten hat." 

Wenn die Doppelelemeiite e, f respeetive E, F imaginär sind, 
so Laben wir einen Kegelschnitt zu construiren, welcher durch drei 
reelle und zwei imaginäre Punkte (Tangenten) bestimmt erscheint. 

Wir geben die folgende Lösung der ersten Aufgabe, ans 
welcher sich nach dem Gesetze der Reciprocität die der zweiten 
sofoii ergibt. 

Sind cc, x' irgend zwei ein Paar bildende Punkte der Invo- 
lution auf P, so ist (efxx') = — 1; es sind somit x, x' conjugirte 
Pole von K. Diese Bemerkung erlaubt uns, die Polaren der Punkte 
a,b,c, in denen P von der Geraden &,C|, c,a,, a|J, geschnitten 
wird, aufzusuchen. 

Sind nämüch a', b', c' die den Punkten a, b, e involutorisch 
auf P entsprechenden Punkte, so müssen die Polaren A, B, G von 
a, b, c, respeetive durch «', b', c' hindurchgehen. Die Polare A muss 
ausserdem durch den Punkt a" gehen, welcher zu a bezüglich des 
Punktepaares i,,Ci harmonisch eonjugirt ist. Wenn man also die 
Punkte a", i", c" so bestimmt, dass (ö|C^aa") = (Cia^hh") ;= 
{a^hicc") = — 1 ist, so sind die Geraden a'a", b'h", c' c" die Po- 
laren A, B, C von a, b, c; sie müssen sich in einem Punkte f, dem 
Pole von P schneiden. Nun kann man aus jedem der Punkte a,, 
ö^, c, einen neuen Punkt des Kegelschnittes ableiten. 

Sind nämlich a, ß, y die Schnittpunkte von A, B, C respeetive 
mit aaj, bb^, cc, und bestimmt man die Punkte a"', b'", c"' so, 
dass («aa, a'") = (ißJ^S'") ^ (cyci c'"} = — 1 ist, so sind «'", 
b'", c'" ebenfalls Punkte des Kegelschnittes (Art. 54). Wir haben 
nun sechs reelle Punkte a,, 6,, c,, a"', b'", c'" von E, von denen fünf 
den Kegelschnitt nach dem Pascal'schen Satze construiren lassen. 

Denkt man sich den Punkt c in der Ebene veränderlich, so 
erhält man unendlich viele Kegelschnitte, welche die beiden reellen 
Punkte a, h und die imaginären Punkte e,/ gemeinschaftlich haben. 
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Alle diese Kegelschnitte bilden ein Kegelachnittbüschel mit 
zwei reellen und zwei imaginären Scheiteln. 

120. „Es soll ein KageUchiät K construirt werden, welcher durch 
einen Pwftkt a hindurchgeht und ausserdem die Doppelpunkte zweier 
Involutionen enßiält, von demen die eine auf der Geraden Q, durch zwei 
Punktepaare mm', nn' und die andere auf der Geraden R durch zwei 
Punktepaare uu", vv" gegeien ist." Und reciprok: 

„Es soll ein Kegelschnitt constndrt werden, welcher eine reelle 6-e- 
rade A und ausserdem die Doppelstraklen zioder Strafd&ninvoluÜonen, 
von denen jede durch zwei Strahlenpaare gegeben ist, zu Tangenten hat." 

Wenn beide Involutionen auf Q, B reelle Doppelpunkte haben 
und diese conatruirt werden, so hat man dann fiir K fünf reelle 
Punkte und kann nach dem Paecal'schen Satze vorgehen. Hat 
eine der beiden Involutionen imaginäre Doppelpunkte, so construire 
man die reellen Doppelpunkte der anderen und hat dann für K 
drei reelle Punkte und zwei imaginäre Punkte, also den Fall des 
vorhergehenden Ai-tikels. 

Sind die Doppelpunkte der beiden Involutionen imaginär, so 
ist der fragliche Kegelschnitt bestimmt durch einen reellen 
Punkt und zwei imaginäre Punktepaare. 

Sucht man die Punkte p',p" auf, welche in den beiden ge- 
gebenen Involutionen auf Q, R dem Schnittpunkte p von Q und B 
entsprechen, so ist, da pp', pp" zwei Paare conjugirter Pole sind, 
die Gerade p' p" oder P die Polare von p. Sie wird K in zwei 
reellen Punkten e,f schneiden; denn da die Involutionen auf Q, B 
imaginäre Doppelpunkte haben, so sind alle Punkte dieser Geraden 
äussere Punkte für K, so dass also durch p an K reelle Tangenten 
gehen müssen, welche K in den auf P gelegenen reellen Punkten 
e, / berühren. Diese Punkte e, / können nach Art. 79 construirt 
werden. Bezeichnen wir mit q, r die auf P gelegenen Pole von Q, 
Ry so werden nach Art. 79 die beiden Strahlen Involutionen, welche 
wir erhalten, wenn wir die auf Q, R gegebenen Involutionen con- 
jugirter Pole aus a auf K projicirt denken, diesen Kegelschnitt in 
Punktepaaren schneiden, deren Verbindungsgeraden durch q, respec- 
tive )■ hindurchgehen. Das den beiden Involutionen gemeinsame 
Strahlenpaar wird somit K in einem Punktepaar schneiden, dessen 
Verbindungsgerade durch q und r gehen; diese Gerade ist also P 
und jenes Punktepaar ist e, /. 

Wir haben somit das gemeinschaftliche Strahlenpaar der beiden 
Involutionen aufzusuchen, von denen die eine durch die beiden 
Strahlenpaare am, am'; an, an und die andere durch die Strahlen- 
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paare au, au"; av, av" gegeben ist; dann sehiieidciii die Strahlen 
dieses reellen Paares die Gerade P in den dem Kcgelsehnitte K&n- 
gehörigen Punkten <, / Nun kann K conetruirt werden als der 
Kegelschnitt, der dnich a, c, f geht und in e, f die Geraden pe, 
ff zu Tangenten hat 

Ebenso wird dit lecipioke Aufgabe gelöst. 

Hält man Q, 7? und die beiden Involutionen auf diesen Ge- 
raden fest, so erhalt man fui die einzelnen Punkte a der Ebene 
Kegelschnitte, wekbe zw ci imaginäre Punktepaare gemeinschaftlich 
haben und somit ein Kegelschaittbüschel mit vier imagi- 
nären Scheiteln bilden. 

121. „ Wie viele gemeinschaftliche Punkte und Tangenten besitzen 
zwei heliehige Kegelschnitte einer Ebene?" 

Um diese Frage möglichst allgemein zu beantworten, müssen 
wir aus dem Rahmen, unserer, nur projectivische Beziehungen um- 
fassenden Betrachtungen heraustreten. 

Es seien K, Ä^ irgend zwei Kegelschnitte in einer und der- 
selben Ebene, s, s' zwei beliebige feste Punkte von Kj und x ein auf 
K^ variabler Punkt. Wenn wir K mit sx in 5 und mit s'x in ^' 
zum Durchschnitte bringen und zwei solche Punkte als einander 
entsprechende Punkte von K betrachten, so ist diese Beziehung von 
der projecti vischen wesentlich verschieden, da jedem Punkte | von 
K zwei Punkte ^' von K und ebenso jedem ^' zwei ^ entsprechen. 
In der That schneidet si den Kegelschnitt K^ in awei Punkten Xj, 
x^, welche mit s' die beiden Strahlen s'xi, s'x^ liefern, die den 
Kegelschnitt K in 5/, ^j' schneiden; jeden der Punkte ^Z, ^j' hat 
man als dem Punkte ^ entsprechend anzusehen. Ebenso sieht man, 
dass einem ^' zwei Punkte ^, etwa ^1,^2 entsprechen. Eine solche 
Verwandtschaft kann als eine zwei-zwei-deutige bezeichnet 
werden, Ist nun e ein Schnittpunkt von K und .£"1 , so fallen, wenn 
man x auf Ä", in e rücken lässt, in e die beiden einander entspre- 
chenden Punkte ^, ?' zusammen, und umgekehrt: wenn der Punkt 
I mit einem ihm entsprechenden ^' in e zusammenfällt, so ist e ein 
den Kegelschnitten gemeinsamer Punkt. Um also die Zahl der den 
beiden Kegelschnitten K, Ey gemeinsamen Punkte zu erhalten, 
haben wir nur zu bestimmen, wie oft ein Punkt ^ mit einem der 
beiden ihm entsprechenden %' zusammenfällt. Zu dem Bebufe pro- 
jiciren wir je zwei Punkte ^, ^' aus einem beliebigen festen Punkte 
Ip von K auf eine beliebige feste Gerade P der Ebene, d. h. wir 
bestimmen den Schnittpunkt i] von p^ mit P und den Schnitt r/ von 
p\' mit P. Man sieht sofort, dass jedem vj zwei ti' und jedem ij' 
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zwei '0 entsprechen. Wenn man also mit y, y' die Abscisseii der 
Punkte v;, vj' von einem beliebigen Anfangspunlcte o auf P be- 
zeichnet, 80 wird zwischen y, y' eine Relation bestehen müssen (I, 
Art. 94) von der Art, dasa jedem j/'-Werthe zwei j/-Werthe and 
umgekehrt entsprechen, d. h. die Relation wird durch eine das y 
und y' im zweiten Grade enthaltende (xieichuiig dargestellt sein, und 
somit die allgemeinste Form haben: 
/^ («2 y^ + hy + c,) + / («, ?/2 + 5, y + c,) + {a^yi ^\y^ c,) = 0. 

Soll ^' mit ^ zusammenfallen, so muss vj' mit v] zusammen- 
fallen, d. h. es muss y' =z y gesetzt werden, um die fraghehen Punkte 
zu erhalten. Dies gibt jedoch für y eine Gleichung des. vierten 
Grades, d. h. vier Werthe für y, von denen jeder zwei zusammen- 
fallende, einander entsprechende Punkte tj und 15', somit zusammen- 
fallende Punkte S, und ^' Uefert. In dieser Art ist dargethan: 

„Zwei Kegelschnitte einer Ebene haben im Allgemeinen vier ge- 
meinschaftliche Punkte; sie schneiden sich in vier Punkten." 

Da die Wurzeln einer Gleichung vierten Grades entweder alle 
reell oder paarweise imaginär sind, so „werden die vier Schnittpunkte 
zweier Kegelschnitte entweder alle reell sein, oder zwei reell und zwei 
imaginch-j oder aber es sind alle vier imaginär," 

Eeciprok hat man ebenso: 

„Zvm Kegelschnitte einer Ebene haben vier gemeinsame Tangenten, 
weldie entwedei' sämmtlich reell shid, oder zwei sind reell, zwei ima- 
ginär, oder es sind alle vier imaginär." 

Die reellen gemeinsamen Punkte (Tangenten) sind im All- 
gemeinen von einander verschieden; sie können jedoch zu zweien 
oder dreien zusammenfallen, oder es können auch alle vier unend- 
lich nahe au einander rücken. Hiedurch erhalten wir die von uns 
bereits untersuchten Berührungen verschiedener Ordnung. 

Anmerkung. Wir bemerken, dass die im Vorhergehenden 
verwendete zwei-zwei-deutige Verwandtschaft die Projectivität als 
besonderen Fall in sich enthält. Ist nämlich der Punkt s den beiden 
Kegelschnitten gemeinschaftlich, so entspricht jedem % nur ein ein- 
ziger Punkt ^', während einem ^' immer noch zwei ^ entsprechen. 
Die Verwandtschaft ist ein-z wei-deutig Wenn auch s' beiden 
Kegelschnitten angehört, so wird die Beziehung eine eindeutige, 
d. h. projectivische (Art. 20). 

122. „Ein Kegelsclmittbüschel (eine KegehcJinitti eihe) ist durch 
zwei Kegelschnitte, loelche ihm, (ihr) angehoi en, vollkommen bestimmt." 

Denn die beiden Kegelschnitte besitzen viei gemeinschaftliche 
durch sie vollkommen bestimmte Punkte (Tangenten), welche als 
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Scheitel (feste gememsame Tangenten) au%efasst, ein Kcgclsehnitt- 
büsehei {Kegeischnittreihe) liefern, welchem (welcher) auch die hci- 
den gegebenen Kegelschnitte angehören. 

Will man jenen Kegelschnitt des Büschels erhalten, welcher 
durch einen Punkt x hindurchgeht, so lege man durch x gerade 
Linien X, welche von den zwei Kegelschnitten in den beiden Punkte- 
paaren mm', nn' geschnitten werden mögen. Dann sind nach dem 
Satze von Desargues die Punkte x', welche dem x in den durch die 
beiden Punktepaare mm.', nn' auf den Geraden bestimmten Involu- 
tionen entsprechen, Punkte des fraglichen Kegelschnittes. Wenn 
eines oder beide Panktepaare mm', nn' imaginär wären, so bat man 
nach Art, 74 vorzugehen, um w' aufzusuchen, wobei man m, m' nnd 
n, n als die Doppelpunkte der auf X durch die beiden Kegelschnitte 
bestimmten Involutionen conjugirter Pole aufzufassen ha.t. Ebenso 
wird die reciproke Aufgabe gelöst. 

In Bezug auf das durch zwei Kegelschnitte K, Z' bestimmte 
Büschel erhält man den zu einem Punkte e conjugirten Punkt / 
(s. Art. 108) als den Schnittpunkt der Polaren von e bezüglich K, 
K'. Wenn sich e auf einer Geraden G bewegt, so beschreibt / 
einen Kegelschnitt K^, welcher dem Dreiecke pgr umschrieben ist, 
das als sieh selbst conjugirt in Bezug auf alle Kegelschnitte des 
Büschels zugleich das Diagonaldreieck des von den Scheiteln des 
Büschels, d. h. von den vier Schnittpunkten von K und K' ge- 
bildeten Viereckes auftritt. Bewegt sich e auf einer anderen Geraden 
L, so wird / einen zweiten Kegelschnitt K^, der auch durch f, q, r 
hindurchgeht, beschreiben. Nun liegt der Punkt /, welcher dem 
Schnittpunkte e von G and L entspricht, auch auf beiden Kegel- 
schnitten iE", , K^, weiche sich somit ausser in diesem reellen Punkte 
noch in den drei Punkten jp,g,r schneiden. Die drei Punkte sind so- 
mit entweder alle reell oder es ist mindestens einer reell mid die 
beiden anderen imaginär, dann muss aber nach Art. 97 ihre Ver- 
bindungsgerade reell sein. Wir haben somit den Satz: 

„Das ew&i Kegeisclmüten gerrudnsckaßUcke 'sich seihst oonjugirte 
Dridech (d. k. das Diagonaldreieck, re^ecüve Dreiseii des Vieredces, 
respective Vi^seits der vier gemeütsckaftUdien Punkte, respective Tan- 
genten) hat entioeder alle EcJcen und alle Seiten reell, oder es ist eine 
Ecke wnd die iJir (jegenüberliegende Seite reell, die ührigen Ecken tmd 
Seiten dagegen imaginär." 
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Die Durchmesser und Äxen der Kegelschnitte. 

123. Sowie jede reelle Gerade in Bezug auf einen Kegelschnitt 
K einen reellen Pol besitzt (Art. 55), so wird auch der Pol o der 
unendlich weiten Geraden ein reeller Punkt sein. Sind m«, m'« die 
beiden unendlich weiten Punkte von K (die Schnittpunkte von K 
mit der unendlich weiten Geraden) und sind T,„ T„' die Tangenten 
von 7C in diesen Punkten (also die Asymptoten von K), so ist 
der Sehnittpunkt der beiden Asymptoten der Pol o der un- 
endlich weiten Geraden. Für die Ellipse sind die Asymptoten 
imaginär, der Pol o bleibt jedoch reell. Für die Parabel wird o der 
Berührungspunkt der Curve mit der unendlich weiten Geraden. 

Wir haben schon in Art. 24 den Schnittpunkt o der beiden 
Asymptoten als den Mittelpunkt des Kegelschnittes bezeichnetj 
und begründen nun diese Bezeichnung, indem wir beweisen: 

„Jede durch den Pol o der unendlich wetten Geraden hindnrdi- 
gehende Sehne des Kegelsclmittes erscheint in o halbirt, weshalb man 
den Pol defi' miendlich weiten Geraden als dm Mittelpunkt des Kegel- 
schnittes bezeichnet." 

Sind nämlich x, x' die beiden Schnittpunkte von K mit 
irgend einer durch o gehenden Geraden D, und ist d'^ der unend- 
lich weite Punkt von D, so muss {xx' od'm) = — 1, weil d'a, auf 
der Polare von o liegt; da jedoch d'n unendlich weit ist, so muss 
der zu d'„ bezüglich x, x' harmonisch conjugirte Punkt o der Hal- 
birungspunkt der Strecke xx' seiiij was zu beweisen war. 

Aus Obigem folgt sofort: 

„Jede eigentliche reelle Cwve moeiter Ordnung und Classe heaitzt 
ehien reellen Mittelpunkt; der Mittelpunkt einer Mlipee Hegt innerhalb 
der Gui-ve, da kt der Schnittpunkt der beiden imaginären Asymptoten 
(im Unendlichen h&riikrenden Tangenten) ist; dagegen liegt der Mittel- 
punlct einer Hyperbel ansserludb der Curve, als Schnittpunkt der beiden 
reellen Asymptoten. Defi- Mittelpnnlct einer Parabel liegt auf der Curve, 
d^enn er ist ihr Be^-iäirungspwnkt mit der unendlich weiten Geraden." 

Bei der Parabel verliert der Mittelpunkt die durch seine Be- 
nennung charakterisirte ßigensehaft, weshalb man öfter die Parabel 
als Kegelschnitt ohne Mittelpunkt bezeichnet findet. Indem wir 
jedoch den Mittelpunkt als den Pol der unendlich weiten Geraden 
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definiren, müssen wir auch dor Parabel einp-n (uiiondlicli weiten) 
Mittelpunkt zusprechen. 

„Die durch den Mittei-punkt gehenden zicei Tangenten heriiJiren 
die Cwve in ihren unendlich weiten Punkten; es sind die beiden 
Asymptoten." 

124. Jede durch den Mittelpunkt o gehende Gerade wird als ein 
Durchmesser der Curve bezeichnet. Die Durehmesser sind als 
durch den Pol der unendlich weiten Geraden hindurchgehend, zu 
der unendlich weiten Geraden conjugirte Strahlen. Die sämmtlichen 
Durchmesser halbiren sieh gegenseitig im Mittelpunkte. Die sämmt- 
lichen Durchmesser bilden somit ein Strahlenbüschel; dieses wird 
für die Parabel ein Parallelstrahlenbüschel : 

„Alle Durchmesser einer Parabel sind unierninander parallel." 

Sind X, x' die Schnittpunkte eines Durchmessers mit der Curve, 
so nennt man die Strecke xx' die Länge des Durchmessers; 
die Strecke--— ^= ox^=x'o wird die Länge des Halbmessers 

oder Halbdurchmessers genannt. Die Punkte ic, x' werden als die 
Endpunkte eines Durchmessers oder als diametral einander 
gegenüberliegende Punkte bezeichnet. 

„Jeder Punkt x besitzt einen diametral gegenüberliegenden Punkt 
x', es ist der zweite Sdtnittpunkt des Kegelschnittes mit der Geraden 
ox; es bilden somit alle Paare einander diametral gegenüberliegender 
Punkte des Kegelschnittes auf diesem eine Involufion, weil ihre Ver- 
hindungsgeraden durch denselben Punkt o, den Mütelpwikt hindwch- 
gehen. Die Doppelpunkte dieser Involution sind die v/nendlick weiten 
Punkte des Kegelschnittes, und man kann somit zioei diametral gegen- 
überliegende Punkte auch definiren^ ah solche, welche durch die beiden 
wnendlich weiten Punkte der Cwve harmonisch getrennt werden." 

Da ein Durchmesser D eine durch den Pol o der unendlich 
weiten Geraden gehende Gerade ist, so muss der Pol eines Durch- 
messers in der Polare von o, d. h. in der unendlich weiten Geraden 
liegen, d. h.: 

„Der Pol eines Durchmessers crf z« tmeiidltcher Entfernung, und 
umgehört ist also die Polare etnes unendlich weiten Punktes ein 
Durchmesser." 

Sind ic, x' die Endpunkte des Dnrchmesseib D, so müssen 
sich die Tangenten Tc^, T^. von K in x, x' respeetive m dem unendlich 
weiten Pole d^, von D schneiden, d. h. sie müssen parallel sein: 

j,Die Tangenten eines Kegelschniites in den Endpunkten eines 
Dm-chmessers sind parallel." 
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Hat man umgekehrt irgend eine Tangente T,^,, welche in x 
beiährt, so gibt es zu ihr nur noch eine parallele Tangente (Art. 37) 
T^, deren Berührungspunkt x' der dem x diametral gegenüber- 
liegende sein muss; denn die Gerade xx' ist die Polare des unend- 
lich weiten Punktes d» von T,,. und T^, d. h. xx ist ein Durchmesser ; 

„Die Berührungspunkte paralleler Tangenten eines Kegelschnittes 
sind Eiidmunkte eines Durchmessers." 



Die sämmtlichen Paare paralleler Tangenten bilden auf Ä" eine 
Tangenteninvoiution, deren Axe die unendlich weite Gerade ist 
(Art. 75); die Doppeltangenten dieser Involution beröhren K in 
dessen unendlich weiten Punkten, es sind dies also die beiden 
Asymptoten. Man kann somit zwei parallele Tangenten eines 
Kegelschnittes definiren, als solche, welche durch die beiden 
Asymptoten harmonisch getrennt erscheinen. 

125. Jedem Durchmesser D als der Polare eines unendlich 
weiten Punktes ci« haftet eine einfache wichtige Eigenschaft an; 
ist nämlich S irgend eine durch d» gehende Gerade, y, y' ihre 
Schnittpunkte mit K und h ihr Schnittpunkt mit D, so ist, weil D 
die Polare von d^ ist: {yy'hd,^) =^ — 1 und somit ist h der Hal- 
birungspunkt der Sehne yy', welche nach dem unendlich weiten 
Pole da von D gerichtet ist: 

„Ein Dwrckmesser kalhirt die sUmmtUcken nach seinein (unendlich 
weiten) Pole gerichteten (wntereiiiander parallelen) Sekmn." 

Und umgekehrt: 

„Die Halhiruiigspunkte aller zu einander parallelen SeJiiien liegen 
auf ein&m Durchmesser ^ nämlich auf dei' Polare ihres un&ndlich weiten 
PiMiktes." 

Denn diese Halbirungspunkte erfüllen nach Art. 54 die Polare 
des den Sehnen gemeinsamen unendlich weiten Punktes, d. h. sie 
liegen auf einem Durchmesser. 

So ist jedem Durchmesser D eine Schaar von parallelen 
Sehnen (die ihm conjugirte Sehnenschaar), welche von ihm 
halbirt erscheinen, zugeordnet; und ebenso ist jeder Schaar von 
parallelen Sehnen ein Durchmesser (der zu ihr conjugirte 
Durchmesser), welcher ihre Mittelpunkte enthält, zugeordnet. 

„Ein Durchmesser und eine Sehiie werden conjugirt genannt, wenn 
der erstere durch den Halbirungspunkt der letzteren geht", oder was 
dasselbe ist : „wenn der unendlich weite Pmkt d&r Sehne der Pol des 
Durchmessm-s ist." 
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E I. d iom)t c/'fc evp-n Dil chnrsbe co jnjiitei ieJiienpa 
rallel "U dtn Tanjaiten welche die twv& %n den EndpviiLl(.n des 
Zhiichmesse^s h&iuhi&n 

Fbenso eikemit man daaa ^dti u a uti Dmchmci<t>e} conjugute i 
Sehiiffii die u ihm bezüglich & conjugutaii Shiüilti sind (Art 56) 

120 Alle Dmchines^ei emei Paiabel sind uutei emauJei pa 
rallel jedei ^eht duich den unendlich weiten Mittelpunkt d<,i Curve, 
in welclicm diese die uuendlii-h wuiti, Grciade beiiiliit, so ddSb also 
jeder DurchmeBsei' die Parabel noch in einem zweiten, im End- 
lichen gelegenen Punkte schneidet. 

„Von den zwei Schnittpunlcten einer Parabel mit einem ilirer 
Durchmesser ist d&i' eina in unendlicher Entfernung." 

Wenn man also von dem Endpunkte eines Parabeldurch- 
messers spricht, so hat man immer den im Endliclien gelegenen 
Schnittpunkt zu verstehen. 

Es wird eine Sehnenschaar geheuj welche zu den sämmtlichen 
untereinander parallelen Parabeldurchniessern senkrecht steht, und 
diese Sehnenschaar wird von einem bestimmten unter den Durch- 
messern halbirt werden: 

„Unter den Parabeldurchmessei-n gibt es einen^ welcher zu der 
ihm conjugirten iSehnenscliaar senk reckt steht." 

Da ein solcher Durchmesser (wie man sofort sieht) eine Sym- 
metrieaxe der Curve darateÜt^ so wird er als die Axe der Parabel 
bezeichnet. Den Endpunkt der Axe nennt man den Seheitel der 
Parabel und seine Tangente die Scheiteltangente der Parabel. 
Die Scheiteltangente ist zur Axe senkrecht. 

Ist eine Parabel durCh vier Tangenten (oder drei Tangenten 
und den Berührungspunkt einei-, oder zwei Tangenten mit ihren 
beiden Berührungspunkten) gcgebeUj so hat mau nur nach Art. 45 
den Berührungspunkt der unendlich weiten Geraden zu coustruiren, 
so gibt dieser die Richtung aller Durchmesser der Parabel; senk- 
recht hiezu kann man au die Pai-abel (nach Art. 46) eine Tangente 
legen. Dies ist schon die Seh eitel tangente^ ihr Bemhruiigspunkt der 
Scheitel, und der durch den Scheitel gehende Durchmesser ist die 
Axe der Parabel. 

127. Unter den sämmtlichen au einem Durchmesser D conjugirten 
Sehneu gibt es eine, welche durch den Mittelpunkt o hindurchgeht, 
d. h. welche selbst ein Durchmesser D' ist, deu man daher als 
den zu Z> conjugirten Durchmesser bezeichnet. Der zu einem 
Durchmesser D conjugirte Z)' verbindet somit den Mittelpunkt o 
der Curve mit dem unendlich weiten Pole d« von D, oder was 
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dasselbe ist, „die sm einem Dwrchmesser D conjugirte Sehnenschaar ist 
HU dem conjuglrten Dvirchmesse/r D' parallel". 

„Wenn D' der zu D conjugirte Durchmesser ist, so ist auch D 
der zu D' conjugirte Dwrchmesser; D, D' stellen ein Faar conjitgirter 
Durchmesser dar." 

Denn ist D' zu ö conjugivt, so ist der unendlich weite Punkt 
die. von -D' der Pol von D; da nun D' durch (i« und o geht, so 
liegt der Pol d'n, von D' auf der Polare von o, d. h. auf der un- 
endlich weiten Geraden, und auf der Polare von d^, d. h. auf D. 
Es ist somit d'a der unendlich weite Punkt von D und somit wird 
die zu D parallele Sehnenschaar von D' halbirt, d. h. D ist der zu 
D' conjugirte Durchmesser, D. ii. : 

„Zwei Durchmesser mid conjugirt, wenn der unendlich toeite Punkt 
des einen der Pol des anderen ist." 

Es sind also conjugirte Durchmesser solche, von denen jeder 
durch den Pol des anderen hindurchgeht. 

„Die Polare P eines Panldes p ist parallel zu dem Dwchmesser 
D', welcher oojijugirt ist zu dem durdi p geltenden Dwrchmess&r D." 
Denn die Polare von p enthalt die Pole aller durch ji gehenden 
Geraden, also insbesondere auch den Pol dm von D ; dieser ist jedoch 
der unendlich weite Punkt von D' . 

„Der Central'pmJct defr Involution conjugirter Pole, taelclie K auf 
irgend ein&r Geraden P bestimmt, ist d&r Schnittpunkt von P mit dem 
durch den Pol p von P gehenden Dwrchinesser D," 

Denn dieser Schnittpunkt ist ja der auf P gelegene, zu d« 
conjugirte Pol, weil er ja aui' der Polare D von d^ liegt, und da 
er in der Involution dem unendlich weiten Punkte entspricht, so 
ist es der Centralpunkt derselben. 

Hieraus folgt weiter; 

„Der KegelscJinitt bestimmt auf jedem seiner Dwrchmesser eine In- 
volution conjugirter Pole, für welche der Mittelpunkt o den Central- 
punkt darstellt." 

„Zwei conjugh-te Dm-chmesser sind zwei durch den Mittelpunkt o 

icj bezüglich K conjugirte Strahlen." Denn jeder geht durch den 
Pol des anderen. 

Und umgekehj't: „Je zwei dv/rch o gehende conjtigirte Strahlen 
sind zwei conjugirte Durchmesset'." 

Nach Obigem haben wir ferner: 

„Jeder von zwei eonjutjirten Durchmessern hallnrt die zu dem an- 
dei'en parallelen Sehten." 
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„Durch einen beliebig gewaklte^i Punkt m kann man eine ein- 
sige Sehiie legen, weldie in m halbirt erscheint." 

Es ist dies die zu dem zum Durchmesser om conjugirten 
Durchmesser parallel durch m gelegte Sehne. 

Nur weniim mit dem Mittelpunkte o zusammeufällt, wird jede 
durch m gehende Sehne in m haibirt: 

„ W^&im dv/rch einen Punkt zwei in ihm kalhirle Sehnen hindurdi- 
gehen, so wird jede durch ihn gehende Sehne in ihm halbirt; der PimJct 
ist der Mittelpunkt der Cuj've." 

Denn aus der Annahme folgt sofort, dass die unendlich weite Ge- 
rade die Polare des Punktes ist, d. h. er ist der Mittelpunkt der Curve. 

Weil jeder von zwei conjugirten Durchmessern die Polare des 
unendlich weiten Pimktes des anderen ist, so hat man: 

„Die SM einem von zwei conjugirten Durckmessei-n parallelen Tan- 
genten ierühren die Cv/rve in den Endpunkten des andei-en." 

Sind also xx', yy' die Endpunkte zweier conjugirten Durch- 
messer, so werden die durch x und x' zu yy' parallel gezogenen 
Geraden die Gurve in x, x' berühren ; und ebenso sind die durch 
y und y' zw xse' gelegten Parallelen die Tangenten in y, y'. Diese 
vier Tangenten bilden ein der Curve umschriebenes Parallelogramm, 
dessen Seiten von der Curve offenbar in ihren Halbirungapnnkten 
berührt werden. Jedem Paar conjugirter Durchmesser entspricht 
ein solches der Curve umschriebenes Parallelogramm, dessen Seiten 
in den Berührungspunkten halbirt erscheinen. 

Zwei Sehnen {oder Sehnenschaaren) nennen wir conjugirt, 
wenn die zu ihnen conjugirten Durchmesser ein Paar conjugirter 
Durchmesser bilden. Zwei conjugirte Sehnen sind also solche, welche 
zu zwei conjugirten Durchmessern parallel sind. Wenn sich zwei 
conjugirte Sehnen in einem Punkte von K schneiden, so werden 
sie als zwei Supplementarsehnen bezeichnet. 

Aus Art. 58 folgt sofort: 

„Die sämintlichen Paare conjugirter Durchmesser bilden eine In- 
volution. Die Doppelstralden dieser Involution sind die beiden Asym- 
ptoten, so dass also je zwei conjugirte Durchmesser von den beiden 
Asyinpiolen harmonisch getrennt ßiseheinen." 

Der Mittelpunkt der Curve ist ein innerer oder äusserer Punkt, 
je nachdem die Curve eine Ellipse oder Hyperbel ist. Nach Art. 7ö 
wird somit jeder Durehmesser einer Ellipse die Curve in reellen 
Punkten schneiden, während bei der Hyperbel die Asymptoten zwei 
Paare von Scheitelwinkeln bilden, von denen das eine lauter Durch- 
messer enthält, welche die Curve m reellen Punkten ti-effen wäh- 
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reiid die im anderen enthaltenen Durchmesser keine reellen Punkte 
mit der Hyperbel gemeinschaftlich haben. Die Hyperbel liegt also 
ihrer ganzen Ausdehnung nach in einem der beiden von den Asym- 
ptoten gebüdeteJi Scheitelwiukelpaare. 

„Aüe Dv/rchmess&r einer Ellipse Imben reelh Endpunkte (sie siiid 
aigenäiclie Ihtixlimesser) ; hei der Hyperbel trennen die htdden Asymptoten 
jene Ih.irchmesaer, ■weldieredle Endpunhtehabmi (eigentliche DtM-chmeese^-), 
von soldien, welche imaginäre Endpunkte besitzen (ideelle Durchmesser)." 

Da je zwei conjugirte Durchmeaser durch die Asymptoten har- 
monisch getrennt sind, so kann man sagen: 

„y&n zwei conjugirten Durchmessern ehier Hyperbel int der eine 
ein eigentlidier und de/r andere ein ideelle^' Durchmesse!:" 

Während man au jedem Durchmesser einer Ellipse zwei reelle 
pai'aUele Tangenten erhält, sind die zu einem Durchmesser der Hy- 
perbel parallelen zwei Tangenten nur dann reell, wenn sein unend- 
lich weiter Punkt ein äusserer Puukt ist, d. h. wenn der Durch- 
messer in jenem Seheitel winkelpaar der beiden Asymptoten liegt, 
welches die Hyperbel nicht enthält (Art. 76), 

128. Nach I, Art. 83 gibt es unter den sämmtliehen Strahlen- 
paaren einer Involution' ein rechtwinkliges, oder es sind alle 
Strahlenpaare rechtwinklig, d, h. : 

„Jeder Kegelschnitt besitzt ein Paar conjugirter zu einander senh- 
recht stehender Durchmesser; besitzt er ausnahmsioeiae zwei solche Paare, 
so sind die Durchmesser eines jeden Paares aufeinander- seiikrecht." 

Da jeder von zwei eonjugirteu Durchmessern die zu dem an- 
deren parallelen Sehnen halbirt, so wird jeder von den zwei zu ein- 
ander senkrechten conjugirten Durchmessern die au ihm senkrechten 
Sehnen halbiren: 

„Es gibt also zwei conjugirte Sckaaren von parallelen Sehnen, welche 
durch die zu ihnen senkrechten Durchmesse^' halhirt erscheinen- Diesebeiden 
Durdimesser bilden das Paar der conjugirten zu einander senkrechten 
Durchmesser." 

Da {wie man sofort erkennt) jeder dieser Durchmesser fiir die 
Curve eijie Symmetrieaxe ist, so werden sie als die Axen (oder auch 
Hauptaxen) des Kegelschnittes bezeichnet. 

Da nach I, Art. 77 das rechtwinklige Strahlenpaar einer Involution 
die Winkel der beiden Doppelsti'ahlon Lalbii-t, so können wir sagen: 

„Die beiden Äxmi eines Kegelschnittes sind die Halhi^-ungslinien 
der von den Asymptoten, desselben gebildeten Winkel." 

„Jeder Kegelschnitt besitzt zmei Axen; sie bilden das Paar con- 
jugirter senkrechter Durchmesser (Axenpaar)." 
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Da eine Curve bezüglich einer Symmetrieaxc beiderseits con- 
gruent gelegen ist, so wird sie durch die Äxe in zwei coDgruente 
Hälften zerlegt: 

„Jede der beiden Äxen zm-legt den Kegelschnitt in zwei congrue-nte 
Hälften, so daes die beiden Axen den Kegelschnitt in vier congruente 
Tkeile (Quadrante^i) zerlegen." 

Die Schnittpunkte der Curve mit einer Axe werden als die 
Seheitel der Curve bezeichnet; der Kegelschnitt hat somit auf 
jeder Axe zwei Scheitel, im Ganzen vier Scheitel. Die Tangente 
in einem Scheitel wird als Scheiteltaugente bezeichnet; sie ist 
nach Art. 127 ßenkrecht au der Axe, auf welcher der Scheitel liegt 
(oder parallel zur anderen Axe), Der Kegelschnitt besitzt vier 
Scheiteltangenten. 

Ist der Kegelschnitt eine Ellipse, so haben beide Axen reelle 
Endpunkte {Art. 127); die Längen der beiden Axen bezeichnet man 
mit 2 a, '2 h, wobei die längere Axe mit 2« bezeichnet zu werden 
pflegt und die erste, die grosse, oder die Hauptaxe genannt wii'd, 
während die Axe 2 5 als die zweite, die kleine, oder Neb enaxe der 
Ellipse bezeichnet wird. 

Ist die Curve eine Hyperbel, so hat nur eine Axe reelle End- 
punkte; sie heisst die erste oder Hauptaxe und wii'd ihre Länge 
gewöhnlieh mit 2« bezeichnet, während man die Axe, deren Schnitt- 
punkte mit der Hyperbel imaginär sind, als die zweite Axe,. die 
Nebenaxe oder die conjugii'te Axe bezeichnet. 

Die vier Scheitel und Seh eitel tangenten der Ellipse sind somit 
rcoli; bei der Hyperbel sind nur die zwei auf der Hauptaxe 
gelegenen Scheitel und die in ihnen berührenden Scheiteltaii- 
genten reell. 

129. Ist der Kegelschnitt eine Parabel, so Hegt sein Mittel- 
punkt auf der unendlich weiten Geraden. Um nun zu ii'gend 
einem Durchmesser D den conjugirten zu finden, hat man o mit 
dem (unendlich weiten) Pole der, von D zu verbinden; die Gerade 
odra oder />' ist der zu D conjugirte Durchmesser. Dieser wird 
jedoch offenbar immer mit der unendlich weiten Geraden zusammen 
fallen : 

„Alle D-u/i'chmesser einer Parabel haben die unendlich weite Ge- 
rade zum conjugirten Durchmesser." 

Die Involution coojugirter Durchmesser ist in diesem Falle 
eine degenerirto (s. I, Art. 102). 

Wir haben (Art. 126) bei der Parabel nur einen Durchmesser 
im Endlichen, welcher die zu ihm senkrechten Sehnen halbirt (eine 
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Äxe im Endlichen); der zu ihm conjugirte Durchmesser, d. i. also 
die zweite Axe der Parabel, ist die miendüch weite Gerade. Von 
den vier Scheitein (und auch Seh eitel tan geilten) bleibt der eine im 
Endlichen (Art. 126), während die drei übrigen in dem unendlich 
weiten Mittelpunkte der Parabel vereinigt erscheinen, 

130. Es seien D, D' irgend zwei conjugirte Durchmesser, (i«, 
äai ihre Pole, von denen der erste auf D ', der zweite auf D liegt, 
sei der Schnittpunkt von ö, B' (Mittelpunkt von K) und 0» die 
uneudlicb weite Gerade (Polare von o). Das Dreieck ocico d'^ (oder 
Dreiseit 0„ D D') ist, wie man sofort sieht, ein sich selbst con- 
jugirtes, d. h. : 

„Je zwei conjugirte Durchviesser bilden viit der unendlich iceiten 
Geraden ein sich selbst conjugivtes Th-eiseit, mid umgekehrt." 

Die Punkte d„, d'„ sind, weil jeder auf der Polare des an- 
deren liegt, zwei conjugirte Pole; d. h. : 

„Zioei Durclimeasar sind conjugirt, wenn ihre unendlich weiten 
Punkte confugiHe Pole sind." 

Wenn wir wieder mit w», Ua^ die unendlich weiten Punkte 
von K bezeicbuen, so ist (u^ u'a, da, ti'«) ^^ — 1. 

131, Nach Art. 62 werden wir zu zwei conjugirten Durch- 
messern gelangen, wenn wir dafür soi-gen, dass eine Seite eines sich 
selbst conjugirten Dreieckes die unendlich weite Gerade wird; dann 
stellen die beiden anderen ein Paar conjugirter Durchmesser dar. 

Wählen wir zwei beliebige Durchmesser s^x', yy', welche sich 
also gegenseitig im Mittelpunkt o schneiden und balbiren, und be- 
trachten wir das der Curve eingeschriebene Viereck xyx'y, so ist 
wegen ic o = o a:', yo=zoy' dieses Viereck ein Parallelogramm, da 
xy II x'y' und xy' \\ x' y sein musa. Der unendlich weite Schnitt- 
punkt d^ von xy mit x'y' und der Schnittpunkt d'^, von wy' mit 
x'y bilden also mit o die Ecken eines sich selbst conjugirten Drei- 
eckes, nämlich dos Diagonaldreieckes des Viereckes xyx'y (Art. 62); 
es sind somit o d^ und o c?'^ zwei conjugirte Durchmesser, von denen 
der erste offenbar parallel ist zu den Seiten xy, x'y' und der zweite 
parallel zu den Seiten xy', j:' y des eingeschriebenen Parallelo- 
gramms. 

Anderseits erkennt man sofort: 

„ TFejwi ein Parallelogramm xyx'y' einem Kegelschnitte eiu- 
'jiibch riehen /i>f, so nind Seins Diagonalen xx', yy' zwei Durchmesser 
und ihr ädinittpunht o ist somit der Mittelpunkt der Ckirve." 

Denn in dem Diagonaldreieck od^d'a,, welches sich selbst 
coiijugirt ist, ist o der Pol der unendlich weiten Gegenseite d^d'a., 
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Cununfunht mit 
■bind&n, mid zu zwei con- 



d. h. ist der MittiilpTinkt der Curve; und iiui üruiid dei' obigen 
Betrachtung kann man hinzusetzen: 

„ Wenn ein Parallelogramm einem Kegelschnitte eingescht-iehen 
so sind seine bdden Seitenpaare parallel zu iswei conjugirten Durch- 
m&ssam." 

Betrachten wh' in dem ParalJelogramni xyx'y' nur d' 
liebigen Durchmesser xx' und den beliebigen Curvenpunlit y, so 
sind yx und yx' zwei Gerade, welche zu zwei conjugirten Doreh- 
naeasern paj-allel sind, d, h. : 

„Die beiden Seimen, welche 
Eitdpv'nkten eines beliebigen Dm- 
jugirten Durchmessern parallel." 

Zwei solche Sehnen haben wir als Suppiementaraeh 
zeichnet. 

Wenn der Punkt y die Curve durchläuft, so beschreiben xy, 
x'y zwei projectivische Strahlenbüachel : „wenn also die Scheitel 
der einen Kegelschnitt erzeugenden StrahlenbüBchel die Endpunkte 
eines Durchmessers sind, so sind je zwei entsprechende Strahlen 
zu zwei conjugirten Durchmessern parallel". 

„Wenn also das eingeschriebene PaTallelogramm insbesondere ein 
Rechteck ist, so werd&n sekie Seiienpaare zu, den beiden Axen der 
Oarve pa/rallel sein." 

In einem Rechtecke sind die Diagonalen gleich laug und gegen 
die Seiten gleich geneigt, und umgekehrt ist ein Parallelogramm 
mit gleiehgeneigten Diagonalen ein Rechteck, d. h. : 

„Gleich lange Durchmesser bilden rnit den Axen der Curve gleiche 
Winkel, und umgekehrt." 

Wenn wir einen Durchmesser xx' festhalten, dagegen den 
anderen yy' um o drehen, so wird sieh das Viereck xyx'y' ver- 
ändern und seine Seitenpaare werden parallel sein zu den einzelnen 
Paaren conjugirter Durchmesser. Ist der Kegelschnitt insbesondere 
ein solcher, für welchen die Involution eonjugii'ter Durchmesser 
eine rechtwinklige ist, so müssen alle die Vierecke xyx'y' Recht- 
ecke sein, so dass alle Durchmesser yy' der Länge nach gleich 
sind dem, festen Durchmesser xx'. Es haben somit alle Durchmesser 
yy' und daher auch alle Halbmesser o y dieselbe Länge; die Curve 
ist ein Kreis: 

„Wenn die Involution conjuglrt&r Durchmesser eüie rechtviiriküge 
ist, so liaben alle PunlUe der Cwrve vom Mittelpunlde dieselbe Ent- 
fevnwngj die Gurve ist ein Kreis." 



y Google 



Die rnrehmessBr und Aieu ia Kegolsohnitte. 173 

Für einen Kreia ist jeder Durchmesser senkrecht zu seinem 
conjugirten; je zwei senkrechte coujugirte Durchmesser stellen ein 
Axenpaar dar, „der KreU besitzt somit unendlich viele Axenpaare" . 

Nach Art. 127 erhalten wir: 

„Die Polare P eines Punktes p he^glicJi eines Kreises K ist 
genkreekt zu dem durch p gehenden Durc/imesser." 

Ist p ein Punkt des Kreises, so hat man : 

„Die Tangente eines Kreises steht senkrecht zu dem durch den 
Bet'ührungspunkt gehenden Uadius." 

Kehrt man den vorletzten Satz um, so hesagt er, dass die vom 
Pole auf die Polare eines Kreises gefeilte Senkrechte durch den 
Mittelpunkt geht, und hieraus folgt sofort: 

„Der Mittelf unkt dnes Kreises ist der Höhenschnittpunkt tnjed&in 
Th-eiecke, welclies bezüglich des Kreises sich selbst eonjugirt ist." 

Es sei pgr ein bezüglich des Kreises K sich selbst conjugirtes 
Dreieck, o sein Höhen Schnittpunkt und Mittelpunkt von K; ferner 
f', q', r' die Schnittpunkte von op mit qr, von oq mit pr und von 
or mit pq. Es sind p und p' zwei auf dem Durchmesser opp' ge- 
legene conjugirte Pole und somit ist, wenn a den Radius des Kreises 
bedeutet, nach Art. 57 op . op' := a"^, ebenso ist oq . oq' = a*, 
or .or' = a'^. Die Punkte p, p' (ebenso q, q' und r, r') müssen so- 
mit auf einer und derselben Seite des Mittelpunktes o gelegen sein, 
und es isc somit der Punkt o bezüglich des Dreieckes pqr ein 
äusserer Punkt und dieses Dreieck daher ein stumpfwinkliges. 

„Durch ein Dreieck pqr ist der Kreis, welchem dasselbe als sich 
selbst conjugirtes Dreieck angeltSrt, vollkommen bestimmt." 

Denn der Höhenpunkt o ist der Mittelpunkt, und den Radius 
a erhält man aus einer der drei letzten Gleichungen. Soll a und 
somit auch der Kreis reell sein, so müssen op, op' gleich gerichtet 
sein, d. h. pqr muss ein stumpfwinkliges Dreieck sein; ist dagegen 
pqr ein spitzwinkliges Dreieck, so wird a und daher auch der 
Kreis imaginär, während sein Mittelpunkt auch in diesem Falle 
reell bleibt. 

132. Bringen wir ii'gend zwei parallele Tangenten zum Durch- 
schnitt mit irgend zwei anderen parallelen Tangenten, so erhalten 
wir ein der Curve umschriebenes Parallelogramm mnm'n' {mn \\m'n', 
mn'jjm'n); dessen Diagonalen mm', nn bilden mit der unendlich 
weiten Geraden das Diagonaldreiseit des von den vier Tangenten 
dargestellten Vierseits und dieses muss nach Art, 62 ein sich selbst 
conjugirtes Dreiseit sein. Es sind somit mm', nn zwei conjugirte 
Durchmesser der Curve: 
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„JJz'e Diagonalen dnes jeden einem Kegehcknüte umgeschriebenen 
ParaUelogi-ammes sind zioei conjugirte Thirchmesser." 

Sollen die beiden Diagonalen Axen der Curvc sein, so rauss 
das Parallelogramm ein Rhombus werden. 

Der letzte Satz liefert eine Lösung der Aufgabe; 

„Ein Kegelschnitt ist durch fünf Tangenten gegeben, man soll 
seinen Mittel/punM und seine Axen eonstrtiiren." 

Nach Art. 49 kann man zu irgend zwei unter den fünf Tan- 
genten die parallelen Tangenten ala durch die unendlich weiten 
Punkte derersteren gehend construii-en, und erhält so ein der Curve 
umschriebenes Parallelogramm, dessen Diagonalen ein Paar con- 
jugirter Durchmesser darstellen und sich im Mittelpunkte der Curve 
durchschneiden. Ersetzt man die eine der beiden ersterwähnten 
Tangenten durch eine der drei übrigen, so wird man ein zweites 
Paar conjugirter Durchmesser erhalten. Die Involution der con- 
jugirte« Durchmesser ist nun durch zwei Paare bestimmt, und man 
wird nach I, Art, 86 das Paar der rechtwinkligen Strahlen der 
Involution aufzusuchen haben, und bat dadurch die beiden Axen 
der Curve gefunden. 

Wäre die Aufgabe zu lösen: 

„Ein Kegelschnitt ist durch fünf Punkte i 
Mittelpunkt vmd seine Axen construiren", so kann i 
Tangenten der fünf Punkte aufsuchen und hat e 
auf die vorhergehende zurückgeführt, oder . 
einen der fünf gegebenen Punkte 1, 2, 3, 4, 5, z. 1 
Parallele zu 2 3 ziehen und nach Art. 30 ihren zweiten Schnitt- 
punkt 1' mit der Curve aufsuchen; die Gerade D, welche die Hal- 
birungspunkte der Strecken 11', 23 verbindet, ist ein Durchmesser. 
Zieht man durch 1 eine Parallele zu 24 und ist 1" ihr zweiter 
Schnittpunkt mit dem Kegelschnitte K, ao ist die Gerade ü,, welche 
die Halbirungspunkte der Strecken 11", 24 verbindet, ebenfalls 
ein Durchmesser. Der Schnittpunkt o von D mit i)| ist der Mittel- 
punkt; die durch o zu 11', 11" parallel gezogenen Geraden D', 
Df' sind die zu D, D, eonjugirten Durchmesser und das recht- 
winklige Strahlenpaar der durch die zwei Paare jD-D', D^D', be- 
stimmten Involution ist das Asenpaar des Kegelschnittes, 

Wäre die Curve eine Parabel, ao hat man etwa durch 1 eine 
Senkrechte zu ö zu ziehen, ihren zweiten Schnittpunkt 1"' mit der 
Curve aufzusuchen; dann ist die durch den Halhirungspunkt von 
1 1'" zu D parallel gezogene Gerade die Hauptaxe der Parabel 
und ihr im Endlichen befindlicher ebenfalls nach dem Pascal'schen 
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Satze construirbare zweite Schnittpunkt mit der Curve ist der Pa- 
rabel seh eitel. 

133. Aus den Sätzen des Art. 63 erhält man sofort: 

„Durch die Ecken 'p, q, r irgend eines bezüglich K sich selbst 
conjugirten Di'eieckes und durch den Mittelpunkt o von K kann 
man eine Hyperbel legen, deren Asymptoten zu irgend einem Paare 
conjugirter Durchmesser parallel sind." 

Oder mit anderen "Worten: 

^Diß Asymptotenpaare der dm-ch den Mittelpunkt o und die Ecken 
f, q, r irgend eines sich seihst conjugirten Dreieckes von K hindv/rcJi- 
gehenden Kegelschnitte sind parallel zu den Paaren conjugirter Durch- 
messer von K. Es sind also insbesondere die Axenrichtungen der dwch 
0, p, q, r gehenden zwei Parabeln identisch mit den . 
tungen vonK, uiid die Asymptoten der durch o,p, q, r 
seifigen Hyperbel sind parallel zu den Axen von K." 

Die durch o, p, q, r hindurchgehenden Kegelschnitte schneiden 
also die unendlich weite Gerade in derselben Involution, welche 
vom Kegelschnitte K auf dieser Geraden bestimmt erscheint. 

Aus Art. 63 folgt ebenso: 

„Die drei Seiten irgend eines dck selbst conjugirten Dreieckes 
und irgend zum conjugtrte Durchmesser sind fünf Tangenten einer und 
derselben Parabel." 

Die sämmtlichen einem sich selbst conjugirten Dreiseit J)3r 
eingesch^iebelien Parabeln bilden eine Kegelschnittreihe (Art. 104) ; 
die aus dem Mittelpunkte o an diese Parabeln gelegten Tangenten- 
paare stellen die Involution conjugirter Durchmesser von K dar. 
Die Asymptoten von K sind die Tangenten der beiden Parabeln, 
welche durch o gehen und dem Dreieck pqr eingeschrieben sind. 

Ein beliebiges Dreieck p qr als sich selbst conjugirt in Bezug 
auf einen Kreis aufgefasst, bestimmt diesen Kreis Ä", wie wir ge- 
sehen haben, vollkommen 5 der Mittelpunkt von K ist der Höhen- 
schnittpunkt des Dreieckes, und da im Kreise alle Paare conjugirter 
Durchmesser rechtwinklig sind, so ergibt sich aus der letzten Be- 
trachtung der Satz: 

„Die aus dem Hölienschnittpuiikt eiiies Dreieckes an irgend, eine 
dem DreietJce eingesdtriebene Parabel gehenden zi.oei Tangenten stehen 
aufeinander senkrecht." 

Oder mit anderen Worten : 

„In jedem einer Parabel umgeschriebenen Dreiecke hat der Höhen- 
schnittpunkt die Eigenschaft^ dass durch ihn zwei zu einander senkrechte 
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Tangenten der Parabel Mndurcligehen,' er gehört somit der Directrix 
dffr Pwrahd an {Art. 80)." 

134. Wir haben schon in Art. 57 gezeigt, dass man das Quadrat 
einer halben Sehne ef in der Form (-^) = ox.ox' sehreiben 

kann, wenn x, x' irgend auf e/ gelegene conjugirte Pole und o der 
zum unendlich weiten Punkte von ef conjugirte Pol, d. i. der 
Schnittpunkt von ef mit dem zu ef conjugirten Durchmesser ist. 
Wird ef ein Durchmesser, so ist o der Mittelpunkt des Kegel- 
schnittes, und wir haben für das Quadrat des Halbdurchmessers 

I ™- 1 den Werth = ox .ox'. Dieses Quadrat ist positiv, wenn o x, 

ox gleichgerichtete Strecken, d. h. wenn x, x' auf derselben Seite 
von gelegene Punkte sind ; dann werden die Endpunkte e, f des 
Durchmessers reell sein, und man wird sie erhalten durch beider- 



seitige Auftragung der Strecke Vox.ox'. Sind dagegen x, x' 
auf verschiedenen Seiten von o gelegen, so ist das Pro du et 
oic.oaf'negativund Voa; . oa;', und daher anch die Endpunkte des 
Durehmessers imaginär, der Durchmesser also ideell. 

Man pflegt jedoch auch in diesem Falle von den Endpunkten 
des ideellen Durchmessers zu sprechen, welche man durch Auf- 
tragen des reellen Werthes V — ox.ox' beiderseits von o erhä lt, 
welche jedoch nicht Punkte der Curve sind. Die Länge 2 V — ox . ox 
wird als die Länge des ideellen Durchmessers bezeichnet. 

„Die Involution conjugirter Pole avf rniem DurtJiwesser hat den 
Ciimenmittelpunkt o zum Centralpwiikte; der DwcJimesser ist ein eigent- 
Heiter oder ein ideeller, je nachdem der Mittelpunlcf ausserhalb oder 
innerhalb der dwcli je zwd conjugirte Pole auf Am begrenzten Strecke 

Ist die Curve eine Parabel, x, x' zwei auf einem Durchmesser 
D gelegene conjugirte Pole, e der im Endlichen gelegene Schnitt- 
punkt von D mit der Curve, während der zweite Schnittpunkt /« 
der unendlich weite Parabelpunkt ist, so ist (xx' ef^) ^ — 1 und 
somit ist e der Halbirangspunkt der Strecke xx': 

„Die von conjugirten Polen begrenzten Strecken eines Paraheldurch- 
messe/rs haben einen gemeinsamen Halbirumgspunlct. Derselbe ist dm' 
im Endlichen gelegene MndpunJct des Paraheldurchmessers." 

Es seien D, D' irgend zwei conjugirte Durchmesser des Kegel- 
schnittes, ihr Schnittpunkt o somit der Mittelpunkt, und T irgend 
eine Tangente, welche die Curve im Punkte ( berühren möge. Die 
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beiden Diireliraessoi- D, D' sctneidon T in zwei Punkten x, y, dei'en 
Polaren man sofort angeben kann; nach Art. 127 wird die Polare 
von X die durch t zu D' parallel gezogene Gerade sein, sie möge 
D in x' schneiden, und die Polare von y ist die durch i zu 2> ge- 
zogene Parallele, welche 2)' in y' schneiden naöge. Bezeichnet man 
nun die Länge des Durchmessers D mit 2a und jene des Durch- 
messers D' mit 2ß, so hat man nach Obigem: 

&''■=: ox . ox' , ^'^ ^ oy . oy (1) 

Der Berührungspunkt ( von T liegt entweder innerhalb oder 
ausserhalb der Strecke xy; im ersten Falle sieht man sofort, dass 
dann auch x' innerhalb der Strecke ox und y' innerhalb der Strecke 
oy liegen muss, so dass sowohl a^ als auch ß^ positiv, d. h. a und 
ß reell sind. Die beiden conjugirten Durchmesser D, D' sind eigent- 
liche Durchmesser und die Curve eine Ellipse : 

„Bei der EUvpse Hegt der Berilht-ungspunkt jede^^ Tang&nte inner- 
haU) der auf der Tangente durch irgend zwei conjuglrte Durchmesser 
bestimmten Strecke." 

Liegt der Berührungspunkt t ausserhalb der Strecke xy, etwa 
auf der Seite von x, so wird, wie man sofort erkennt, x innej'halb 
der Strecke ox' und o innerhalb der Strecke yy' liegen, so dass 
a^ positiv und ß^ negativ, d. h. « reell und ß imaginär wird; die 
Curve ist eine Hyperbel: 

„Bei d&r Hyperbel liegt der Bei-ührungspunkt jeder Tangente 
ausserhalb der auf der Tangente du/rch irgend zwei conjugirte Dwrch- 
messer bestimmten Strecke, %ind zwar auf der Seite des eigentlichen 
Durchmessers." 

Wenn man nun für die Hyperbel mit a die Länge der eigent- 
lichen und mit ß die Länge des ideellen Halbmessers bezeichnet, 
so sind für die Hyperbel die Gleichungen (1) zu ersetzen durch : 

«2 = ose . ox', i^-i ^ — oy . oy' (2) 

135. Es sei t irgend ein fester Punkt einer Ellipse oder Hy- 
perbel K und T seine Tangente; sie ist (Art. 127) parallel zu dem 
Durchmesser, welcher zum Durchmesser o t conjugirt ist. Die Involu- 
tion conjugirtcr Durchmesser bestimmt auf T eine Punktinvolution, 
für welche somit t der Centralpunkt ist ; sind also x, y die Schnitt- 
punkte von Tmit irgend zwei conjugirten Durchmessern D, D', so 
ist das Product tx.ty constant (I, Art, 74). Die durch * zu D',D 
parallel gezogenen Geraden (die Polaren von x, y) schneiden />, D' 
in x', y', und wir haben für die halben Längen *, ß der conjugii-ten 
Durchmesser D, D' die Gleichungen (1), nur hat man im Falle der 
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178 



Hyperbel ß'-' durch — ß^ zu 
Dreiecke ^x oy rv ty' y ^^ ^ 



;r setzen. A 
-.x't folgt, 



der Aelinliühkeit der 
;il cc'/^ oy' , y' t=: ox': 



(3) 



; MuJtiplieation der beide 

_Jyi 



1 Gleichungeu (S) liefert 
xt . ty 



(^) 



ox.oy ox .oy 

Ist nun ^ der Winkel den. die beiden variablen conjugirten 
Durchmesser D, D' einschiiessen, dagegen |i der Winkel, den die 
Tangente T des festen Punktes ( mit dem durcli ihn gehenden 
Durchmesser ot bildet, und i\ der Winkel, welchen D' mit T ein- 
schliesst, so ist in den Dreiecken xoy, toy: 



sin i] oy 



1 Y)' 



folglich ist 



a'^'i = xt .ty . ot'' . sin ^ [a. 
~tx .ty ein conatanter Werth ist, s 



ultiplicirt 



I steht auf 



Erhebt man diese Gleichung zum Quadrat 
dann mit (4), so ergibt sich 
ox .oy . ox' . 
Da nun xt .ty - 

der rechten Seite eine Constante, und da die linke Seite nach (1) 
a'^ß^sin ^4> ist, bo ist auch a^ß^siu^? und folglich auch a ß sin tp 
constant; d. h.: 

„Das Product aus zwei conjugirten Halbviessern in den Sinus 
des von ihnen eingeschlossenen Winkels ist constant." 

Bezeichnen 2«, 26 die Längen der Hanptaxen, so sind a, h 
ebenfalls zwei eonjugirte, überdies aufeinander senkrecht stehende 
Halbmesser, und wir haben somit 

aßsin^ = ra6 (5) 

136. Aus den Gleichungen (3) folgt: 
— , ox .ty 
xy 
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Multiplieirt man dio erste dicBer Gleichungen mit ox und die 
zweite mit oy uiid aiÜdirt, so ergibt sich 

— ^ , — — , ox'.iy + oy^.xt 

ox .ox -\- oy .oy = — -—— __ (^^j 

xy 
Nun ist in den Dreiecken otx, oty. 

03!^ = xt^ + '"^ + 2ici . to . cos |i 
öy^ — 7^^ -f- fo^ — 2(^ .tö.cos }!.:, 
multiplieirt man die erste Gleichung mit ty, die aweite mit xt und 
addirt, so erhält man mit Rücksicht auf (6): 

_ ^_ _ ^ Ty . 'xi (xt •\~ty)-\- t'ö'i- ixt + ty) 

ox . ox' + oy . oy' = — — 

_ _^ _ ^^ 
{xt + ty){to^ + xt^ty), 

und da xt -{- ty ^:= xy ist, so hat man: 

^. ox + 03/ .01/' = (0^ + iC(. tj/. 

Nun ist aber xt . ty -^ — tx . ty ein constanter Werth, so- 
mit ist 

o X . ox' -\- y , oy' ■=: const. 
oder nach (l) respective (2) 

o.''- -i^ ^i = coDst. für die Ellipse, 
a^ — ^* = const. für die Hyperbel. 

Da die Halbaxen a, h derselben Eelation Genüge leisten 
müssen, so ist 

„2_l_^ß2 _ „a.j. j2 (7) 

wobei die oberen Zeichen für die Ellipse, die unteren für die Hy- 
perbel geltent 

„Bei der Elllfse ist die Summe, hd der Hyperbel die Differenz 
der (Quadrate conjugirter Halhdurchmeeser constant, nämlich gleich der 
Summe, respective Differenz der Balhaxenqitadfrate." 

Durchmesser, welche mit den Axen gleiche Winkel bilden, 
sind gleich lang (Art. 131); um die gleich langen conjugirten Durch- 
messer einer Ellipse zu erhalten, hat man in den für die Ellipse 
giltigen Gleichungen «^ + ß^ = «^ -j- 5^, «ß sin ^ = ah, ß =:^ « zu 
setzen, und dies gibt für die Länge der gleich langen conjugirten 
Dui 



md für ilen von ihnen gebildeten Winkel ip: 
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oder a b 

Da gleiche Durchmesser za den Axen gleich geneigt sind, so 

ist -^ der Winkel, doii dio beiden gleichen conjugirten Durehmesser 

mit der Axe, deren Länge 2 a ist, bilden, wenn (f jener von den 
beiden Nebenwinkeln ist, in welchem diese Axe gelegen ist. 

Wenn man also durch die Endpunkte jeder der beiden ElÜpsen- 
axen Parallele zu der anderen Axe zieht, so erhält man ein Recht- 
eck, dessen Diagonalen die Lagen der beiden gleichlangen con- 
jugirten Durchmesser der Ellipse angeben. Die Länge der beiden 
Durchmesser ist gleich der Kathete eines rechtwinkligen Drei- 
eckes, dessen Hypothenuse die halbe Diagonale jenes Rechteckes ist. 

Weil für die Hyperbel a' — ß ' = a^ -^ 6 2, so gibt es in der 
Hyperbel kein Paar endlicher eonjugirter Durchmesser, welche gleich 
lang wären ; jede der beiden Asymptoten stellt zwei conjugirte 
Durchmesser von unendlicher Länge dar, die man also in gewissem 
Sinne als gleichlang betrachten kann. 

„ Wenn in der Hyperbel zum conjugirte Durchmessm- von gleicher 
endliche}' Länge voTkominen, so sind je stpei conjugirte Dwchmesser der 
Hyperbel gleich lang." 

Denn wird einmal ß =^ «, so ist a ^ — ß^ ^ 0, und da a^ — ß ^ 
eonstant ist, so ist immer ß = a, insbesondere ist für eine solche 
Hyperbel auch b = a. 

137. „Das Pi-oduct aus den Abständen eines Cv/rvenjnmktes t 
von den Schnittpunkten x, y sdner Tangente T mit iigend swei con- 
jugirten Durchmessern D, D' ist gleich dem negativen Quadrate des 
Halbdurchmessers ß, welcher conjugirt ist 3« dem nach dem Funlcte t 
gerichteten Halbdurchmesser ot." 

Die durch ( zu D' parallele Gerade ist (siehe oben) die Po- 
lare von x; sie schneidet den zu ot conjugii'ten, d. h. den zu T 
parallelen Durchmesser in einem Punkte x^, dessen Polare daher 
durch X gehen und zu oi parallel sein muss. Ist nun y^ der Schnitt- 
punkt des zu T parallelen Durchmessers mit der durch a: zu o ( 
parallel gezogenen Polare von ^,, so shid x^,y^ zwei auf dem letzt- 
genannten Durchmesser gelegene conjugirte Pole, und das Quadrat 
seiner halben Länge ist somit: 

ß^ — ox^ .oy,. 

Da nun oa:, = — ty, oy, ^=tx ist, so haben wir 
tx.ty = — '^\ 
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Bei der Ellipse liegt t zwischen x, y, somit ist tx . ty negativ 
und ß^ positiv, ß reell; bei der Hyperbel ist t ausserhalb der 
Strecke xy und somit tx . ty positiv, ß imaginär. Wie schon früher 
erwähnt wurde, trägt man jedoch auch in diesem Falle den absoluten 
Werth von ß, cl.i. ytx . ty von o aus beiderseits auf die durch o za T 
gezogene Parallele auf und erhält die Endpunkte des zum Halbmesser 
ot eonjugirten (ideellen) Durchmessers der Hyperbel (Fig. 10), 

Trägt man also auf die Hyperbel tan gente vom Berührungs- 
punkt t beiderseits den zu oi eonjugirten Halbmesser ß auf, so 
erhält man die Doppelpunkte m, m' der Involution, welche die eon- 
jugirten Durchmesser paare auf der Tangente bestimmen ; folglich sind 
om, om' die sich selbst eonjugirten Durchmesser, d. h. die Asymp- 



rig. 10. 




toten (Art. 127), Die durch m,m' zu ot parallelen Geraden treffen 
om', om respective in m\, Wj , so dass jw, m', parallel und gleich 
mit m'm ist; und wenn t' der Schnittpankt von ot mi t m, m\ 
ist, und wenn i,, (', die Schnittpunkte von mm\, w*'™, mit der 
durch zu mm' parallelen Geraden sind, so sind tt', t, *', zwei 
conjugirte Durchmesser, und zwar tt' = 2 a der eigentliche und 
(, f'j =3 2 ^ der ideelle. Da die Asymptoten mm,, m'm'^ die Dia- 
gonalen des Parallel ogrammes mm'niim.'^ sind, so haben wir den 
Satz: 

„Legt man durch die- Endpuvkte eines jeden von zwei eonjugirten 
Durchmessern einer Hyperbel Parallele zrnn, anderen, so erhält man 
ein Parallelogramm, dessen Diagonalen die Asymptoten der Curve sind." 

Hat die Hyperbel ein und somit nach Art. 136 unendlich viele 
Paare gleichlanger conjugirter Durchmesser, so sind diese Parallelo- 
gramme Rhombusse und die Asymptoten aufeinander senkrecht, 
die Hyperbel ist eine gleichseitige. 
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Wean mit a die halbe oigentlichc und mit h dio halbe ideelle 
Axenlänge und mit i}/ der Winkel, den die Asymptoten mit der 
eigentlichen Äxc bilden, bezeichnet wird, so ergibt sich aus dem 

letzten Satze tg <i = — . 

Da ( der Halbirungepunkt von wim' ist, so hat man wieder 
den Satz des Art. 26. 

Aus der Un Veränderlichkeit des Productes aß sin <p (Art. 135) 
folgt die IJnveränderlichkeit des Flächeninhaltes des oben erwähnten 
Parallelogramms und somit auch die ünveränderlichkeit des Flächen- 
inhaltes des Dreieckes niom', so dass man wieder zu der Relation 
om . om' = const. des Art, 26 gelangt. 

Da om' = om\ , so ist auch om.o'm\ = const.; es wird so- 
mit, während mm' als Tangente unserer Hyperbel fortgleitet, auch 
mm'i eine Hyperbel umhüllen, weiche auch als Ort der Endpunkte 
*i,('i des zu ((' conjugirten Durchmessers auftritt. Die beiden Hy- 
perbeln, welche gemeinsame Asymptoten und alle Paare conjugirter 
Durchmesser gemeinsam haben (der eine Durehmessers eines jeden 
Paares ist ein cigentUcher Durchmesser für die eine vind ein ideeller 
für die andere Hyperbel), werden als zwei conjugirte (corapio- 
meutäre) Hyperbeln bezeichnet. 

Die Halbirungslinien X, Y der Winkel der Asymptoten om, 
om' sind (Art. 128) die Axeo der Hyperbel; wenn x, y die Schnitt- 
punkte von mm' mit diesen Halbirungslinien und x', y' die Fuss- 
punkte der von t auf dieselben gefällten Senkrechten sind, so hat 
man nach Art. 134 für die Quadrate der halben Axenlängen a, h 
die Gleichungen a^ = ox.ox', 6^=: — oy.oy', wobei a die reelle 
und b die ideelle Halbaxe ist, wenn x, a>' auf jener der beiden 
Äsen gelegen sind, die mit ( demselben von den Asymptoten ge- 
bildeten Scheitel winkelpaar angehört, 

Construirt man also die mittleren geometrischen Proportionalen 
yox.ox't roy.y'o, so hat man die Längen der Halbaxen, wo- 
durch die Aufgabe gelöst erscheint: 

„Von einer Hyperbel sind zwei conjugirte Durchmßsser tt', (, ('[ 
ihrer Länge und Lage nach gegeben, man soll die Lagen und Lungen 
der beiden Havptaxen avfsuahen." 

138, Es seien X, Y die Axen einer Ellipse oder Hyperbel. 
Die Normale des Curvenpunktes ( schneidet die beiden Axen X, 
Y in den Punkten 5, v; (s. Fig. 10 für die Hyperbel, und Fig. 11 
für die Ellipse), und es folgt aus dei' Aehnlichkeit der recht- 
winkligen Dreiecke Axoy <^ ^r^o^ r^ Atw'^ c^ Ar,y't und mit 
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Rücksicht auf die Gleichheiten y't = ox', 
Rücksicht auf die Vorzeichen der Strecken : 



y 1} 



oy 



Gleichungen 



-h^ 



Rücksicht s.\ 

3;/' foigt: 

ox.x'^~-^b'^, o.v , j'ij = — «'^ (8) 

Ferner folgt aus der Aehnlichkeit der heiden letztgenannten 
ecke mit Rücksieht auf das Vorzeichen der Strecken: 



x-% 



h'i 



Die oberen Zeichen 
gelten für die Ellipse, die 
unteren für die Hyperbel: 

„Das Vm-hältniss der 
zwischen ewmOwrvetipwtikt 
utid den beiden Hawptaxen 
en^dteiie,n Abschnitte der 
Normale ist constatit, und 
zwar gleich dem umgekehr- 
ten Verhältnisse der Qua- 
drate der Halbaxen. 

Bei der Ellipse sind 

(|, (v; gleich gerichtet, bei 
der Hyperbel cntgegen- 




der AehnHchkeit der rechtwinklig! 



Dreiecke Aic(^, 

mit Rücksicht auf die Vorzeichen der 

Scheitel eines rechten Winkels 



A ■(]()/ folgt — - ^ — odei 

tk ty 

Strecken, wenn man bemerkt, dass di 
t in Bezug auf eine der beiden Strecken xy, ^i], welche die Schenkel 
eines anderen rechten Winkels auf den Schenkeln von ( bestimmen, 
ein äusaerer, und in Bezug auf die andere ein innerer Punkt sein 
muas, t^.ffj ^ — tw.ty\ da x , y die Schnittpunkte der Tangente 
von t mit den zwei (zu einander senkrechten) conjugirten Durch- 
messern X, Y sind, so ist ( a; . ( 1/ ^ — ß ^ (Art. 137), wenn ß der zu 
Qt conjugii'te Halbdurchmesser ist. Es ist somit t^.t-i\ = ß^, d. h.: 
„Das Produd der zwischen einem Curvenpunkte nnd den beiden 
Hauptaxen enthcdtenm Äbsdmitte der Normale ist 
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des Halbmessers, welcher zw devi nach jenem Curoenpunkte gei-icbtaten 
Halbmesser conjxigirt ist." 
Es ist nach (8): 



somit diircli Addition: 

odor, da ox' -\- x'S, = o% ist: 

Und da oy . ori = ^ ox . 0^, so ist 

oy.o-(\ = — («■äq:: &i). 

Nun sind x, % die zwei Punkte, welche dio Tangente und Nor- 
male des Curvenpunktes t auf der Axe X bestimmen, und ebenso 
sind y, i\ die Schnittpunkte der Axe Y mit der Tangente und Nor- 
male von t. Wir haben also den Satz : 

„Die Ihtfemungen des MittelpunlUes o von den Sdmiüpiütkten 
der Tangente tmd Normale irgend eines Punktes der Curve mit einer 
Hawptaxe hohen mi constanles Product; und zwar ist sein Werth bei 
der Ellipse: ±(«2 — J^) ui,a bei der Hyperbel ± («^ + b'^), wo- 
bei die oberen Zeichen für die Hauptaxe und die unteren Zeichen 
für die Nebenaxe gelten. 

Wir können also mit Rücksicht auf I, Art. 74 sagen : 

„Die Tangenten und Normalen der einzelnen Punkte einer Ellipse 
oder Hyperbel schneiden jede Hauptaxe in Punktepaaren einer Involu- 
tion, loeldte den Curvenmittelpuiikt zum Centralpunki hat." 

139. Wir wollen uns nun mit der Lösung des in Art. J37 be- 
handelten Problemes für die Ellipse beschäftigen. 

Aufgabe: „Von einer Ellipse sind zwei conjugirte Durchmesser 
tt' =2'X, tit\ =^ 2^ iArer Länge und Lage nadi gegeben [Wig. 11), 
man soll die Lagen und Längen der beiden Hauptaxen aufsuchen." 

Die durch t, t' zu iji,' und die durch t^,t^' au tt' Parallelen 
bilden ein der Ellipse umschriebenes Parallelogramm, dessen Dia- 
gonalen nach Art. 132 zwei neue conjugirte Durchmesaerlagen dar- 
stellen. Sind also n, n' die auf der durch t gehenden Seite dieses 
Parallelogramms gelegenen Ecken, also nt ^ tn' =^ ^, so sind n, n' 
zwei, ein Paar jener Involution bildende Punkte, welche die Invo- 
lution eonjugirter Durchmesser auf der Tangente nn' von t be- 
stimmt. Da t der Centralpunkt dieser Involution ist, so müssen alle 
Kreise, welche man durch die einzelnen Punktepaare und irgend 
einen Punkt q logt, durch einen zweiten mit g und i in gerader 
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Linie liegenden Punkt g' hindurchgehen (I, Art, 82); wenn man 
also in t auf nn' eine Senkrechte errichtet, und dieselbe mit dorn 
über nn als Durchmesser beschriebenen Kreise in q, q' schneidet, 
(qt = tq := ni = in' = ßj, so wird jedes Punktepaar jener Involu- 
tion mit q und q' in einem Kreise liegen; die Mittelpunkte dieser 
Kreise liegen somit auf nn' und diese Kreise sind folglich über den 
durch die Pnnktepaare jener Involution begrenzten Strecken als 
Durchmesser beschrieben (vergl. I, Art. 83). Legt man durch q, 5' 
und den Mittelpunkt der Ellipse einen Kreis, so trifft er nn in 
zwei Punkten x, y, welche ebenfalls ein Paar der Involution bilden, 
und da ^xoy = 90° und ox oder X und oy oder Y zwei con- 
jugirte Durchmesser sein müssen, so sind X und Y die beiden 
Hauptaxeu der Ellipse. Weil xy auf 35' senkrecht steht, so sind 
die Bögen xq, xq' und daher auch die über ihnen stehenden Peri- 
pheriewinkel ^qox, ^q'ox einander gleich, d.h. X halbirt den 
Winkel qoq' und ebenso halbirt Y den zugehörigen Neben- 
winkel. 

Die Construction der Axenlagen einer Ellipse kann also fol- 
gendermassen durchgeführt werden: 

„Man ftllle von t auf den conjugirten Durchmesser (^^i' eine 
Senkrechte und trage auf dieselbe von ( aus beiderseits die halbe 
Länge jenes conjugirten Durchmessers auf; dies gibt zwei Punkte 
q, q' und die Halb irungss trab len der von oq und 05' gebildeten 
Winkel sind die Hauptaxen der Ellipse." 

Die durch ( zu oy Parallele möge ox in x', oq in A, oq' in 
A', und die durch t zu ox Parallele möge oy in y', oq in B und 
01^' in B' schneiden; da ox and oy die Halbirungsstrahlen der 
Winkel qoq' sind und da ÄA' J_ ox, BB' J. oy, so sind die Drei- 
ecke AoA' , BoB' gleichschenklig, d. h. oA = oA', oB = oB', 
und zieht man durch ( Parallele zu oq', oq respective, welche oq, 
oq' in m,vt' schneiden mögen, so sind auch die Dreiecke tmA, 
tmB, tm'A', tm' B' gleichschenklig, d. h. wTä = ml = m B, 
m'A' = m't ^ m B', so dasa ra der Halbirungspunkt von AB und m' 
jener von A' B' ist. Da nun qt = tq' und tm\\oq', respective 
(m' II 05 ist, so ist m auch der Halbirungspunkt von oq, respective 
m' jener von oq'. Es ist also AB = %.mt = 2 om' = oq', 
Ä/W ^ 2m''i = 2^ ='^. 

Sind nun 2 a, 2 & die Längen der beiden Hauptaxen X, Y, so 
ist nach Art. 134: 
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Mao könnte also a, h als mittlere geometrischu Proportionalen 
nach diesen Gleichungen construiren ; die folgende Ueberlegung 
zeigt jedoch, daas wir die Strecken a, b bereits in der Fig. 11 be- 
sitzen. 

Da die Winkel ^tpq, ^x'oA als Peripheriewinkel über 
demselben Bogen (arc xq) gleich gross sind, so sind die beiden recht- 
winkligen Dreiecke ^x'oA, ^tyq ähnlich, und wir haben: 

oA yq' 

und aus der Aehnlichkeit der rechtwinkligen Dreiecke Axoy, 
A ty'ij und~ weil ox' ^=: y't, fo!gt: 



somit durch Jluitipllcation : 

ox ^ _ix_ 

oA yq 

Multiplicirt man diese Gleichung mit dei" vorvorh ergehen den, 

so ergibt sich: -— — , — — ■ 

ox.ox ^ yx.yt 

^^' _ ii^ ' 

aber aus dem rechtwinkligen Dreieck Ayqx h]gi y q'^ =^ y x . y f., 

somit ist ■ = 1 oder oA'^^^ox.ox', d. h. oA^a. 

oA^ 
Ebenso ergibt sich aus der Gleichheit der über demselben 
Bogen (are yq) stehenden Periphe riß wink el ^i^q = ^y' oB die 
Aehnlichkeit der rechtwinkligen Dreiecke: ^y' oB c^ Atxq und 

oB _ ^' 

da Axoyi^^xx't und As, oy' = x't, so folgt: 

oy^ ^ xy 

^ ^(' 

und durch Multiplication: 

oß X q 

Wenn man diese Gleichung mit der vorvorhergehenden multi- 
plicirt, so erhält man 

oy ■ oy ' _ ^-y ■ «* 



yGoosle 



and Axen der Kegel^chnlt 



oder mit Küoksicht darauf, 
erhalten wir "^ " ^ 



1, d. h. 



ans A xqp folgt: xy . xt = x( 
oy . oy' =^ oB'^ oder oB ^ b. 



Es sind also die Längen oÄ =^ oA', oB = oB' die Halbaxen- 
längen a, b der Ellipse; ferner ist somit ^S = a — b, A' B' = a -^ b, 
und da öj = 3 . oni = 2 . m/t = 2 . m/W — A'B', öq' = 2 . öwT' = 
2 . m(= 3 .viA = AB ist, so ist also oq=: a-\-b, oq =: a — b. 

Aus Dreieck otq folgt, wenn man mit f den von den con- 
jugirten Durclimeasern tt', t^t^' gebildeten Winkel bezeichnet, und 
mit Rttcksicht darauf, dasa oj = a + b, (o =:: a, tq^^ fq' = ^ ist: 
(« + J)2 = ai + es-3aß_co8(90 + ?) =a^ + ^^ + 2a?> sin <?, 
und ebenso aus A otq, da oq' = a — h ist: 
(-«—&J'i=z «24-^3— Saß cos (9o — ?) = a2 + ß2_2«p. sin ?. 

Durch Addition ergibt sich wieder: 

fl2 + 62 = «2 4-ß'' 

was in die Gleichung für (a -|- &) ^ eingesetzt, die Relation 

ab = aß . sin 9 
wiedergibt (Art. 135, 136). 

140. Da oA = oA' = a, oB ~ B' = b ist, so besehreiben, 
wenn ( die Ellipse durchläuft, die Punkte A, A' einen mit der 
Ellipse concentrischen Kreis K,^ mit dem Radius a, und B, B' be- 
schreiben einen concentriscben Kreis .Ä!";, mit dem Radius S; die Ge- 
raden tA, tB (und f A', tB') eißd parallel zu den beiden Axen Y, X 
der Ellipse, woraus eine einfache Constraction der Ellipse aus ihren 
Axen X, Y und den Axenlängen 3a, 26 folgt: 

Man beschreibe die beiden Kreise K^, Kj., welche den Mittel- 
punkt der Ellipse (d.h. den Schnittpunkt von X, Y) zum Mittelpunkte 
und die Axenlängen 2«, 2b zu Darchmessern haben. Schneidet nun 
irgend ein durch o gehender Strahl K„ in A und K (, in £, so ziehe 
man durch A eine Parallele zur Axe Y und durch B eine Parallele 
zur Axe X; die beiden so erhaltenen Geraden schneiden sich in 
einem Punkte t der Ellipse. 

Da a, b die Ilalbaxenlängen sind, so schneidet der Kreis K„ 
die Axe X in den zwei Punkten, in denen die Ellipse dieser Axe 
begegnet (Haupts cheitel), und Kj, schneidet die Axe Y in den beiden 
Neben scheiteln der Ellipse (wobei a ;> 6 vorausgesetzt wird). 

Nennt man 'Jj den Winkel, den jener die Punkte A, B enthal- 
tende Strahl mit der Z-Äxe bildet, so hat man für die rechtwinkligen 
Coordinatenotc', oy' des Punktes t aus den rechtwinkligen Dreieeken 
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x A, Oll' B die Roliitioncn -^ :== cos d, -'i- =^ sin d», und wenn man 

quadrirt und addii't erhält man die Ellipscngleichuiig -j — -'- = 1. 

141. Da oq=z a -\- bj 0(1 =a- — S, so bewegen sich die Punkte 
q, q, wenn t die Ellipse dm-chiäuft, auf zwei mit der Ellipse eon- 
ccutrischen Kreisen Ka + i, ^a — b, deren Radien n + ö, a — h 
respective sind; nun ist tq = (g' ^ ß und q^q' die Normale der 
Ellipse im Punkte *. 

„Wenn man also von jedem Säipsenpunkte t aiis auf dessen Nor- 
male beiderseits den Halhtnessm' ß aufträgt, loelcher conjugirt ist zu 
dem nach t gertchtete^i Halbmesser a, so erkäU man zwei Punkte q, q, 
Don denen der eine dem Kreise K^ + j und der andere dem Kreise 
Ka — T, angehört." 

Zugleich erhält man eine Normalen- und Tangenteticonstruction 
in den Ellipsenpunkten t, welcher nach dem Vorgange des letzton 
Artikels mittelst der Kreise K^, K,, construirfc erscheint. Man hat 
nur den Strahl AB zum Durchschnitt q mit dem Kreise A'o + ^ zu 
bringen (wenn A, B auf derselben Seite von o liegen, dagegen in 
5' mit K a — b, wenn sie durch o getrennt erscheinen), so ist die 
Gerade qt (respective g'( die Normale der Ellipse im Punkte t, 
und die zu ihr in t errichtete Senkrechte nn' ist die Ellipsen- 
tangente. 

142. Aus der in Art. 140 entwickelten EUipsenconstruction folgt 
die nachstehende Erzeugung der Curve: 

„Wenn sidi eine Strecke von constanter Länge so bewegt, dass 
ihre Endpunkte M, N auf den Schenkeln X, Y eines festen rechten 
Winkels hingleiten, so beschreibt jeder Punkt der Strecke oder ihrer 
Verlängerung eine Ellipse. Die Schenkel des festen reckten Winkels 
sind die Axen, und die Entfernungen des beweglichen Punktes von den 
Endp^mkten der Strecke sind die Halbaxenlängen der Ellipse." 

Es sei Pig. 12 der Scheitel, X, Y die Schenkel des festen 
rechten Winkels, MN die Strecke von unveränderlicher Länge, 
welche zwischen seinen Schenkeln hingleitet, und t ein auf der 
Strecke fester, jedoch mit ihr hingleitender Punkt. Die constanten 
Längen Nt, Mt seien a, b, so dase MN = a -\- b ist, wenn t 
zwischen M und iV liegt, dagegen 'MN = a — b, wenn ( auf der 
Verlängerung von MN gelegen ist. Zieht man durch M und N 
Senkrechte zu X, respective Y, welche sich in q schneiden mögen, 
so ist in dem Rechtecke oMqN oq = MN = a + h (oder =0 — b, 
wenn t nicht zwischen M, N liegt). 
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Die durch t zu den Ueradou Y, X Parallelen schneiden die 
Diagonale oq in den Punkten Ä, B, und da oÄ := Nt = a, oB =: 
Mt =: b ist, so beschreiben die Punkte J, B zwei Kreise Ka, Kj, 
mit dem Mittelpunkte r> und den Halbmeseern a, h, während g 
einen Kreis mit dem Mittelpunkte o und dem Radius a -\-h {respec- 
ttve a — V) beschreibt. Aus der in Art. 140 entwickelten Eilipsen- 
construction erkennt raan sofort, dass t eine Ellipse beschreibt, 
welche X, Y zu Hauptaxen besitzt, und zwar ist a die Länge der 
Halbaxe auf .X' und Z> jene der Halbaxe auf Y. Ausserdem ist nach 
jenen Betrachtungen q^i die Normale der Ellipse im Punkte ( und 
somit die in ( auf q t errichtete Senkrechte die Tangente der Ellipse 
in (. Ucberdies ist tq^ die Länge des zu ot conjugivten Haibmessers. 

Anmerkung. Den letzten Satz kann man folgen der maasen all- 
gemeiner aussprechen: 

„W&nn eine Ebene so in sich seihst hingleitet, dass zwei ilirer 
Punkte auf festen. Geraden fortrücken, 
Ebene eine Ellipse, welche den Sehnifi- 
f unkt jener festen Geraden sum Mittel- 
punkte hat." 

Wir denken uns die Ebene 
doppelt, einmal als untere feste und 
dann als obere bewegliche; zwei 
Punkte M, N der oberen sollen sich 
längs zwei in der unteren Ebene 
gelegenen, in o sich schneidenden 
Geraden X, Z fortbewegen (Fig. 13). 
Die Bewegung der oberen Ebene 
wird somit auch erhalten, wenn wir 
die mit ihr fest verbundene unver- 
änderliche Strecke MN zwischen den Schenkein des festen in der 
unteren Ebene gelegenen Winkels XY hingleiten lassen. 

Der dem Dreieck Mo N nmscbriebene Kreis bleibt seiner 
G-rösse nach unveränderlich, da man für seinen Radius den con- 
MN 
2. sin Z 7 ^ 
als auch der Winkel XY unveränderlich ist. 

Denkt man sich diesen Kreis in der oberen Ebene, so wird 
er, während sich seine Punkte M, N auf X, Y fortbewegen, selbst 
durch hindurchgleiten. Aber jeder andere Punkt dieses Kreises, 
z. B. M', wird eine durch o gehende Gerade beschreiben^ da aus 
der IJn Veränderlichkeit der Bogenlänge MM' auch die Unveränder- 




a tan ton Werth : 



■^ erhält, und sowohl die Länge MN 
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190 Acbta Kapitel. 

lichkeit des Winkels MoM', also die feste Ljigc der G-eraden X', 
welche M' mit o vorbindet, folgt. Man bann somit dieselbe Be- 
wegung der oberen Ebene hervorbringen, wenn man die End- 
punkte irgend einer Sehne M' N' des Kreises K auf ihren Verbin- 
dungsgeraden X', Y' mit hingleiten lässt. 

Betrachtet naan in der oberen Ebene einen beliebigen Punkt ( 
und ist Mj N^ der durch t gehende Durchmesser von K, so kann 
die Bewegung der oberen Ebene efFectuirt werden, wenn man die 
Strecke M^ N, zwischen den Schenkeln des festen rechten Winkeis 
My A\ (oder X, F,) hingleiten läsat. Es besehreibt also t eine Ellipse 
mit den Hauptaxen Z, , F^ und den Halb axen längen tM^, tN^. 

AVenn der Punkt ( innerhalb des Kreises K liegt, so ist 
If^t + tN^ = 2r; Hegt t ausserhalb, so ist M^ — N]l- = 2»-. 

Es beschreiben somit alle innerhalb K 

(° gelegenen Punkte der oberen Ebene Ellipsen, 

r .M-~-^k deren Halbaxen die constante Summe 2 r, und 

'\ ' y^[J\ ^\\vß^ ^^^^ Punkte, welche ausserhalb K liegen, be- 

■u/i / \~^?1 schreiben Ellipsen, deren Halbaxen die con- 

t\lT P/v^-^'t'" '' stante Differenz 2r besitzen. Jeder Punkt der 

Wg^""' \/ s Kreisperipherie K beschreibt eine durch o ge- 

■^—^-^'^ hende Gerade von der Länge 2i'. 

143. „Die Enffemungen der Ber'ührwngapunkte f, t' zwei fester 

parallelen Tangenten 2] T' einer Ellipse oder Hyperbel von den Schnitt- 

putikten Xj x' der Tangenten mit einer variablen Tangente X haben ein 

coiistantea Brodact; dasselbe ist gleich dem Quadrate des zu tt' con- 

jugirten Halbmessers." 

Denn die variable Tangente X bestimmt auf den festen Tan- 
genten T, T' einander entsprechende Punkte x, x' projectivischer 
Punktreihen, für welche (, t', als dem unendlich weiten Schnittpunkte 
von T, T' entsprechend, die Gegenpunkte sind; es ist also nach 
I, Art. 44 tx .ix ^ const. 

Zu dem Durchmesser 2a= *(' lässt sich an die Curve eine 
parallele Tangente legen, wenn die Curve eine Ellipse ist; für diese 
Tangente ist jedoch tx =; tx' =^ ß, wenn 2ß die Länge des zu tt' 
conjugirten Durchmessers ist. 

Wir haben somit für die Ellipse iic.(ic' = ß^. Die beiden 
Strecken tx.tx' sind daher immer gleich gerichtet, da ihr Product 
positiv ist; es muss also X den Durchmesser ((' in einem äusseren 
Punkte schneiden. Für die Hyperbel ist der zu tt' conjugirte Durch- 
messer 2 ß ideell, und es muss somit tx .tx' = — ß 2 gesetzt werden; 
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die Stvecken tx, tx' eind entgegengesetzt gerichtet, so divsa also eine 
Hyperbeltangente jeden Durclimesser in einem inneren Punkte trifft. 

An die Ellipse lassen sich zu jeder Geraden zwei reelle 
parallele Tangenten legen ; man wird aleo auch zwei zn T und T' 
senkrechte Tangenten der Ellipse erhalten. Es seien x, x' die Schnitt- 
punkte einer dieser beiden Tangenten mit T und T' und o sei der 
Halbirungspunkt von ((', d, h, der Mittelpunkt der Ciirve. Im Drei- 
ecke otx ist nun ox^ = ot^'^ + tx'^ ~~ 2 ot .tas ,eoa otx; aber es 
ist 2 oi . cos otx =: tt' . cos otx = tx — t' x' , somit ox'^ ^ ot^ -\- 
(se.t'a:' = a2-t-ß^=:a^+&^. Es hat somit der Schnittpunkt x 
der Tangente T mit einer zu ihr senkrechten Tangente xx' vom 
Mittelpunkte o die constante Entfernung V a * + ^ ''■ 

„Der Ort der Scknitt^unlde rechtwinkliger Tangenten der Ellipse 
ist ein mit der .Ellipse concentrischer Kreis K fa' + 6', dessen Ra- 
dius den Wevth Va^-]-^^ besitzt." 

Ist die Curve eine Hyperbel, so werden sich senkrecht zu 
r, T' an sie reelle Tangenten legen lassen, wenn der zu T, T' 
senkrechte Durchmesser ein ideeller Durchmesser ist (Art. 127).. 

Dies kann aber nur dann geschehen, wenn das Dreieck, 
welches von den Asymptoten und der Tangente T gebildet wird, 
bei einen spitzen Winkel besitzt, denn wäre der Winkel stumpf, 
so wird die von o auf T gefällte Senkrechte durch das Innere des 
Dreieckes gehen und somit in demselben Seh eitel winke! paar der 
Asymptoten liegen wie die Hyperbel, d. h. ein eigentlicher Durch- 
messer sein, 

„Es gibt also Paare zu einandur senkrechter Tangenten einer Hy- 
perbel nw dann, wenn das die Hyperbel enthaltende Scheiielwinkelpaar 
der Asymptoten spitz ist." 

Eine solche Hyperbel kann man als eine „spitze Hyperbel" 
bezeichnen, im Gegensatze zur „stumpfen Hyperbel" für welche 
das sie enthaltende Seh eitel winkelpaar der Asymptoten aus stumpfen 
Winkeln besteht. Den Uebergang zwischen stumpfen und spitzen 
Hyperbeln bilden die „rechtwinkligen" oder „gleichseitigen" 
Hyperbeln (Art. 137), Nach Art. 136 wird für eine spitze Hyperbel 
&<;«, für eine stumpfe h'y> a sein, wenn o, die eigentliche und b 
die ideelle Halbaxenlänge ist. 

Für eine spitze Hyperbel gilt dieselbe Betrachtung wie für 
die Ellipse, und, man erhält, wenn x der Schnittpunkt der zh 
einander senkrechten Tangenten T wnd xx' ist, so wie dort 
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ox'' = ot'^ -\- tx . tx', und. da t.x . tx' =: — ß'^ ist, so haben wir oa;* 

= a2_ß2 = «2 _ Ö2; 

„Der Ch't der Schnittpunkte rechtmnkUger Tangenten ist ein mit 
der Hyperbel ooncentriscJter Kreis K j^a'~-b'', dessen Radiitsy a'' — b^ 
ist; diesem- Kreis ist reell, icenn a > 6 (spitze Hyperbel), er wird ima- 
ginär, wenn a<Z.i ist (stumpfe Hyperbel) und er schrumpft auf den 
Hyperhehnitielpunkt zusammen, wenn a = b ist (gleichseitige Hyperbel)." 

Anmerkung: Wenu auch bei der spitzen Hyperbel zu ein- 
ander senkrechte Tangenten vorkommen, so hat doch nicht jede 
Tangente eine zu ihr senkrechte reelle Tangente ; aus dem Obigen 
geht hervor, dass die zu den Asymptoten einer spitzen Hyperbel 
senkrechten Tangenten die Grenzlagen bilden zwischen Tangenten 
mit reellen und Tangenten mit imaginären zu ihnen senkrechten 
Tangenten. 

144. „Die aus dem Mittelpunkte o an den irgend einem, sich selbst 
conjugirten Dreiecke pqr umschriebenen Kr&is gelegten Tangenten haben 
die constante Länge y a^ -}- b'^ bei der Hyperbel, und y a^ —b'^bet der 
Ellipse; mit anderen Worten: der irgend einem sich selbst conjugirten 
Dreieclce pqr umschriebene Kreis dv/rchschneidet jenen Krds, welcher 
die Schnittpunkte zueinander senkrechter Tangenten enthält, rechtwinklig." 

Der zu op conjugirte Durchmesser muss, weil qr die Polare 
von jj ist, parallel zu qr sein; er werde von pg in m und von der 
durch r zu op parallelen Geraden in m' geschnitten. Da die Polare 
von m durch r gehen und zu op P^i'^Hel sein muss, so ist sie die 
Gerade rm', und somit sind m, m' zwei conjugirte Pole und folglich 
ist om.om' = ß*, wenn ß den Halbmesser bedeutet, dessen Rich- 
tung mit om zusammenfällt, Ist ferner p' der Schnittpunkt von op 
mit qr^ so sind p,p' zwei conjugirte Pole und daher op .op' ^= a'^, 
wenn a den zu ß conjugirten (in die Richtung von op fallenden) 
Halbdurchmeseer bedeutet. 

Aus der Aehnlichkeit der Dreiecke A mop <^ ö. qp'p folgt: 



und da: 



op pp 



so erhält maa durch Multiplication : 

oni.om' ^ qp- .fr 
op pp' 

Wird nun dorn Dreieck pqr ein Kreis Ä umschrieben und ist 
p" der aweite Schnittpunkt desselben mit opi, so ist q'p' .p'r = 
pp' .p'p" , somit : 
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und ("olglich: 

om-om + op.op' = of,op" 
oder: 

a^ + ß ^ = op . öp" ; 
da aber of.of" das Quadrat der Länge der von o an Ä" gelegten 
Tangente und a^ -j- ^2 _ a^-f^JMst, so erscheint der Satz be- 
wiesen, (Bei der Hyperbel tritt — ß^ an Stelle von ß^; bezüglich 
der Parabel vergleiche weiter unten Art. 162.) 



Neuntes Kapitel. 
Die Brennpunkte der Kegelschnitte. 

145, In jedem Punkte achneiden sich zwei bezüglich eines 
Kegelschnittes eoujugirte, zu einander senkrecht stehende Strahlen 
(Art. 58); gibt es für einen Punkt zwei solche durch ihn gehende 
Paare conjugirter, zu einander senkrechter Strahlen, so gibt es deren 
unendlich viele (Art. 59), so zwar, dass zu jedem durch ihn ge- 
zogenen Strahle der zu diesem senkrechte Strahl conjugirt ist. Die 
durch einen solchen Punkt an die Curvc gehenden Tangenten sind 
imaginär und verbinden den Punkt mit den beiden imaginären 
unendlich weiten Kr eisp linkten. Wir haben schon in Art. 59 solche 
Punkte als Brennpunkte bezeichnet, und können aus der letzten 
Eigenschaft schliessen, dass ein Kegelschnitt auf jeder Hauptase 
ein Brennpunkte paar besitzt, dass jedoch nur eines der beiden Paare 
reell sein könne. Wenn wir nämlich unabhängig von den eben 
erwähnten früheren Betrachtungen zur Aufsuchung der Brenn- 
punkte schreiten, und sie als solche Punkte definiren, an denen der 
Kegelschnitt rechtwinklige Involutionen conjugirter Strahlen bestimmt, 
so folgt aus der Definition zunächst: 

,,DU Brennpunkte liegen auf den Hauptaxen." 

Denn, ist o der Mittelpunkt und / ein Brennpunkt, so ist die 
zu of conjugirte und durch / gehende Gerade die durch / zu of 
gezogene Senkrechte; nun ist of ein Durchmesser und of eine zu 
ihm conjugirte und senkrechte Sehne, daher ist (Art. 128) of eine 
Hauptaxe, 

Weyr, üeometrie. H.Heft, 13 
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Für jeden Punkt einer llauptaxe kann man sofort das Paar 
senkrechter conjugirter Strahlen angeben, welches ihn zum Selmitt- 
punkte hat; es ist die Hanptaxe und die durch den Punkt zur 
Hauptaxe gezogene Senkrechte. Wenn wir also auf einer Hauptaxo 
einen Punkt / so finden, dass durch ihn noch irgend ein zweites 
solches Paar senkrechter conjugirter Strahlen hindurchgeht, so wird 
/ ein Brennpunkt sein. 

Wir werden daher naturgemäss jene Punktepaare cc, x' be- 
trachten, welche die verschiedenen Paare conjugirter zu einander 
senkrechter Strahlen auf einer Hauptaxo bestimmen; wenn es 
geschieht, dasa x mit sc in einem Punkte zusammenfallt, so wird 
dies ein Brennpunkt sein. 

Es seien 8, 8' zwei zu einander senkrechte conjugirte Strahlen, 
welche eine der Hauptaxen in x, x' sehneiden mögen; der Pol s 
von B liegt auf S' und die Polare von a; musa durch s hindurch- 
gehen, und da x der Hauptaxe angehört, so wird seine Polare die 
von 8 auf die Hauptaxe gefällte Senkrechte sein. Ihr Fusspunkt 
sei li und ihr Schnittpunkt mit B sei s"; s, s" sind zwei conjugirte 
Pole. Da s" der Höhenschnitt im Dreiecke xsx' ist, so haben wir 
(ohne Rücksicht auf die Vorzeichen) hx.kx' ^= ks.ks". 

Hält man x fest, während S um x rotirt, so wird auch die 
durch h gehende, zur Hauptaxe senkrechte Polare von x fest bleiben, 
während auf ihr die Punkte s und s" die Involution conjugirter 
Pole beschreiben; da nun diese Involution nach Art. 127 h zum 
Centralpunkt hat, so ist hs.hs" = constant, folglich auch hx.hx' 
^ constant, und da hx constant ist, so ist auch hx' constant, d. h. 
x' ist ein fester Punkt: 

„ Wenn sich eine Gerade S um einen festen, in einer Hawptaxe 
gelegenen Punkt dreht, so dreht sieh die zu ihr conjugirte und auf ihr 
senkrecht siehende Gerade S' ebenfalls um einen festen, derselben Haupt- 
axe angehSrigen Punkt." 

Es entspricht in dieser Art jedem Punkte x einer Hauptaxe 
ein durch ihn vollkommen bestimmter Punkt x' derselben Haupt- 
axe ; je zwei durch diese Punkte gehenden zu einander senkrechten 
Strahlen sind conjngirt in Bezug auf den Kegelschnitt. Schon aus 
der eindeutigen und vertauschnngs fähigen Beziehung zwischen x 
und x' kann man den Schiuss ziehen, dass alle die Punktepaare 
X, x' auf der Hauptaxe eine Involution bilden. 

Man kann sich jedoch direct in folgender Weise hiervon über- 
zeugen. 
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146. Der ICegelschnitt sei aunäeiist ein centraler (Ellipse oder 
Hyperbel); uro die eänimtlichen Puoktepaare x,x' auf einer der. 
Hanptaxen zu erhalten, bringen wir die zweite Hauptaxe mit irgend 
zwei zu einander senkrechten conjugirtea Strahlen zum Durch- 
schnitte; die Schnittpunkte seien y, y'. Jede durch y gezogene Ge- 
rade S und die durch y' zu ihr senkrecht Gezogene S' sind nach 
dem lötzten Satze conjugirte Strahlen; sie mögen sich im Punkte 
(7 nnd die erste Hauptaxe in den Punkten se, x' schneiden. Der Ort 
des Punktes a (wenn man S, und S' J_ S variireu lässt) ist der 
über der Strecke yy' als Durchmesser beschriebene Kreis Ky. 
Aus der Aehnlichkeit der rechtwinkligen Dreiecke Aasoyt^ Ai/'oai' 

folgt (ohne Rücksicht auf die Vorzeichen) : -^zr- ~ —^ — oder 

_ ^ oy _ _ox' 

X . ox' ^ oy . oy'. Es ist somit das Product ox . oec' constant, 
d. h.(I, Art. 74) die Punktepaare x,x' bilden auf der ersten Haupt- 
axe eine Involution, für welche der Ourvenmittelpuiikt o den Centrai- 
punkt darstellt. Hält man dagegen x, x' fest, so beschreibt n den 
über der Strecke xx' als Durchmesser beschriebenen Kreis K^, und 
aus obiger Gleichung folgt, weil oy .oy' ^= ox .ox', also constant 
bleibt, dass die Paare y, y' auf der zweiten Hauptaxe ebenfalls eine 
Involution mit dem Centralpunkt o darstellen. 

Betrachtet man das rechtwinklige Dreieck xax', so kann der 
Punkt auf seiner Hypothenuse entweder ausserhalb oder innerhalb 
der Strecke xx' gelegen sein; im ersten Falle wird die in o zu xx' 
errichtete Senkrechte die Katheten ax, ax' in Punkten y, y' schnei- 
den, welche auf verschiedenen Seiten des Punktes o liegen, im 
zweiten Falle werden y, y' zur selben Seite von o gelegen sein. 
Die beiden Producte ox.ox', oy.oy', welche denselben absoluten 
Werth besitzen, haben also immer entgegengesetzte Vorzeichen. 
Nehmen wir an, dass o ausserhalb xx' gelegen, also ox.ox' po- 
sitiv, etwa gleich c^ ist, so ist oy .oy' = ~ c'^ zu setzen. 

Um die Relation zwischen c^ und den Halbaxenquadraten zu 
erhalten, wollen wir den allgemeinen Fall in bestimmter Festsetzung 
vor Augen behaltend annehmen, dass diejenige der beiden Strecken, 
für welche o ein äusserer Pankt ist, xx' sein mag, und jener der 
beiden Punkte, welcher näher zu o liegt, heisse»', so dass oxT>ox' 
ist und zwischen y, y' gelegen ist. Der Pol s von S liegt auf 
S' und die von s auf xx', respective yy' gefüllten Perpendikel, 
deren Fusspunkte A, h' sein mögen, sind nach Früherem die Po- 
laren von X, respective y, so dass x und h und ebenso y und h' 
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eoiijugirte Pole sind, und es sind nun die beiden Halbaxen gegeben 
durch a'^ 7=ox . oh, b^ ^= oy . oh'. Der Punkt s kann auf iS' eine 
dreifache Lage besitzen : entweder liegt er ausserhalb x'y' auf der 
Seite von sc', oder er liegt innerhalb x't/', oder er liegt endlich 
ausserhalb x'y auf der Seite von y'. In den beiden ersten Fällen liegt 
k mit X auf derselben Seite von o, so dass a^ positiv, a reell ist; 
im ersten Falle liegt auch h' mit y auf derselben Seite von o, so 
dass h ^ positiv, h reell ist; dagegen liegt im zweiten Falle o zwischen 
y und Ji', so dass J* negativ, h imaginär wird. Es ist also im ersten 
Falle die Curve eine Ellipse, im zweiten eine Hyperbel, für welche 
die Gerade xx' die eigentliche und yy' die ideelle Hauptaxe dar- 
stellt. Im dritten Falle liegt o sowohl zwischen x und h, als auch 
zwischen y und h', so dass sowohl a'^ als auch J^ negativ und 
daher a und b imaginär werden. In diesem letzten Falle ist die 
Cui-ve imaginär, da bei einer reeüen centralen Curve wenigstens 
eine Axc reell sein muss. Wenn wir diesen letzten Fall ausscheiden, 
so haben wir aus der Äehnlichkeit der Dreiecke £},x'hsr^£iyox 
und mit Rücksicht darauf, dass hs = oh': 

oh' ox 

und wenn man den sich hieraus für x' h ergebenden Wovth in die 
Gleichung: 

o~^' = ^ — x'l 
einsetzt : 

— > -^ oy -^ 



ox .ox' =^ ox .oh — oy .oh', 
das heisst: 

folgt. Es ist somit für die Ellipse a';:>b. Für die Hyperbel geht h ^ 
in — J^ über, und man hat; 

c2^ a-i-\-b\ 

Für die Nebenaxe ist oy . oy' = — c'^ =^ — (a^ T- b'^). 

Die Doppelpunkte der Involution, welche von den Punkte- 
paaren X, x' gebildet wird, sind reell, weil o ausserhalb der Strecke 
xx' gelegen ist; sie seien /,/i ; /|ö = 0/ = c = Va^^&^. 

Jeder dieser Punkte hat die Eigenschaft, dass je zwei durch 
ihn gezogene zu einander senkrechte Gerade conjugirte Strahlen 
sind; es sind dies somit die beiden reellen Brennpunkte der 
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Curve; sie liegen bei der Ellipse auf der längeren der beiden 
Hauptaxen, und bei der Hyperbel auf der eigentlielien (die Curvo 
in reellen Punkten ech neiden den) Ilauptaxe; ihre Entfernung vom 
Mittelpunkte, welcher der Halbirungspunkt der von ihnen begrenzten 
Strecke ist, wird als die lineare Excentricität der Üurve be- 
zeichnet; dieselbe hat den Werth c= y a'^^^h'^, wobei das obere 
Zeichen für die Ellipse, das untere für die Hyperbel zu gelten hat. 

Die Involution der Punktepaare y, y' auf der Nebenaxe hat 
zwei imaginäre Doppelpunkte; es sind dies die beiden imaginären 
Brennpunkte der Curve, welche auf beiden Seiten des Mittelpunktes 
in der Entfernung )/ — c^^^c.V — 1 von ihm gelegen sind. 

Fassen wir die Kesultate der letzton Betrachtungen zusammen, 
80 können wir sagen: 

„Die Paaremi einander eeiihrechtßrconjugirter Si/ralüen eines Ceniral- 
kegelschnittes schneiden jede Mauptaxe des Kegelschnittes in Pimktepaaren 
einer Involution, welche den Mittelpunkt der Curve zum, Centralptmkt hat; 
die ßoppelpmikte dieser Involution sind die auf der ietreffenden Äxe 
gelegenen zioei Brennpunkte, d. k, solche Punkte, an denen der Kegel- 
schnitt rechtwinklige Involutionen conjugirter Strahlen bestimmt. Die 
beiden Brennpimkte auf der längeren Axe einer Ellipse und ebenso auf 
der eigentlichen Äxe einer Hyperbel sind reell, und haben vom Mittel- 
ptmkte die Entfernung c -^y a'^ ^6^ ; die beiden Brennpunkte auf der 
üweiien Äxe (Nebenaxe) sind imaginär vmd haben voTn, Mittelpunkte 
die Entfernung c Y — 1-" 

147. Der über der Strecke yy' als DurcIimeBser beschriebene 
Kreis K^, schneidet die Hauptaxe in zwei reellen, von o gleichweit ent- 
fernten Punkten /, /i, den reellen Brennpunkten. Denn es ist (ohne 
ßücksieht auf die Vorzeichen) of.of ^ oy . oy', oder da ofi ^ of, 
of^:=oy.oy'=c^, somit of^ofi=c. Es folgt dies auch aus 
der im letzten Artikel erwähnten Eigenschaft jedes Punktes o 
von Ky, dass nämlich ay, uy' zwei eonjugirte (senkrechte) Strahlen 
sind. Es sind nämlich aus diesem Grunde auch fy, fy' zwei solche 
Strahlen, so daas die Involution conjugirter Strahlen, welche der 
Kegelschnitt am. Funkte / bestimmt, zwei und daher unendlich viele 
rechtwinklige Strahlenpaare enthält. Ebenso schneidet der über der 
Strecke xx als Durchmesser beschriebene Kreis Ksr, die Nebenaxe 
in den beiden anderen (imaginären) Brennpunkten: 

„Die Kreise, welche man den von einer Ilauptaxe und Je zwei 
senk/reckten conjugirten Sirahlen gebildeten Dreiecken umschreiben kann, 
schneiden die andere Hauptaxe in den Brennpunkten." 
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Zu jeder Axe gehört also ein Büschel solcher Kreise, welche 
Bämmtlich durch die auf dieser Axe gelegenen zwei Brennpunkte 
hindurchgehen. (Die beiden Kreisbüschel, zu denen man so gelangt, 
schneiden sich gegenseitig rechtwinklig.) Sollen die Brennpunkte 
einer Ellipse oder Hyperbel construirt werden, so kann man ent- 
weder die soeben erwähnten Kreise K^ K,j benützen, oder man 
trägt vom Mittelpunkte auf die Hauptaxe beiderseits die Strecke 
c ^ Y a^^i^ auf. 

Bei der Ellipse ist = ]/ a^ — ö^, also c<;a, dagegen ist bei 
der Hyperbel c =: Va^ 4- & ^, also c ■> a. Wird vom Mittelpunkte 
aus auf die Hauptaxe beiderseits die Strecke « aufgetragen, so 
erhält man die Hauptscheitel; es liegen somit die beiden reellen 
Brennpunkte bei der Ellipse innerhalb, und bei der Hyperbel ausser- 
halb der von den beiden Hauptscheiteln begrenzten Strecke, 

148. Die durch einen Punkt 5 hindurchgehenden, zu einander 
senkrechten eonjugirten Strahlen S, S' schneiden die Hauptaxe in 
zwei Punkten x, x', welche als Paar einer Involution angehören, 
deren Doppelpunkte die Brennpunkte /, /^ sind; es sind somit /,/j, 
af, ai'vier harmonische Punkte, und daher sind auch die vier durch 
o gehenden Strahlen a/, c/, , S, S' harmonisch, und da 5' J. S, SO 
sind S, S' die Halbirungsstrablen der von 0/ i^nd c/, gebildeten 
Winkel (I, Art. 77). 

Die Strahlen, welche irgend einen Punkt der Ebene eines 
Kegelschnittes mit den beiden (reellen) Brennpunkten verbinden, 
werden als die nach jenem Punkte gerichteten Brennstrahlen 
bezeichnet; wir können also sagen: 

„Die beiden dm-ch einen £hinkt hindwckgehenden, zu einander senk- 
rechten eonjugirten StraMen halbiren die Winkel, welche die nach jenem, 
Punkte gerichteten BrennstraMen miteinander einsckUesaen." 

Nun sind aber nach Art. 58 die Geraden 8, S' auch die Hal- 
birungslinien der Winkel, welche die durch er an den Kegelschnitt 
gelegten zwei Tangenten mit einander einschliessen. 

„Es haben somit: das dm-ch einen Punkt gehende Tangentenpaar, 
und das durch den Pimkt gehende Brentistrahlenpaar gemeiiischaj^liche 
Winkelhalhirende. " 

Oder mit anderen Worten ; 

„Jede der heiden dttrch einen Punkt gehenden Tangenten bildet 
mit jedem der beiden durch denselben Punkt gehenden Brennstrahlen 
denselben Winkel wie die a-ndere Tangente mit dem anderen Brenn- 
strahle." 
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149. Zu jeder Geraden S gehört eine senkrechte conjugirte 
Gerade S'; es ist die durch den Pol s von 3 zu S gezogene Senk- 
rechte S'. Ist S eine Tangente, so ist s ihr Berührungspunkt und 
somit ist iS' die Normale der Curve im Punkte s ; die Tangenton und 
Normalen der einzelnen Curvenpunkte sind also mit unter den Paaren 
senkrechter conjiigirter Sti'ahlen enthalten, Hiedurch stellt sich der 
in Art. 138 für die Ellipse und Hyperbel bewiesene Satz als in dem 
Schlusssatze des Art, 146 enthalten dar. Weiter lauten die in den 
vorstehenden Artikeln bewiesenen Sätze, wenn man darin S, S' 
durch Tangente und Normale ersetzt: 

„Der Kreis, lodcker dem von einer Hauptaxe imd der Tangente 
und Normale eines Curvenpunktes gebildeten Dreiseite umschrieben ist, 
sehneidet die andere Hauptaxe in den hdden Brennfunkten." 

„Die Tangente und die Niyrmale eines CwvenpuiiJctes lidlbiren die 
von den Brennstraklen desselben gebildeten Winkel." 

Der Curvenpunkt bildet mit den beiden (reellen) Brennpunkten 
ein Dreieck, für welches die eine der beiden Halbirungslinien der 
von den Brennstrablen gebildeten Winkel die innere Halbirungslinie 
ist, welche die Hauptaxe in einem zwischen den Brennpunkten ge- 
legenen Punkte schneidet; die andere, äussere Halbirtingslinie schneidet 
die Hauptaxe in einem ausserhalb der von den Brennpunkten be- 
grenzten Strecke gelegenen Punkte. Da bei der Ellipse jede Tan- 
gente jeden Durchmesser in einem äusseren und bei der Hyperbel 
in einem inneren Punkte schneidet (Art. 143), und da bei der Ellipse 
die Brennpunkte innerhalb und bei der Hyperbel ausserhalb der von 
den Hauptscheiteln begrenzten Strecke liegen, so erkennt man sofort : 

„Bei der Ellipse halbii-t die Tangente den äusseren und die Nor- 
male demnach den inneren Winkel der beiden Brennstrahlen; hei der 
Hyperbel halbirt die Tangente den inneren und die Normale den 
äusseren Winkel der beiden Brennstrahl&n." 

150. Es seien Fig. 14 (, (, irgend zwei Punkte einer Ellipse, 
welche/,/, zu Brennpunkten hat; wir ziehen die Brennstrahlen i/, 
(/; von ( und ebenso jene (,/, t^f^ von (,, Die Tangente IT von 
t halbirt den äusseren Winkel bei t im Dreiecke ftfy. und kann 
somit erhalten werden, wenn man (/ über t verlängert bis zum 
Punkte q, so dass ig = */ und/, g — /( +/ii wird, und wenn man 
den Halbirungspunkt m von /g (also fm ^=mg) mit t verbindet. 
Um die Ta ngen te T, von i, zu erhalten, verlängern wir t^f über 
i„ s o das s ^ 1 gl = tjfi uJläfq^=^ft, -f/i*, wii-d, halbiren /, «d in 
™i (/i™i = '"^iSi) und verbinden (, mit m,. Die Tangenten T, T^ 
schneiden sich in einem Punkte p, und da T, Ti die Höhen in 
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den gleichschenkligen Dreiecken /(j, /,([ 5, sind, so istpq^pfi 
PSi--^pfi "i'l ^ipi = Kfpi' ^5ii'*L =^</lP*i- Nnnistaher 
nach dem Satze des Art. 148 ■^tpf=^tipfi, so daes alle die 



Fig, 14. 




vier genannten Winkel unterein- 
ander gleich sind, und somit sind 
auch die Winkel qpf und <lipfi 
als Doppelte jener gleichen unter- 
einander gleich. Wenn man nun 
zu jedem der einander gleichen 
Winkel q^pf, liffi tlen Winkel 
/p/i addirt, so ist < qpf^ = 
*^fPii> ^^^ somit sind die bei- 
den Dreiecke A ^pfi, ^fp 2i con- 
gruent , weil sie n wei Paar gleicher 
Seiten und von ihnen oingoBchlos- 
sene gleiche Winkel besitzen; es ist also auch /2i=^/i2j "ä- b. 
fti-\~fiti=fi-[-f,t. Denkt man sich nun t fest, während i^ die 
Ellipse beschreibt, so ist in der letzten Gleichung der folgende Satz 
enthalten, welcher sagt, dass die von uns „Ellipse" genannte Curve 
identisch ist mit der Ellipse der Elementargeoraetne ; 

„Die Summe der Mitfernv/ngen eines Punktes der Ellipse von den 
beiden Brennpunkten (die Stimme der Breniistrahlen, der Leitstrahlen 
oder Radienvectoren) ist constant für alle Punkte der Cwrve." 
Oder also: 

„Der Ort eines Punktes einer Ebene, dessen Entfernungen von 
zwei festen Ihinkten dieser Ebene eine konstante Swmme besitzen, ist eine 
Ellipse; die festen zwei Punkte sind ihre Brennpunkte." 

Der Mittelpunkt ist der Halbirungepunkt sowohl für die 
Strecke //,, als auch für die von den Hauptscheiteln begrenzte 
Strecke AA^ ^=2a, so dass also s,nch f A^ A^f^, und die Summe 
der Leitstrahlen des Hauptscheitels A ist somit /-^+/i-^=^ 

„Die konstante Summe der Leitstrahlen der Punkte einer Ellipse 
ist gleich der Länge der grossen Axe; ft -\-f^t =^2a." 

Die in zaAA^ errichtete Senkrechte ist die Nebenaxe, und 
für jeden der beiden auf ihr gelegenen Nebenseheitel B,B^ sind 
die beiden Leitstrahlen gleich lang (^fB^^fB), so dass joder die 
Länge a besitzt (/B^«). Die Länge der Nebenaxe BBi ist 2b, 
die Länge der Strecke ff ist 2c ; im rechtwinkligen Dreiecke 
foB ist also a Hypothenuse, h, c sind die Katheten, oder also wie 
früher c-i = a^ — bl 
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Rücken die beiden Brennpunkte /,,/ in einen Punkt zusammen, 
so wird für joden Curvenpunkt f^ t =ft, so dass ft = a wird; alle 
Punkte der Curve haben von dem Punkte / die constaiite Ent- 
fernung a, die Curve ist ein Kreis mit dem Mittelpunkte / und 
dem Radius a; die Excentricität c ist Null, b ist gleicb a. 

„Ein Kreis kann aufgefaest werden als eine Ellipse mit (im 
Mittel/punkte) zusammenfallenden Brennpunkten (mit verschwindender 
linearer Excentricität, mit gleidi langen Axen)." 

151. Bei der Hyperbel Fig. 15 halbirt die Tangente T des 
Punktes t den inneren Winkel der Brenn strahlen /(, /, t und wird 
erhalten, wenn man die Länge des einen Brennstrahles /( von ( 
aus gegen den zweiten Brennpunkt hin aufträgt, wodurch sich der 
Punkt q so ergibt, dass tq =z if und /j q =/j t —ft v 
man den Halbiruiigspunkt m. von pj ] 

fq (fm = mg) mit t verbindet. 
Ebenso ergibt sich die Tangente 2\ 
des Punktes i, als Gerade t^m^, 
wobei wjj der Halbirungspunkt von 
fi^qi ist und g^ auf/i, so liegt, 
das8(^2i = (j/j, somit/g, ^ft^ — - 
f^t'i ist. Da T, Ti die Höhen in 
den gleichschenkligen Dreiecken 
/*2i/i'i3i sind, so ist für ihren 
Schnittpunkt p, J>f = pq, pf\- 



.nd wenn 




P2n 



.nd aus demselben Grunde 



md da nach dem Satze des 
icr Winkel untereinander. 



U^fpt = ^gpt,^fipt, ^^q,pt„ 
Art. 148 ^fj)t = ^fipt^, so sind alle ' 
und daher sind auch die zwei das Doppelte betragenden Winkel 
/P9i/iP2i einander gleich. Wenn nun zu jedem der letzteren Winkel 
der Winkel qpgt addirt, respective subtrahirt wird, je nachdem die 
Dreiecke fpq, fipqi ganz ausserhalb einander liegen oder sich 
theilweise decken, so erhält man ■^fpqi='^gpfi! woraus die 
Congruenz der beiden Dreiecke ^fpqj ^ A qpfj folgt (zwei Paar 
Seiten und eingeschlossene Winkel gleich). Eb ist somit auch fq^ = 
f^ oder 7*1 —fJi =f^i - ft; hält man t fest und lässt t^ die Hy- 
perbel beschreiben, so drückt diese Gleichung den Satz aus: 

„Die Differenz dei' Entfernungen eines Punktes der Hyperbel 
von den beiden Brennpunkten (die Differenz der Brennsfraklen, Leit- 
strahlen oder Hadienvectoren) ist constant für alle Punkte der 
Gurve." 
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Hiediiruh ist die Identität unserer als „Hyperbel" bezeichneten 
Curve zweiter Ordnung mit der Hyperbel der Elementargeometrie 
nachgewiesen. Die Umkehruiig des letzten Satzes lantet : 

„Der Ort mies Punktes einer Ebene, dessen Mrtfernungen von 
zwei festen Punkten dieser Ebene eine constaJite Differenz besitzen, ist 
eine Hype^-hel; die festen moei Punkte änd ihre Brennpunkte." 

Sind A, A^ die Haiiptscheitel der Hyperbel (welche innerhalb 
der Strecke //, gelegen sind), so folgt, da der Mittelpunkt o der 
Hyperbel der den Strecken //^^ AA, gemeinsame Halb! rungsp unkt 
und daher fA =Aff ist, dase die DifEerenz der Leitstrahlen des 
Punktes Ai den Werth /Z; — J^/j =7X1 — /"3 = JZ^ = 2« 
besitzt, d. h. : 

„Die constante Differenz der Leitstrahlen der Punkte einer Hy- 
perbel ist gleich der Länge der Batiptaxe; ft — f t ^= 2a." 

Die in auf AA^ errichtete Senkrechte ist die Nebenaxe der 
Hyperbel; die ihr entsprechende Länge i = oB = oB^ ergibt sich 
aus der Relation c^ = a^-|-52, wobei c=fo^ofi ist, als Kathete 
oB in einem rechtwinkligen Dreiecke AoB, dessen Hypotheniise 
AB = c und dessen andere Kathete oÄ = a ist. Es ist also bei der 
Hyperbel i die Länge der von einem Brennpunkt an den über 
AAi als Durchmesser beschriebenen Kreis gelegten Tangente. 

152. Aus der Congruenz der Dreiecke A /pji ^ '^Sp/i 
(Fig. 14, 15) ergibt sich die Gleichheit der Winkel ^pfqt — ^p j/n 
und da die beiden gleichschenkligen Dreiecke fpq, ftq die gemein- 
schaftliche Basis fq besitzen, so bildet pq mit qf^ denselben Winkel 
wie pf mit/( {bei der Hyperbel mit der Verlängerung von ft*). 
Es ist also ^pfqi = ^pß (bei der Hyperbel ^ 180 — pft), so 
dass also p/ die Halbirungslinie des Winkels tfqi, d.i. des Winkels 
tfti ist (bei der Hyperbel seines Nebenwinkels)*) d. h. : 

„Der Strahl, welcher einen Bi-ennpunkt einer Ellipse oder Hy- 
perbel mit d&m Schnittpunkte zweier Tangenten verbindet, hUdet mit 
den zwei Strahlen, welche denselben Brennpmtkt mit den Berührungs- 
punkten der beiden Tangenten verbinden, gleiche Winkel." 

Betrachtet man irgend zwei feste, in den Punkten t, t^ berührende 
und sich im Punkte^ schneidende Tangenten T, Tj, Fig. 16, ferner 
eine variable im Punkte x berührende Tangente X, welche jTin u 
und Tj in u^ schneiden möge, so ist nach dem letzten Satze ^ ufx = 

—- tfx, ^ xfuj = ~ xftj, somit durch Addition Winkel ufM■^ =^ 



i Punkte t, f,^ nicht demselben Hyperbehv 
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— Winkel tft.^, und es hat also der Winkel ii,fu^ eine eonatante 

Grösse ; untei diesem Winkel w ird die Strecke i ? , ^ om Brennpunkte 
/aus gesehen, und wn können ileo sagen 

„Dev ]\i)ikd, MMte) Vjdchsm aus dem. Biennpunkfe einer Ellipse 
oder Hypethel die ztotschen ziiei fist'-n Tangenten T, T^ der Cune 
gelegene Strecke einet larwhlen Tangente X gesehen u,ird, ist constant." 

Wenn X ling'i dei Cuive hin p ^q 

gleitet, so dieht sich dei Winkel it/it, , , 

dessen Grosse constint ist, um den ^ i""--^,, 

Punkt /; seine zwei Schenkel /w, fuj 
beschreiben als entsprechende Strahlen 
zwei concentrieehe congruente gleich- 
stimmige Strahlenbüschel (I, Art. 58), ' 
so dass also die Punkte «, it, auf 2', T^ zwei projectivische Piinkt- 
reihen besehreiben, d. h,: 

„Alle Tangenten einer ElUpse oder Hypen-hel bestimmen auf irgend 
zwei von ihnen entsprechende Punkte projecttvlsdier Punktreihen." 

So sind wir zu der Erzeugung der Ellipse und Hyperbel durch 
projectivische Punktreihen zurückgekehrt. 

Die Betrachtung des Winkeis ufu^, dessen Grösse unver- 
änderlich ist, liefert die folgende Entstehungsart der Ellipse oder 
Hyperbel : 

„ Wenn sich ein WinJcel von constanter Grösse tn seiner Ebene xwn 
seinen Scheitd dreht, so schneiden seine Schenkel zwei feste Gerade in 
zwei Punkten, deren Verbindungsgerade eine Ellipse oder Hyperbel um- 
hüllt, für welche der Scheitel des sich drehenden Winkels ein Brenn- 
punkt ist." 

Nach Art. 38 sind die Doppelstrahlen der beiden am Punkte 
f entstehenden gleich stimm ig congruenten Strahlenbüschel, welche 
von /m, /«i beschrieben werden, die von /an die Curve gehenden 
Tangenten; diese Doppelstrahlen sind (I, Art, 59) nach den unend- 
lich weiten imaginären Kreispunkten gerichtet, wodurch wieder her- 
vorgeht, dass die durch einen Brennpunkt gehenden Tangenten 
diesen Punkt mit den unendlich weiten imaginären Kreispunkten 
verbinden. 

153. Der Punkt m (Fig. 14 und Fig. 15) ist der Fusspunkt des 
vom Brennpunkte / auf die Tangente T gefällten Perpendikels; da 

2a ist, so ist owj ^ «, und es hat somit der Fusspunkt des von 
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einem Brennpunkt auf eine Tangente gefällten Perpendikels vom 
Curvenmittelpunkt die constante Entfernung a; d. h. : 

„Die Fusspunkte der von den Brennpunictejt einer Ellipse oder 
Hyperbel auf die Tangenten derselben gefällten Perpendikel liegen in 
dem über der Hauptaxe AA^ als Durchmesser hesahriehenen Kreise 
(Fusspwn Mh'eis)." 

Da bei der Ellipse die Brennpunkte innerhalb und bei der 
Hyperbel ausserhalb der Strecke ÄAy gelegen sind, so kann man 
aus dem letzten Satze folgende Entstehuugeart dieser Curven ab- 
leiten : 

„ Wenn der Scheitel m eines rechten Winkels sich auf einem festen 
Kreise bewegt, tcakrend sich ein Schenkel des Wi^ikels um einen festen 
Punkt f dreht, so umhullt der andere SelienJcel eine ElUfse oder Hy- 
perbel, je nachdem, der feste Punkt f innerhalb oder ausserhalb des 
festen Kreises gelegen ist. Der Mittelpwnkt des Kreises ist Mittelpunkt 
und der feste Punkt fist ein Brennpunkt der etngtJiüUten Curve, deren 
Hauptaxe gleich dem Kreisdurchmesser ist." 

Den Fuss punktkreis kann man mit Vortheil zur Constraction 
der durch einen Punkt gehenden EUipsen- oder Hyperbeltangenten 
benützen; denn um durch einen beliebigen Punkt g an die Curve 
eine Tangente 2' zu legen, hat man nur auf jenem Kreise einen 
solchen Punkt m aufauauehen, dass der Winkel gmf ein rechter 
wird. Es ist somit m auf dem über gf als Durchmesser beschrie- 
benen Kreise gelegen, somit der Schnittpunkt dieses Kreises mit 
dem Fusspunktkreise. Jeder der zwei Schnittpunkte m der beiden 
genannten Kreise mit g verbunden, liefert eine durch g gehende 
Tangente. Den Berührungspunkt der Tangente gm erhält man, 
wenn man fm um die eigene Länge über m bis 5 verlängert {mg 
=fm) und 2 mit dem anderen Brennpunkte/, verbindet (Fig. 14, 15); 
die Gerade f^ q trifft die Tangente gm in deren Berührungspunkte (. 

Lässt man g in den Mittelpunkt einer Hyperbel übergehen, 
so erkennt man, dase die Asymptoten den Mittelpunkt mit den Punkten 
verbinden, in denen der Fuaspunktkreia von dem über of als Durch- 
messer beschriebenen Kreise geschnitten wird. Es sind dies, wie 
man sofort sieht, die Berührungspunkte der von / an den Fuss- 
punktkrois gelegten Tangenten , deren Länge ^ b ist (vßrgl, 
Art. 151). 

Sollen die Tangenten T so construirt werden, dass sie parallel 
sind zu einer gegebenen Geraden G, so erhält man die entsprechen- 
den zwei Punkte m als die Schnittpunkte des Fusspunktkreises mit 
der von / auf G gofäliten Senkrechten, und wird dann die Tan- 
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gentcn durch die Punkte m parallel zu G zu ziehen haben, und 
ihre Berührungspunkte ( in derselben Weise wie früher auffinden. 
Es ist selbstverständlich, dass / der eine oder der andere Brenn- 
punkt sein kann. 

Bei der Ellipse liegt / innerhalb des Fusspunktkreises, und es 
werden somit die beiden Punkte m immer reell sein; wodurch 
wieder gezeigt ist, dass man an eine Ellipse zu jeder Geraden parallel 
zwei Tangenten legen kann; hei der Hyperbel werden die beiden zu 
G parallelen Tangenten nnr dann reell sein, wenn die durch / zu 
G gezogene Senkrechte den Fusspunktkreis schneidet, d. h. wenn 
die durch den Mittelpunkt o zu ö parallele Gerade die Hyperbel 
nicht schneidet, 

154. Es sei r irgend eine Tangente dos Kegelschnittes, welcher 
/, /] zu Brennpunkten und o zum Mitteipankte' hat; die von f, fi 
auf T gefällten Perpendikel mögen die Fusspunkte m, m, besitzen, 
welche nach Früherem dem Fusspunktkreise angehören. Es sei m' 
der zweite Schnittpunkt dieses Kreises mit der Geraden fm\ weil 
^ Wi jwwi' T^ 90" ist, so ist m^m' ein Durchmesser des Kreises. 
Da o/= o/i, owii = Ol»' und ^fom' = ^fiOm^ ist (als Scheitel- 
winkel), so ist ^fom' S5 A/j omij und somit fm' =f^mi, also auch 
fm.fiii' =fm.f'[mi. Aber/m./m' ist gleich dem Producte/i ./Sj 
(wenn A, A, die Hauptscheitel der Curve, d. i. die Schnitte des 
Fusspunktkreis es mit der Geraden //^ sind); es ist nun bei der 
Ellipse 73 = a±c,fÄ^ = ra =F c undbei der Hyperbel 73 = c±a, 
/j4i=:c^«, somit bei der Ellipse /^ ./^i ^ («^ — c^) = 6^ und 
bei der Hyperbel fA .fA^ ^ c^ — a^ = 5*. Wir haben also 

„Das Rechteck aus dm Abständen der ieiden Brennputikte von 
einei' Tangente ist eotistant, nämlidi gleich dem Quadrate über der 
kalben Nebenaxe." 

Bei der Ellipse, deren Tangenten die Hauptaxe in Punkten 
schneiden die ausserhalb der Strecke J.j1| und daher auch ausser- 
halb der Strecke ff^ liegen, haben die beiden Perpendikel fin, 
fiiiif dieselbe Richtung; bei der Hyperbel sind sie entgegengesetzt 
gerichtet, so dass man unter Berücksichtigung der Vorzeichen die 
letzte Gleichung in die Form fm .f^m^ ^:= ±b^ bringen soll, je 
nachdem sie sich auf die Ellipse oder Hyperbel bezieht. 

155. Trägt man auf jeden Leitstrahl /] t von t aus die Länge 
des zweiton Leitatrahles /( auf, und zwar bei der Ellipse in der 
Richtung von f^ nach t und hei der Hyperbel in der Richtung von 
i nach /j (vergl. die Fig. 14 und 15), so ergeben sich Punkte g, 
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welche vom Brennpunkte /i die Entfernung 2a haben und die somit 
einen Kreis Ä"^'^ erfüllen, welcher fy zum Mittelpunkte und 2a zum 
Radius hat. D nun dei Kieis A— weichei t zum Mittelpunkte 
und tq = (/ zum Halbmesser hat duieh f geht und in q den festen 
Kreis K^^^ im Punkte q beiuhrt so 1 tun nain die Ellipsß und Hy- 
perbel folgendermassen definiren 

„Der Oit des Mittelpu ilfes t etneb vaiialhn Kietzes, welclier 
durch einen fei4en Punkt f geht und emen festen Jireis berührt, ist eine 
Klipse oder Hf/pei hei je nachdem die Beiühiung eine miereod&r eine 
äussere ist; dm ftate Punkt und dei Mittelpunkt ^nd die Brennpwikte 
wnd der Radtiis des fehlen Kt&iseb ist die. Lange dei Sauptaxe der 
Ellipse, respeetive Hypeihel 

Die Beruhiung ist bei dei Ellipse eine inneie weü ( inner- 
halb der Streck«' qf^ f,elegen ist dagegen bei di^i H\].erbel eine 
äussere, weil t auBseihalb dei Stiecke qf^ liegt 

Die obige Entstehungsalt lasst eme einfache Lusung der Auf- 
gabe zu: 

„LHe Schnittpunkte einer durch ihre Brennpunkte f, f^ und die 
Länge 2a ihrer Hauptaxe gegebenen Cu/roe zweiter Ordnung mit einer 
gegebenen Geraden G zw construiren." 

Man hat nur solche Kreise aufzusuchen deren Mittelpunkte ( 
auf der Geraden G liegen, welche durch / gehen und den Kreis 
Ä^' berühren. Da alle Kreise, welche durch / gehen und ihre 
Mittelpunkte auf G haben, noch durch einen zweiten Punkt (/) 
gehen, nämlich durch den zu / bezüglich ö symmetrisch liegenden 
(so, dass die Strecke / (f) auf G senkrecht steht und von G halbirt 
wird), so ist die Aufgabe zurückgeführt darauf, die Mittelpunkte 
derzwei Kreise zu finden, welche durch/, (/) hindurchgehen und den 
Kreis K^^ berühren. (Wir erinnern daran, dass man die Berührungs- 
punkte q der beiden gesuchten Kreise mit dem Kreise K^'^ als die 
Berührungspunkte dieses Kreises mit den zwei durch h gehenden 
Tangenten erhält, wenn h der Schnittpunkt der Geraden /(/) mit 
der dem Kreise ff^'^undirgend einem durch die Punkte /,(/)gehen- 
den Kreise gemeinschaftlichen Sehne ist. Die von/j nach den Punkten 
q gerichteten Strahlen treffen G in ihren Schnittpunkten mit der Curve.) 

Es möge ferner erwähnt werden, dass aus der Definition der 
Ellipse (Hyperbel) als der Curve constauter Summe (Differenz) der 
beiden Leitstrahlen, sofort die letzte Definition der Curve, und dass 
sich aus dieser wieder die Sätze über die Tangenten ergeben. Be- 
trachtet man nämlich zwei benachbarte Punkte der Curve (, (' 
und die ihnen entsprechenden Kreise Ä"A, -ÄT^, welche durch / 
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gelieii und (, respective (' zum Mittelpunkte haben, so schneiden 
sieh dieselben ausser in q noch in einem zweiten zwischen q und q' 
gelegenen Punkte [q) und es ist tt' als ihre Centrallinie senkrecht 
auf ihrer gemeinschaftlichen Sehne f(q). Fällt nun (' mit t zusammen, 
80 geht (*' in die Tangente Tder EllipBe (Hyperbel) in ( über, und 
der zwischen q, q' (welche Punkte in q sich vereinigen) gelegene 
Punkt (q) fällt also mit q, und f(q) fällt also mit fq zusammen. Es 
ist also die von ( aaf/j gefällte Senkrechte, d. i. die Höhe des 
gleichschenkligen Dreieckes /( 3 die Tangente T; diese halbirt aber 
den Winke! der beiden Strahlen /i, qt, d. h. die Tangente ist eine 
Halbirungslinie der von den Leitstrahlen gebildeten Winkel. Nun 
liefert die Betrachtung der eongruenten Dreiecke qpfi <^,fpqi 
(alle drei Seiten gleich, Fig. 14, 15) die Sätze des Artikels 148, 
sowie die projectivische Erzeugung der Curve durch Punktreihen. 

Endlich möge darauf hingewiesen werden, dase man den oben 
eingeführten Kreis K'^'^, welcher die Punkte q enthält, benützen 
kann, um eine Lösung der Aufgabe zu erhalten: 

j,An die durch ihre Brennpimkte und die Länge der Haivptaxe 
2 a gegebene Cm-ve zweiter Ordnung durch einen Punkt g ode^- parallel 
«M einer Oerade^i G Tangenten zu legen." 

Da nämlich g auf dem Höhenperpendikel T des gleichschenk- 
ligen Dreieckes qtf gelegen ist, so ist gq^^gf, und man erhält 
somit die zwei Punkte q als die Schnittpunkte des Kreises K^'^ 
mit dem Kreise ^^^, welcher g zum Mittelpunkte hat und durch 
den Brennpunkt / hindurchgeht; die Geraden, welche g mit den 
Halbirungs punkten in der beiden Strecken fq verbinden, sind die 
beiden durch g gehendeii Tangenten, und ihre Berührungspunkte ( 
liegen auf den Strahlen f^q. Sollen die Tangenten T zu einer 
gegebenen Geraden G parallel sein, so ej'geben sich die Punkte q 
als die Schnittpunkte des Kreises K^'^ mit der durch f zu G senk- 
recht gezogenen Geraden. 

156. Es seien: der Mittelpunkt und/,/, die Brennpunkte 
einer Ellipse (Fig. 17) oder Hyperbel (Fig. 18). Die Polaren D, D, 
der Brennpunkte /,/|, welche als die Leitlinien (Directrices) der 
Curve bezeichnet werden, müssen auf der Hauptaxe //, senkrecht 
stehen, und werden dieselben in Punkten d, d ^ schneiden, so dass 
/ und d und ebenso/, und d^ conjugirte Pole darstellen. Es ist 
somit of .od = a'>; of, . odi=a'' and daher, weil of=:c ist: 

od= od) ^ — . 

Je nachdem es sich um die Ellipse oder Hyperbel handelt, ist 
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a^c somit - 



; 1 oder — ^ a, d. h. od^ c 



!gen somit die 



Punkte ausserhalb (innerhalb) der von den Hauptscheiteln A, -4, 
begrenzten Strecke und daher umsomehr ausserhalb (innerhalb) der 
von den Brennpunkten /, /, begrenzten Strecke, wenn die Curve 
eine KlUpse (Hyperbel) ist. Ist ( irgend ein Punkt der Curve, r, )\ 
die Punkte, in denen die Leitlinien D, D^ von der durch * zur 
Hauptaxe parallel gezogenen Geraden geschnitten werden, und (, 
der zweite Schnittpunkt dieser Geraden mit der Curve, und endlich 
r' der Schnittpunkt derselben Geraden mit der Polare von r, so 
j,-- ^j sind (, i|, r, r' vier harmonische 

Punkte und somit/*, /*,, fr, fr' 
vier harmonische Strahlen, und da 
die Gerade fr als durch den Pol 
r der Geraden /)■' gehend zu der 
letzteren conjugirt ist, und da ferner 
je zwei durch einen Brennpunkt ge- 
hende conjugirte Strahlen aufein- 
ander senkrecht stehen, so ist/i-' 
A, fr und somit sind fr, fr' die Halb irungs strahlen dei \on ft und 
ftf gebildeten Winkel, und zwar ist, da )■ bei der Elli]ise lu&sei 
halb und bei der Hyperhel innerhalb der Strecke ((^ liegtn muss, 
fr bei der Ellipse der äussere und bei der Hyperbel dei innere 
Halbirungsstvahl des Winkels tft^ im Dreieck tft,; in beiden Fallen 
ist jedoch nach einem bekannten Satze der Elementargeomctrie : 
Ö _ ^ 




und da die Punkte t, t^, f,f\, r, r\, bezüglich der Nebenaxe sym- 
metrisch liegen, so ist (,/ = i/^, rt^ = tr^, somit: 

Wenn man zu dieser Gleichung die Gleichung 1 =; 1 addirt 
oder Bubtrahirt, je nachdem es sich um die Ellipse oder Hyperbel 
handelt, so ergibt sieb: 






1 



± tf _ tr^ -iz rt 
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Nun ist f/i 


t (/ = 2 


somit ist — 


c 
ri 



woraus folgt: 



}l 



Das Iieisst: 

„Das Verhältniss der Entfei"nung eines Punktes einer Ellipse oder 
Hyperbel von einem Brennpunkte eu der Entfet^nmg des Punktes von 
der diesem Brennpunkt als ]?;„_ ^g^ 

Polare ztt^em'd^eten Lot- 
linie ist constant, und zwar 
gleich dem Verhältniss der .r; 
linearen Excentricität c mvr 
halben HawptaxenlUngea." 
Dieses con stallte Ver- 




hältaiBS - =ewirda]sdie 

naiiierische Excentri- 
cität des Kegelsehnittes 
bezeichnet ; dieselbe ist 
kleiner als die Einheit hei der Ellipse (da c<C.a ist) und grösser 
als die Einheit bei der Hyperbel (da c>-a ist). 

Den obigen Satz kann man umgekehrt aussprechen: 
„Der Ort eines Punktes, dessen Entfernung von einem festen 
Punkte f zM seiner Entfernung von einer festen Geraden D ein con- 
stantes Verhältniss = e besitzt, ist ein Kegelsdmitt, welcher f zum 
Brennpunkte und D zur zugeordneten Leitlinie hat; der Kegelschnitt 
ist eine Ellipse oder Hype/rhel, je nachdem, e kleiner oder grösser als 
die Einheit ist." 

Wir werden in Art. 162 sehen, dass der Ueborgangsfall e = 1 
der Parabel entspricht. 

157. „Eine Ellipse (Hyperbel) ist vollkommen bestimmt durch die 
beiden Brennpunkte f, f und einen ihrer Pwnkte t." 

Denn die durch ( gehende Ellipse (vesp. Hyperbel), welche 
/, /, zu Brennpunkten hat, ist der Ort jenes Punktes, dessen Ent- 
fernungen von /, /, die constante Summe (resp. Differenz) /( -]-*/i * 
(resp. /(-/,t) 1 
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„Es gibt somit zwei Kegelschnitte von gegebenen Brennpunkten f,fi, 
welche durch einen gegebenen Punkt t gehen; den- eine ist eine Ellipse, 
der andere eine Hyperbel." 

Die Tangente der Hyperbel in ( halbirt den Winkel ftfj, 
während die Tangente der Ellipse den Nebenwinkel halbirt; da 
diese beiden Tangenten auf einander aenlireeht stehen : „so schneiden 
sich die beiden durch t gehenden Kegelschnitte, welche die gemeinschaft- 
lich&n Brennpunkte f, ft haben, im Punkte t rechtwinklig." 

Kegelschnitte, welche dieselben Brennpunkte besitzen, werden 
als eonfoeale Kegelschnitte bezeichnet. 

Ein System confocaler Kegelschnitte ist durch die beiden 
gemeinschaftlichen Brennpunkte /, /, bestimmt; alle Carven des Sy- 
stems haben die Gerade //] zur gemeinsamen Hauptaxe, den Hal- 
birungspunkt o der Strecke //i zum gemeinsamen Mittelpunkte und 
somit die in o zaffj errichtete Senkrechte zur gemeinsamen Neben- 
axe, Bo dass also eonfoeale Kegelschnitte auch coneentrisch und 
coaxial sind. 

Durch jeden Punkt ( der Ebene gehen zwei Kegelschnitte des 
Systems, eine Ellipse und eine Hyperbel, welche sich in t recht- 
winklig durchschneiden. 

Es zerfallt somit das ganze System confocaler .Kegelschnitte 
in awei Schaaren, eine Ellipse nach aar und eine Hyperbelachaar; 
während keine zwei Curven derselben Schaar reelle Punkte gemeinsam 
haben können, indem durch jeden reellen Punkt eine Ellipse und 
eine Hyperbel hindurchgeht, sehneidet jede Curve der einen Schaar 
alle Curven der anderen in Quadrupeln reeller Punkte, und zwar 
rechtwinklig. Denn betrachtet man irgend eine der Ellipsen und 
irgend eine der Hyperbeln und sind a, a' die reellen Hauptaxen- 
längen dieser Curven, so ist, mit c die gemeinsame lineare Excen- 
tricität beaeiehnet, a > c, O- n', somit a > a', und es wird daher 
unter den reellen Punkten der Ellipse, deren Leitstrahlen die con- 
stante Summe 3a haben, nothwendigerweise solche geben müssen, 
deren Leitstrahlon die Differenz 2 a' besitzen, welche also der Ellipse 
und der Hyperbel angehören. Ist ( ein solcher Punkt, so haben auch: 
der ihm diametral gegenüberliegende t', sowie die zu ihm bezüglich 
der beiden Hauptaxen symmetrisch gelegenen Punkte (", ('" die- 
selbe Eigenschaft. Die betrachtete Ellipse hat somit mit der Hy- 
perbel die vier Punkte t, t', t", t'" gern eins eh aftl ich und kann mit 
ihr keinen weiteren fünften Punkt gemeinschaftlicli haben, weil ja 
dann beide Curven identisch sein müssten. 
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„Confocale Kegalschnitle hat man m/s em-m fpsten imaginär&n 
Vierseit, für welches die beiden unendlich aeiten imaginären Kreispunkte 
ein Q-egeneckenpaar bilden, emgeschneben su hetrackten; dn System 
confocahr Kegelschnitte ist snmU ah eine Kegelschnitte eihe auf fassen." 

Denn sind /, f dm gemeinsamen leellen Bi ennpimkte dea 
Systems und i, i' die beiden imaginären unendlich weiten Kveis- 
punkte, so sind (Art. 145j /i, /* , /, i, /, i Tangenten, welche allen 
Kegelschnitten des Systems gemeinsam sind. Diese vier (imagi- 
nären) Tangenten bilden ein (imaginäres) Vierseit, welchem alle 
Kegelschnitte des Systems (eine Kegelschnittreihe bildend) ein- 
geschrieben erscheinen; die zwei Punktepaare //,, iV sind zwei 
Gegenecken paare des Vierseits, dessen di-ittes imaginäres G-egen- 
eckenpaar ijjifi auf der allen Kegelschnitten des Systems gemeinschaft- 
lichen Nebenaxe gelegen ist, und das den Kegelschnitten gemein- 
same imaginäre Brennpunktepaar darstellt. 

Wendet man die über Kcgelschnittreihen bewiesenen Sätze 
(Art. 113 — 116) auf ein System confoealer Kegelschnitte an, so er- 
hält mau sofort die Ergebnisse der letzten Betrachtungen theilweise 
wieder als specieUe Fälle. 

Man sieht nach Art, 115, dass durch jeden Punkt der Ebene 
zwei Curven des confocalen Systems hindurchgehen, welche sich 
rechtwinklig durchschneiden; denn die Tangentenpaare, welche 
man aus dem Punkte an die einzelnen Curven des Systemes legen 
kann, bilden (Art. 113) eine Involution, deren Doppelstrahlen auf- 
einander senkrecht stehen müssen, da unter jenen Paaren auch die 
zwei nach den imaginären unendlich weiten Kreispunkten gerich- 
teten Strahlen vorkommen. Da zu diesen Paaren auch die zwei 
nach den Brennpunkten f,f^ gerichteten Strahlen als ein Paar auf- 
treten, so erhält man den Satz des Art. 148, dass das durch einen 
Punkt an einen Kegelschnitt gehende Tangentenpaar und das nach 
den Brennpunkten gerichtete Strahlenpaar gemeinsame Halbirungs- 
strahlen besitzen. 

Die in Art. 113, 115 für eine Kegelschnittreihe ausgesprochenen 
Sätze lauten für confocale Kegelschnitte: 

„Die aus einem Punkte an die Kegelschnitte eines confocalen Sy- 
stems gelegten Tangentenpaare baden eine Strahleninvolviion , deren 
Doppelstrahlen aufeinander senkrecht steAen und die beiden durch jenen 
Punkt gellenden Kegelschnitte des Systems in ihm berühren. Diese beiden 
Doppelstrahlen sind die gemeinschaftlichen HalbirungsstraM&H der von 
jenen Tangentenpaaren gebildeten Winkel, wtd dnd conjugirte Strahlen 
in Bezug auf alle Kegelschnitte des Systems." 
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Insbesondere hat man für zwei confocale Kegelschnitte: 

„Legt man durch einen Punkt an zwei confocale Kegelschnitte die 
beiden Tangentenpaare, so bildet eine Tceitggnte des einen mit einer 
Tangente des ander&i Paares denselben Winkel wie die ande^'e Tangente 
des ersten mit der anderen Tangente des sweiten Paares." 

Aus Art. 115 erhält man sofort: 

„Die Pole einer festen Geraden E in Bezug auf die Kegelschnitte 
eines confocalen Systems erfüllen eine stoeite feste Gerade F, deren 
Pole loieder auf E gelegen sind." 

Da nach Art. 115 diese beiden Grcraden die drei Diagonal- 
seiten des Vierseits, welchem die Kegelschnitte dos Systems ein- 
geschrieben sind, in Punkte paaren schneiden, die durch die Gegen- 
eekenpawe jenes Vierseits harmonisch getrennt sind, so „milssen die 
Geraden E, F aufeinander senkrecht stehen und schneiden die Haupt- 
axe in zwei bezüglich f, f harmonisch conjugirt&n Pimkten." 

Man wird also die zu £ gehörige Gerade F finden, indem man 
zu dem Punkte, in welchem //, von ^geschnitten wird, bezüglich 
des Punktepaai'ea /, /[ den harmonisch conjugirten Punkt aufsucht 
und durch ihn F ^_ zu E legt. 

Nach Art. 115 berühren E, F in ihrem Schnittpunkte die beiden 
durch denselben gehenden Kegcischnitto dos Systems. 

Aus Art. 116 folgt: 

„Die Polaren irgend eines Punktes in Bezug auf die Kegelschnitte 
eines confocalen Systems umhüllen eine Parabel, loelche die beiden den 
Kegelschnitten des Systems gemeinsamen Axen und die Tangenten E, 
F der beiden durch jenen Punkt hindurchgehenden Kegelschnitte des Sy- 
stems, welche dieselben in jenem Pmikte berühren, zu Tangenten hat." 

Denn die Polaren umhüllen nach Art. 116 einen Kegelschnitt, 
welcher die Diagonal selten des Vierseits, dem die Curven des Sy- 
stems eiugeschrieben sind, zu Tangenten hat; diese Diagonalseiten 
sind jedoch die unendlich weite Gerade H', die Hauptaxe ff und 
die Nebenaxe of[. 

158. Die von Curvc zu Curve des Systeme veränderliehen 
Halbaxen a, b genügen der Gleichung a'^pS^ — c^, wenn 2 c die 
constante Entfernung der beiden Brennpunkte ist, wobei das obere 
Zeichen für die Ellipsen und das untere für die Hyperbeln des Sy- 
stems gilt. Für letztere haben wir überdies tg^j; = — wenn mit ^ 
der Winkel bezeichnet wird, den die Asymptoten mit der Haupt- 
axe bilden (Art, 137). 
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Aus a 2 ;= J 2 _]_ ß 1 folgt, dass die Axen a, b der EUipsen gleich- 
zeitig ins Unendliche wachsen; für h ^ o wird a = c ein Minimum. 
Es gibt also unter den Ellipsen des Systems eine unendlich grosse 
Ellipse, welche ihrer ganzen Auedehnung nach ins Unendliche tällt 
und somit mit der unendlich weiten (doppelt zu zählenden) Geraden 
identisch wird, und ferner eine Ellipse mit verschwindender Neben- 
axe, welche somit durch die doppelt zu zählende Strecke ffi dar- 
gestellt ist. 

Aus 52 = c2_((S! folgt für a=zc b = o und tg '1- = o, somit 
i = o (oder =^7:); die entsprechende Hyperbel, deren Asymptoten 
wegen ({) = o mit der Geraden //, zusammenfallen, wird somit dar- 
gestellt durch den doppelt zu zählenden Theil der die Brennpunkte 
enthaltenden Geraden nach Ausscheidung der Strecke ff^. Für 

a = wird 5 ^ c und tg il" = ± =", somit ([i t= ^ -^, so dass die bei- 
den Asymptoten der Hyperbel mit der Nebenaxe zusammenfallen ; 
die Hyperbel selbst ist dargestellt durch die doppelt zu zählende 
Nebenaxe, deren Punkte in der That die Eigenschaft haben, dass 
ihre Entfernungen von den Brennpunkten die constante Differenz 
2 a, hier 2.0 ^o besitzen. 

Wenn die beiden Brennpunkte /,/, des Systems zusammen- 
fallen, so gehen die Ellipsen in eoncentrisehe Kreise über, während 
die Hyperbeln des Systems durch die doppelt zu zählenden Ge- 
raden, welche durch den Mittelpunkt/,/, der Kreise hindurchgehen, 
dargesteUt sind. 

159. Da die durch einen Bronnpunkt an die Curve gehenden 
Tangenten denselben mit den unendlich weiten imaginären Kreis- 
punkten verbinden, so ist die Festsetzung eines Brennpunktes äqui- 
valent der Annahme zweier (imaginärer) Tangenten. Die Fest- 
setzung der beiden Brennpunkte /, /, ist somit äquivalent der An- 
nahme von vier Tangenten ; und in der That konnten wir alle 
Kegelschnitte, welche gemeinsame Brennpunkte /, / besitzen (con- 
focal sind), als einem festen (imaginären) Vier'*eit eingeschrieben 
betrachten. 

In Ueberein Stimmung hiermit eikennt man leicht: 

„Ein Kegelschnitt ist durch das Bi ennpunktipaar f,f, und eine 
Tangente T vollkommen bestimmt." 

Ist nämlich O der Halbirungspunkt von //, und m der Fuss- 
punkt des von / auf T gefällten Pei-pendikels, so liefert der Kreis 
Ä'™, welcher o zum Mittelpunkte hat und durch m hindurchgeht, 
im Sinne des Art. 153 den (einzigen) Kegelschnitt, welcher /,/, zu 
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Brenn punkte u und T zur Tangente hat. Dieser Kegelschnitt ist 
eine Ellipse oder Hyperbel, je nachdem /, fy zur selben oder zu 
entgegengesetzten Seiten von T gelegen sind. Ferner erkennen wir: 

„Ein Kegelschnitt ist durch einen Brennpmikt f imd durch, drei 
Tangenten Ti, T^, T-f, vollkommen hestimmt." 

Legt man durch die Fusspunkte m,, m2, m^ der von / auf T',, 
T2, 2j gefällten Pei-pendikel den Kreia K, so liefert er als Kreis 
K'^ nach Art. 153 den einzigen Kegelschnitt, welcher / zum Brenn- 
punkte und Ti, T^, Tj zu Tangenten hat. 

160. Wir haben nun noch die Brennpunktsfrage für die Pa- 
rabel zu erledigen. Es sei S irgend eine Gerade, s ihr Pol bezüglich 
der Parabel, S' die durch s zu S gezogene Senkrechte, also die zu 
S senkrechte conjugirte Gerade, x, x' die Schnittpunkte der Parabel- 
axe mit S, S'; ferner sei D der durch s gehende (zur Parabelaxe 
parallele) Durchmesser der Parabel und s' sein Schnittpunkt mit 
der Polare S. Da die Punkte s, s' conjugirte Pole sind, so wird nach 
Art. 134 der Halbirungspnnkt o der Strecke ss' der im Endlichen 
gelegene Schnittpunkt der Parabel mit dem Durchmesser D sein. 
Das Punktepaar x, x' erscheint auf der Parabelaxe durch die beiden 
zu einander senkrechten conjugirten Geraden S, 8' bestimmt. Dreht 
man S um ic, so dreht sich nach Alt. 145 S' um x'; um also die 
sämmtliehen Punktepaare x,x', welche durch alle Paare zu ein- 
ander senkrechter conjugirter Strahlen auf der Hauptaxe bestimmt 
werden, zu erhalten, denke man sich 8 parallel zu sich selbst fort- 
bewegt. Der Pol s wird hierbei den Durehmesser D (als Polare des 
anendlich weiten Punktes von S) beschreiben und bleibt der feste 
Halbiriingspunkt der auf ö veränderlichen Strecke ss'. Die Gerade, 
welche o mit dem Schnittpunkte m von S und S' verbindet, tröffe 
die Hauptaxe im Punkte/; weil os^os' und ^ sms' = 90", so 
sind som, s' om gleichschenklige Dreiecke, und folglich werden die 
beiden Dreiecke Siom^, s'|Oi%, die man erhält, indem man durch 
einen beliebigen Punkt m, der Geraden om zu ms, ms' die Pa- 
rallelen m^s,, m|s', legt, ebenfalls gleichschenklig sein, d. h. 0S|_= 
om^ := os'i, so dass o auch der Halbirungspunkt der Strecke Sj s\ 
ist. Es ist somit s,, s', ein neues Paar conjugirter Pole auf D, und 
die Gerade m^s'^ oder S, ist die Polaro des Punktes Sj, so dass die 
Gerade m, s^ oder S\ die zu S^ senkrechte conjugirte Gerade ist. 
Sind nun x^, x\ die Schnittpunkte der Hauptaxe mit den Geraden 
Si,S\, so folgt aus der Äehnlichkeit der oben erwähnten Dreiecke 
mit den Dreiecken xfm, Xifm^, respective w'fm, nc'^fm^, dass auch 
diese vier letzteren gleichschenklig sind, so Ans,?. fx^= fm^fx, 
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fxi '^/"h =f^\, wwd 6S ist somit/ der Halbirungspunkt sowohl 
der Strecke xx', als auch jeder anderen Strecke x^ x\, welche durch 
zwei zu einander senkrechte eonjugirte Strahlen auf der Parabelaxe 
bestimmt wird. Es bilden somit die Punktepaare x, x' auf der Pa- 
rabelaxe eine Involution, für welche / einen Doppelpunkt darstellt, 
während der unendlich weite Punkt /'» der Ase der andere Doppol- 
pujikt ist; in der That ist (icic'//'«) = — 1, so dass alle Punkte- 
paare X, x' von demselben Punktepaare f,fi' harmonisch getrennt 
erscheinen. Der dem rechtwinkligen Dreiecke xmx' umschriebene 
Kreis hat den Punkt / zum Mittelpunkte. 

„Die Paare zu einander senkrechter eonjugirter Strahlen ein&i- 
Parabel schneiden die Parabdaxe in Punktepaaren einer Involution, 
v<m deren Doppelpunkten der eine /'» der unendlick weite Punkt der 
Parabel ist, während der andere Doppelpunkt f den Halbirv/ngspunkt 
der von den einzelnen Pimktepaaren begrenzten Strecken darstellt." 

Wenn die Gerade Sj durch / hindurchgeht, so geht auch S\ 
durch diesen Punkt hindurch, da er als Doppelpunkt der Involu- 
tion zwei Punkte aj,, x\ eines Paares in eich vereinigt. Nun hat man 
durch / zwei Paare zu einander senkrechter conjugirter Strahlen: 
jSj, iS'i und die Parabelaxe, welche mit der durch / zu ihr senkrecht 
gezogenen Geraden ein solches Paar bildet. Es werden somit alle 
Paare der durch / gehenden conjugirten Strahlen rechtwinklig sein, 
/ ist der Brennpunkt der Parabel, d. i. ein Punkt, an welchem 
durch die Parabel eine rechtwinklige Involution conjugirter Strahlen 
bestimmt wird. Die beiden (imaginären) durch /gehenden Tangenten 
der Parabel (die Doppelstrahlen jener rechtwinkligen Involution) 
sind nach den imaginären Kreispunkten im Unendlichen gerichtet. 

Der zweite Brennpunkt der Parabel /'» ist ihr unendlich 
weiter Punkt (vergl. Art. 59). 

Aus Obigem folgt auch : 

„Die Kreise, welche dem von der Parabelaxe und ii'gend zwei 
conjugirten, zu einander senkrechten Strahlen gebildeten Dreiseite 
umechrieben werden, haben den Brennpunkt / der Parabel zum 
Mittelpunkte." 

Die zweite Axe der Parabel ist die unendlich weite Gerade, 
welche zu allen Durchmessern, also auch zur Hauptaxe eonjugirt 
ist (Art. 129); auf ihr bestimmen die zu einander senkrechten Ge- 
raden S, 8' eine Punktinvolution, deren Doppelpunkte die unend- 
lich weiten imaginären Kreispunkte sind (I, Art. 83). Diese Punkte 
stellen somit die beiden imaginären Brennpunkte der Parabel dar 
{vergl. Art. 59). 
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Wir können nun sofort alle die in den Artikeln 148 — 153 für 
die Ellipse und Hyperbel durchgeführten Betrachtungen hier für 
die Parabel wiederholen; die Brennpunkte sind/,/'», so dasa die 
durch f'B gehenden Brennstrahlen parallel zur Parabelaxe werden. 
Die drei Sehlasssätze des Art. 148 lauten auch hier ebenso: 

„Die durch einen Pniüct Mndwchgehenden sii einander senkrechten 
conjugirt&n Strahlen halhlr&n die Wirütel, welclie die nach jenem Punkte 
gerichteten Brennstrahlen mit^nanden' einechliessen." 

„Das durch einen ieliebig&n Punkt gehende Tangentenpaar der 
Parabel und das dm'ch den Punkt gehende Brminstrahlenpaar hesitzi'iii 
gemeinsame Winkelhalbirende." 
Oder mit anderen Worten: 

„Jede der beiden durch einen Punkt gehenden Tangenten bildet 
mit jedem der beiden dwch den Punkt gehenden Brennstrahlen den- 
selbe^i Winkel wie die andere Tangente mit dem anderen Brenn- 
strahle/' 

Da der eine Brennstrahl zu der Parahelaxe parallel ist, so 
können wir auch sagen: 

„Jede dei- beiden durch ehien Punkt gehenden Parabeltangenten 

bildet mU der Parabelaxe denselben Winkel tote die andere Tangente 

mit der Verbindungsgeraden des Punktes und des Parabelbrennpwiktes f." 

Die aus irgend zwei Funkten g, g einer Parabeltangente T 

an die Curve noch gehenden Tangenten T,, 2"^ (Fig. 19), welche 

sich in g" schneiden mögen, 

bilden daher mit den Breon- 

strahlen gf, g'f die einander glei- 

ohen Winkel ^/j j" = J: fgf, 

denn beide diese Winkel sind 

nach dem letzten Satze gleich 

dem Winkel, den die Tangente 

Tmit der Parabelaxe bildet. Aus 

dieser Winkelgleiehheit folgt der 

in Art. 105 schon gegebene Satz: 
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„Der einem i 
gg'g" einer Parabel umschriebene 
Kreis geht durch den Brennpunkt 
der Parabel." 

In der That liegen die Scheitel g, g' der beiden über fg" 
stehenden gleichen Winkel ^fgg" = ^fg'g" mit / und g" in 
einem Kreise. Weiter haben wir hieraiis: 
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„Diß BrennpmiJcte aller Parabeln, welche einem festen Dreiecke 
eingeschrieben sind, erfüllen den diesem Dreiecke umschriehenen Kreis" 
(vergl. Art. 105). 

Hält man T, Ti und somit a.uch ^ fest, während 'J'\ als Tan- 
gente längs der Parabel und somit g' auf T hingleitet, so ist doch 
immer ^fg'g" = ^fsff" = constant, d. h.: 

„Wenn der Salieitel g' eines Winkels von unveränderlicher Grösse 
auf einer Geraden T hingleitet, wahrend einer seiner Sdienkel g'f fort- 
während durch einen festen Punkt f geht, so umhüllt der andere Schenkel 
T' eine Parabel, für welche f der Brennpunkt Jind T eine Tangente ist." 

Die beiden von / nach den Endpunkten g', g" der Strecke, 
welche von den zwei festen Tangenten T, T^ auf der variablen 
Tangente T\ bestimmt wird, gerichteten Strahlen bilden mitein- 
ander einen Winkel, welcher dem von den Tangenten T, T, gebil- 
deten Winkel (oder dessen Nebenwinkel) als Peripheiüewinkel in 
dem die vier Punkte g, g', g" ,f enthaltenden Kreise gleich ist, also 
bei der Bewegung der Tangente T\ unverändert bleibt: 

„Die Strecke g'g", tvelche zwei feste Tangenten einei- Parabel 
auf einer variablen Tangente bestimmen, ivird vom Brennpunkte f aus 
unter einem Constanten Winkel gesehen ; dieser Winkelist gleich einem der 
WinJcd, den die beiden festen Tangenten miteinander bilden." 

So haben wir die in Art. 152 für die Ellipse und Hyperbel 
gefundene Eigenschaft auch für die Paj-abel als giltig erwiesen, und 
können nun dieselben Schlüsse auf die Erzeugung der Parabel 
durch projectivische Punktreihen machen, wie wir es in Art, 152 
für die Ellipse und Hyperbel gethan haben. 

Bei der Parabel pflegt man oft nur von einem Brennpunkte 
zu sprechen und versteht dabei immer den im Endlichen gelegenen 
Punkt f; dann ist als der nach einem Punkte gerichtete Brenii- 
strahl seine Verbindungsgerade mit / anzusehen. Da die Tangente 
und die Normale eines Punktes der Parabel ebenfalls zwei con- 
jugirte, zu einander senkrechte Strahlen darstellen, so haben wir 
die Sätze: 

„Die Tangente und die Normane eines Parabelpunktes begj-enzen 
auf der Parabelasce eine Strecke, welche den Brminpunki zum Hal- 
birungspunkte hat," 

„Die Tangente und die Normale eines Parabelpunktes halbiren 
die Winkel, weldie von dem, Brennsbrahl desselben und der durch ihn 
zur Parabelaxe gezogenen Parallelen gebildet werden." 
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161. Es sei (Fig. 19) t ein Punkt einer Parabel, welche den 
Scheitel A besitzt und in demselben die (Scheitel-) Tangente S be- 
rührt; die in Ä auf S errichtete Senkrechte ist die Axe der Parabel. 
Fällt man von t auf die Axe die Senkrechte (», so ist dieselbe die 
Polare des Punktes x, in welchem die Axe von der Tangente T des 
Punktes ( geschnitten wird, und da also x, n als zwei conjugirte 
Pole den Durchmesser, welcher A und den unendlich weiten Punkt 
der Parabel zu Endpunkten hat, harmonisch trennen müssen, so ist 
der Scheitel A der Halbirungapunkt der Strecke xn. Die Strecke xn 
ist die senkrechte Projection der Tangentenlänge x t auf die Parabel- 
axe; xn wird als die Länge der Subtangente bezeichnet: 
„D&r Parabelscheitel halbirt alle Subtan^enten." 
Zieht man durch ( eine Senkrechte N zur Tangente T, so ist 
dies die Normale des Punktes (, und wenn w' ihr Schnittpunkt mit 
der Axe ist, so ist nach dem letzten Artikel der Halbirungspunkt / 
der Strecke xx' der Brennpunkt der Parabel. Verbindet man / mit 
(, so bildet nach Art. 160 /i mit der Tangente T denselben Winkel 
wie diese Tangente mit der Axo; es ist also -^ftx = ^t'>^f, so- 
mit ist das Dreieck xft gleichschenklig, d, h. : 

„Die Entfernung das Brennpunktes von dem SchniüpunJde einer 
ParcAeltangenie mit der Axe ist gleich der Länge des Brennst/rcMes 
des Berührungspunktes der Tangente." 

Betrachtet man irgend zwei sich im Punkte g schneidenden 
Parabeltangenten T, T^, welche in (, (, berühren und in as, cc, die 
Parabelaxe schneiden, so ist nach dem Früheren : 

«/»ff = «/»« = *:/»'.. 

mdd»: lIf/(,= 180'-(/(ä+/s() und 

^(,/9 = 180"-(/(,5 + /j'i). 
Bo ißt auch : ^ tfg = ^ t\fg, d. h. : 

„Der tMch dem Sehmttpunhte g zweier ParabeÜangenten T, T, 
gerichtete Brennstrahl fg sddiesst mit den nach den BerührwngspunMen 
t,t, jener Tangeiü&n gerichteten Brennsti-ahlen ftfft, gleiche Winkel 
ein" (vergl. Art. 152). 

Da Ä der Halbirungspunkt von xn und 2 || (n, so ist der 
Schnittpunkt m der Tangente T mit der Scheiteltangente der Hal- 
birungspunkt von xt und es ist somit fm das Höhenperpendikel 
des gleichschenkligen Dreieckes xft, d. h.: 
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„Die Fiisspwtkte m der vom Brennpunhte f auf die Parabel- 
tang&nten T gefällten Perpeiidikel liegen in der Scheiteltangente 2." 

Oder umgekehrt: 

„Bewegt sich d&i' ScJieitel m eine» rechten WinkeU auf einer festen 
Geraden 2, wäh'end einer seiner Schenkel mf fortwährend durch einen 
festen Punkt f fiindv/rchgäit, so umhüllt der andere Schenkel T eine 
Parabel, welche f zum Brminpimkt wnd S zv/r Scheiteltangente hat." 

Ein Vergleich mit Art. 153 zeigt, dass der über der Haupt- 
axe einer Ellipse oder Hyperbel als Durchmesser beschriebeoe 
Kreis, bei der Parabel durch die Sclieiteltangeiite S ersetzt ist; und 
in der That kann man 2 in Verbindung mit der uuendlieh weiten 
ö-eraden als den über dem Durchmesser von unendlicher Länge 
Äf'«> (wenn /'» der unendlich weite Punkt der Parabelaxe bedeutet) 
beschriebenen Kreis betrachten. 

Zugleich erkennt man, dass „eine Parabel durch den Brenn- 
fuiikt und die Scheiteltangente (odsr den Scheitel) volUcommen bestimmt 
ist", und hat gleichzeitig eine Lösung der Aufgaben: 

„Durch einen Punkt g oder parallel zu, einer Geraden G an die 
Parabel Tangenten zu legen." 

Die von / auf G gefällte Senkrechte schneidet t in dem 
Punkte m, durch welchen 2' parallel au G zu legen ist; man erhält 
eine einzige zu G parallele Tangente (Art. 45) und ihr Berührungs- 
punkt ( ergibt sich aus mt^xm. 

Soll T durch den Punkt g gelegt werden, so ist wegen 
^gmf=:i 90 "f m ein Punkt des über gf als Diirchmesacr be- 
schriebenen Kreises, welcher S noch in einem zweiten Punkte m^ 
achneiden wird. 

Die Geraden gm, gmi sind die durch g gehenden Parabel- 
tangenten, deren Berührungspunkte (, f, sich wieder aus xm ^ mt, 
3;im^=m[(j ergeben, wenn x^ den Schnittpunkt von j/m, mit der 
Parabelaxe bedeutet. 

Durch jeden Punkt g kann man an die Parabel zwei reelle, 
imaginäre oder zusammenfallende Tangenten legen, je nachdem der 
über gf als Durchmesser beschriebene Kreis die Scheiteltangeote 
Z in reellen oder imaginären Punkten schneidet oder berührt; im 
letzterej» Falle wird der Punkt g ein Punkt der Parabel. 

162. Verlängert man fm über m um die eigene Länge bis q, 
so dass also mg=fm, so wird, da mt J_fq ist, Aftq gleich- 
schenklig sein: ft — qi und ^ftni = ^ qtin; nun ist ^ftm — 
^ twf, somit ist tq parallel zu xf, d. h. zur Parabelaxe, Die 
durch q zur Axe gezogene Senkrechte D schneidet die Axe in 
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einem Punkte d, und cJa /^ = 2/m ist und gd ]| m^, so ist auch 
fd =:-2/^, somit Ja ^= Ad, und es sind also /, d zwei auf der 
Axe gelegene conjugirte Pole, und D iet daher die Polare des 
Brennpunktes, dieLeitiinie oder Dircc tri x. Die Gleichung/; ^ 5* 
sagt aus: 

„Jed&r Parabelpunkt ist voji dem Breimpwikte und von der 
Directrix gleich imit entfernt;" oder: 

„Der Ort eines Punktes, welcher von einem festen Ptmkte f und 
VMi einer festen Geraden D gleich weit entfernt ist, ist eine Parabel/ 
welche f zum Brennpunkte und D zur Directrix hat." 

Die Gleichung ft =^ qt oder ■^ =; 1 lässt mit Rücksicht auf 

Art, 156 erkennen, dass ein durch den Brennpunkt/, die zugehörige 
Directrix D und die numei-ische Excentricität e bestimmter Kegel- 
schnitt für e = 1 eine Parabel wird. 

Wenn der Punkt g, durch welchen wir im letzten Artikel an 
die Parabel die Tangenten T, Ty legten, ein Punkt von D ist, so 
liegt der Halbirungspunkt der Strecke gf, d. i. der Mittelpunkt 
des über gf als Durchmesser beschriebenen Kreises auf der Seheitei- 
tangente 2, so dass die beiden Punkte m, m^ Endpunkte eines 
Durchmessers und somit gm und gm^, d. h. T, T^ zu einander 
senkrechte Geraden werden; d. h.: 

„Die beiden aus einen/ Punkte dfr Directrix D an die Parabel 
ge-henden Tangenten stehen aufeinander senkrecht." 

„Der Ort der Schnittpunkte zu einander senkrechter Tangenten 
der Parabel ist die Directrix derselben." 

Eine Vcrgleichung mit Art. 143 und die schon öfters erhärtete 
Bemerkung, dass die Parabel als Uebergang zwischen Ellipse und 
Hyperbel aufzufassen ist, lehrt dass der Kreis K^ " '^ bei der Pa- 
rabel io die Directrix übergeht. Mit Rücksicht auf Art. 144 haben 
wir den Satz : 

„Der Mittelpunkt des Kreises, welcher einem bezüglich einer Pa- 
rabel sich seihst conjuglrten Dreiecke umschrieben ist, liegt auf der 
Directrix der Parabel." 

Denkt man sich g mit q verbunden, so ist gq ^^ gf, weil T 
im Halbiruogsp unkte m von fq auf /g senkrecht steht. Man kann . 
somit die durch einen Punkt g gehenden Parabeltangenten 
T, Ty auch in der Art erhalten, dass man die Schnittpunkte §, j, 
der Directrix D mit dem Kreise, dessen Mittelpunkt g und dessen 
Radius gf ist, aufsucht, und dann entweder von g Senkrechte T, T", 
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auf fq,f<[x fällt oder «/ mit den Halb iruiigsp unkten m, 1n^ von /g, 
/$[ verbindet, oder indem man die Winkel /^ 5, /jg, halbirt. 

Die Berührungspunkte (, (, liegen auf den durch q, 5, zur Axe 
der Parabel parallel gezogenen Geraden. 

Soll T parallel sein zu einer Geraden G, so erhält man den 
Punkt 2 als den Schnitt von D mit der durch f za G gezogenen 
Senkrechten. 

Aus der Parallelität und Gleichheit der Strecken qd, qf mit 
dem von ( auf die Parabelaxe gefällten Perpendikel tn und der 
zwischen t und der Parabelaxe enthaltenen Strecke tx' der Nor- 
male, folgt die Congruenz von A qdf und A tnx', so daas 
nx' ^ df ist. 

Die Strecke nx', d. i. die Länge der senkrechten Projeetion 
der zwischen CuiTe und Axe enthaltenen Hormalenlänge tx' wird 
als die Länge der Subnormale bezeichnet: 

„Die Subnormahn aller ParaheljyvAikte sind gleich lang, näviUok 
gleich der Entfernung des Brennpunktes wn der DireetTÜe." 

Die halbe Länge der durch den Brennpunkt eines Kegel- 
schnittes gehenden, zur Ase senkrechten Sehne nennt man den 

fi 
Parameter der Curve. Die Gleichung -^ = e lehrt, wenn man ( 

f . 

als Endpunkt jener Sehne wählt, dass die numerische Excentricität 

eines Kegelschnittes gleich ist dem Verhältniss des Parameters zur 
Entfernung des Brennpunktes von der zugehörigen Directrix. Bei 
der Parabel ist e ^ 1 ; der Parameter ist gleich der Entfernung des 
Brennpunktes von der Directrix, und wir können den letzten Satz 
auch in der Form aussprechen; 

„Die Subnormale eines jeden I'arahelpunhtes ist gleich dem Para- 
meter." 

Aus dem rechtwinkligen Dreiecke xtx' folgt, da tn das auf der 
Hypothenuse xx' senkrechte Höhenperpendikel ist nf^ = xn.nx' 
oder, da xn = xÄ -\- An^^ . An und nx' = p ist, wenn wir mit p 
die Länge des Parameters der Parabel bezeichnen, soistJi*^= 2p . An. 
Wählt man die Parabelaxe zur Abscissenaxe und die Scheiteltan- 
gente zur Ordinatenaxe, und bezeichnet man die Coordinaten eines 
Punktes t mit 5, vi, so ist ^ = An, fj = n t, und die obige Gleichung 
lautet V] 5 = 2 p ^ ; es ist die Gleichung der Parabel in dem fest- 
aten Coordinaten Systeme. 

163. I)a.Jf = tq und iq ± D ist, so wird der Kreis, welcher 
i Mittelpunkte hat und durch /hindurchgeht, Z> in g berühren ; 
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„Der Ort des Mittelpunktes t eines variablen Kreises, welcher foH 
durch eitlen festen Punkt f geht imd eine feste Gerade D herilkrt, ist 
jene Parabel, welche f zmn Brennpunkte wnd D zivr IHrectrisc hat" 
(vergl. Alt. 155). 

Alle Kreise, welcLe dui'ch / gehen und deren Mittelpunkte 
auf einer gegebenen Geraden G liegen, gehen auch durch jenen 
Punkt (/), welcher zu / bezüglich G symmetrisch gelegen ist. 
Man wird also die Schnittpunkte einer Greraden G mit 
einer durch Brennpunkt / und Directrix D gegebenen Pa- 
rabel eonstruiren können, als die Mittelpunkte jener Kreise, 
weiche durch / und den zu / bezüglich G symmetrischen Punkt 
(/) gehen und die Gerade G berühren; [/(/) ist senkrecht auf 
G und wird von G halbirt]. Man hat nur durch /, (/) irgend einen 
Kreis zu ziehen, an diesen durch den Schnittpunkt o von G mit 
/(/) eine Tangente zu legen, welche in p berühren möge und hat 
dann oj? von o aus beiderseits auf D aufzutragen ; die durch die 
erhaltenen Punkte zu iJ gezogenen Senkrechten schneiden G in jenen 
Punkten, in denen G von der Parabel getroffen wird (vergl. Art. 155). 
Definirt man die Parabel als Ort eines Punktes (, welcher von / 
und D gleich weit entfernt ist, so erkennt man die Curve sofort als 
Ort des Mittelpunktes eines durch / gehenden, D berührenden 
Kreises. Hieraus nun folgt wieder die Eigenschaft der Tangente, 
dass sie den Winkel (/ft halbirt. Betrachtet man nämlich irgend 
zwei Parabelpunkte t, f,, die ihnen entsprechenden Kreise, welche 
ie zu Mittelpunkten haben, durch / gehen und D in q, q^ rospec- 
ive berühren, so werden sich diese Kreise ausser in / noch in 
inem zwischen q, j, liegenden Punkte (q) schneiden, welcher 
zugleich mit q, in q fällt, wenn (, mit ( zusammenföllt; dann wird 
tt, die Tangente T der Parabel in (. Nun ist aber die Centrale 
ttf der beiden Kreise senkrecht auf der gemeinsamen Sohne f(q). 
Es ist also T senkrecht auf / q und da tq = tf ist, so halbirt T 
den Winkel qtf (vergl. Art. 155). 

164. „Die sämmtUchen Parabeln, welche einen gemeinsdiaftUcken 
Bre^mpunM f und eine gemeinschaftliche Äxe besitzen, bilden ein St/stein 



In der That haben diese Curven ausser dem Brennpunkte / 
noch den unendlich weiten Punkt/'« der gemeinsamen Axe als 
zweiten gemeinschaftlichen Brennpunkt. Alle diese Parabeln berühren 
die beiden (imaginären) Strahlen, welche / mit den unendlich weiten 
imaginären Kreispunkten verbinden, und sie berühren ausserdem die 
unendlich weite Gerade im Punkte/'«. Die confocalen Parabeln 
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stellen somit, da sie vier gemeinsame Tangenten besitzen (von denen 
zwei in der unendlich weiten Geraden zusammenfallen), eine Kegel- 
sclinittreilie dar. 

„Eine Gerade T ivird von einer einten Parabel des confocalen 
Systems berührt." 

Fällt man von / auf T das Perpendikel /m und zieht durch 
m eine Senkrechte 2 zu der den Parabeln gemeinsamen Axe, so 
ist 2 die Scheiteltangente der die Gerade T berührenden Parabel 
des Systems, und der Schnittpunkt Ä der Axe mit 2 ist ihr 
Scheite]. Macht man auf der Axe dÄ = Af und zieht D durch d 
parallel zu S, so ist D die Directrix der Parabel u. s. w. 

„Dv/rch einen Puiikt t gehen zwei Parabeln des confocalen Si/stems; 
sie schneiden sich in t rechtwinklig." 

Es gibt nämlich zwei zu der gemeinschaftÜchen Axe senk- 
rechte Geraden D, D', welche vom Punkte t eine Entfernung be- 
sitzen, die gleich ist der Strecke (/. Die eine der beiden Parabeln 
hat D und die andere hat D' zur Leitlinie. Halbirt man die Winkel, 
welche (/ mit der durch t zur gemeinsamen Axe der Parabeln 
gezogenen Parallelen bildet, so stellen die Halbirungestrahlen die 
Tangenten jener beiden Parabeln im Punkte t dar; die Curven 
schneiden sich somit in t unter rechten Winkeln. Da jeder Punkt, 
welcher mit dem Punkte / nicht auf derselben Seite von D gelegen 
ist, von / eine Entfernung besitzt, die gi-össer ist als seine Ent- 
fernung von der Geraden D, so müssen alle Punkte der Parabel, 
welche / zum Brennpunkte und 1? zur Directrix hat, auf jener 
Seite von D liegen, auf welcher sich / befindet. Es wird sich somit 
die Parabel auch auf jener Seite von D, auf welcher / liegt, ins 
Unendliche erstrecken. 

Betrachtet man nun ein confocalea Parabelsystem, so ist jede 
zur gemeinschaftlichen Axe Senkrechte die Leitlinie für eine Pa- 
rabel des Systems, da durch die Directrix und den Brennpunkt 
eine Parabel vollkommen bestimmt ist. Je nachdem nun diese Di- 
rectrix auf der einen oder der anderen Seite des gemeinsamen 
Brennpunktes / gelegen ist, wird sich die zugehörige Parabel nach 
der einen oder der anderen Seite hin ins Unendliche erstrecken. 
Die sämmtliehen confocalen Parabeln zerfallen daher in zwei 
Sehaaren; die Leitlinien der einen Schaar liegen auf der einen Seite, 
die der anderen Schaar auf der anderen Seite des gemeinsamen 
Brennpunktes /. Die Curven der ersten Schaar erstrecken sieh 
nach der anderen Seite, jene der zM'eiten Schaar nach der ersten 
Seite ins Unendliche. 
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„hl Jßdifm, DreiacJcn liKijen diu Fims'pun'kle der drei Hohen, die 
Halbmmgspunkte der drei Helfen und die Hr.dhh'wiKjspuvlite den- drei 
oberen Höbenahsehnittb in einem Kreise." 

Zu jedem Dreiecke gcliüi't ein aolcher Kreis, welcher als der 
Kreis der neun Funkle !jezeieliiiet wird. Er ist der Ort der 
Mittelpunkte aller dem Dreicek umschriebenen gleichseitigen Hy- 
perbeln, und er enthält auch die Brennpunkte der den\ Fusspuiikte- 
dreieek eingeschriebenen Parabeln. 

Anmerkung. Der Satz vom KreJöe di^r hvaui Punkte lässt 
sieh elementargoomctrisch folgen der masscn beweisen; 

Es sei SjS^Sg ein Dreieck, o^, o.^, o-^ die Fuespunkte der drei 
durch S|, Sj, S;i respective gehenden Höhen, s„ deren Schnittpunkt, 
u,, Oj, ffg die Halbirnngs punkte von e-^s^, SaS,, s^s^ und c', c-", c'" jene 
von S|,S|, s„so, «(,%. Da die Verbin dung-sgerade der Halb i ran gsp unkte 
zweier Dreieekseiton parallel ist zur dritten .Seite, so foigt aus A s^ S2S3, 
dass Cj'^-iWsjS^, aus AS|S„%, dass c's" || s, ä^, aus AsnSjSa, dass 
cjd' II s„Ss, aus As|,%s.„ dass G^i::"\\s„Sy Da nun die Greraden (7,(72, 
c'n" beide parallel zur Seite s^ s.^ und die Geraden ^.^':', a^c" beide pa- 
rallel zur Höhe s„s.i und daher beide senkrecht zur Seite s, % sind, seist 
das Viereck Cjaja'c" ein Kcchteck. Die zwei Strecken ojc', tj^e" smA 
als Diagonalen dieses Rechteckes gleich lang und halbiren sieh 
gegenseitig in ihrem Schnittpunkte m. Ebenso zeigt mau, dass auch 
c^g^.o'q"' (und endlich auch t:.2^.^':" a'") ein llechteck ist, so dase dessen 
Diagonale c-^s"' mit der Diagonale cjc' gleiche Länge und gemein- 
samen Halbirungspunkt m. besitat. Die drei Strecken C7|c', r^^'^", Cjs'" 
sind also gleich lang und haben einen gemeinsamen Halbirungs- 
punkt m, so dass die sechs Punkte c,, c^, cj, (7', c", s" einem Kreise 
angehören, dessen Mittelpunkt vi ist. Da c, c' ein Durehmesser dieses 
Kreises, und da Winkel ciOi^' ein rechter ist, so gehört auch Oj 
diesem Kreise an ; ebenso sieht man, dass auch o.y und 03 Punkte 
dieses Kreises sind, so dass er die neun Punkte o,, 0.,, 03, c-j, a^: -si 
c', c", c'" enthält, wodurch der Sata erwiesen ist. 
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